Tema 9. Limite de funciones. Continuidad

1. Limite de una funcién. Funciones convergentes

La idea intuitiva de limite de una funcién en un punto es facil de comprender: es el valor hacia el que se
aproxima la funcién cuando la variable independiente, x, se aproxima a dicho punto.

Definicion: Matematicamente una funcion f tiene limite L cuando x tiende a un valor X,
y se denota lim f(x)= L si se cumple que cuanto mas se acerca la X a X, (tanto a la
X—Xg

derecha. X, como a la izquierda. Xo") el valor de la funcion. f(x) mas se aproxima a L

Una funcion f(x), se dice que es convergente en X, si, 3
existe el limite lim f(x) =L y es distinto de toco,
X—>Xg
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0 En caso contrario, la funcién se dice que es divergente (fig. derecha).
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2. Limites laterales M

Existen funciones definidas a trozos, son aquellas que estan definidas de diferente manera a lo largo de
distintos intervalos de la recta real. En estas funciones, cuando queremos estudiar el limite en los puntos
donde cambia la expresion analitica, es necesario calcular los limites laterales, viéndose asi la tendencia de la
funcién a ambos lados del punto.

Definicion: Una funcion f tiene limite L cuando x tiende a un valor X, por la
izquierda y se denota lim f(x)= L. si se cumple que cuando nos acercamos al valor

xX—¥xp

de x, para X menores que X la funcion se acercaa L.

Definicion: Una funcion f tiene limite L cuando x tiende a un wvalor X, por la
derecha y se denota lim f(x)= L. si se cumple que cuando nos acercamos al valor de
.".'—)_".'Q,+

Xp para X menores que X, la funcion se acerca a L.

Teorema: El limite de una funcion f{x) en X, existe si, y solo si. existen los limites
laterales y €stos coinciden:

lim f(x)=lim f(x)=L = lim f(x)=L

J'—)J'o

lim f(x)=L= lim £(x)= lim f(x)=L

X—¥Xp

En este ejemplo se pueden ver las distintas posibilidades que se pueden dar con limites en una funcién:

Los limites laterales en x= -3 coinciden, pero no son iguales
a la imagen de dicho valor para la funcién:

lll‘l‘lf(Y:}:B 1-‘(_3):2

X—2

En x=1, existen los dos limetes laterales, pero son distintos.

limf(x)=1. limf(x)=0. linllf (x)=no existe
= =" X3

En x= 3 solo existe uno de los limites laterales:

lim f(x)=2. lillf} f(x)=noexiste. lim f(x) = no existe

X—r2 X2




Limites infinitos:

limg(x)=—oe lim g(x)=+4ee ]1111 g(x)=
x—3 r—0"

a—s0

Limites en el infinito:

lim g(x)=0 lim g(x)=+ee

X—p—

3.0Operaciones con limites:

Sify g son dos funciones y k es un nimero real, se cumplen las siguientes reglas:

/1a} lim[f(xjig(x)]zlimf(x)ilimg(xj\
Al haber limites cuyo valor es ® y -,
27) lim[k-fi(x)]l=k- -1im f (=) tendremos que ver como operan los

numeros reales con £,
3°) lim[f(x) -g(x)]=1limf(x) -1lim g (x)

% 5% Frawer Suma y diferencia:
£ () %_i);nf(x) 1) VkeR kfee=teo
) %y = Ting (%) B
Xy 2) SO oo o0
5%) 1im[f(x2)]¥=[ 1im f(x)] s 3) -oo-co=-oo
N /

Producto: Cociente:
1) VkeR" (k>0) koo=cc = ejemplo lim 3x = oo k
X340 1) vkeR T =0 - ejemplo 11111 —=0

oo T—rtoo g

2) V-keR (-k<0) kreo=-c0 > gjemplo lim—3x=-

N _ _ 2) YkeR™ = teo 2 gjemplo lim LI
3) VkeR (k>0) kr(-e0)=-e= > ejemplo lim 3x = —oe k x4
+ oo
4) V-keR (-k<0) -k(-oc)=== > ejemplo lim —3x = +eo 3) V-keR :—A = +eo 2 gjemplo 1511 _—: =—o0
Exponente:
1) vkeRk>1 k™" =+co > ejemplo lim 2" = 4oo Indeterminaciones:
X— oo
(1) i Operacion Indeterminacion
I _+oa . - - |
2) vkeR 0<k<1 k™ =0 - ejemplo .\_11)111 E | = 0 Sustraccién 00 — 0O
i . . Multiplicacidn oo -0
3) VkeRk=1 k7 =0 —>ejemplo 112}12 =0 | 20 0)
Division —_— =
| 2h% 0’0 |
4) VkeR0<k<l k7 =+e= > ejemplo \11}}1[ 5 | = foo Elevacién a potencia|]1%°, oc”? 00



3.1 Resolucién de limites sin indeterminaciones.

En este apartado vamos a ver como se resuelven los limites en los que no hay indeterminaciones. Es
sencillo so6lo consiste en sustituir el valor de la x por el valor del limite y operar conforme a lo
explicado en el apartado anterior. Veamos algunos ejemplos:

1. lim2"!'=2""=2" =

X—peo

. x =100 O
2. lim =—=0
=10 2x+1 21
=3 -3
3. lim — = — =—— =—o0
row 2 -2
r 23+l - —oo41 oy —
(1) (1) (1) :
4. lim—| =|-| =l-| =3"=0
Fe 3) \ 3) \ 3 y,
= - 2x+1 ool . . . @ .
5. Hm(1)™ =(1)"" =1 nota: la indeterminacion 17 es cuando tiende a 1, no
x—pon
cuando es 1.
) 1 \ 2x
) | -
6. 11111[ 1+— | =1"(ind)
el x2 43

b,

Ejercicio 1: Calcula los siguientes limites:

. 2 . SX . |
a) limx- b) lim ¢) lim+v3x+4
x—3 x=2 X — 5 x—7
d) linr}(sen x+3) e) xligll log,, x 1) XIE%}» 2 +4x+7
x—rI
g) lim—2x’ —4x+7 h) lim 2x° —4x+7 i) lim—2x’+4x+7
X0 X——o0 X—»—0
N . .1
i) lim 2x+x° -3 k) lim 2x+x’ -3 ) lim —
X—3to0 x——o0 x40 IX
3 3
. X" =1 N S |
m) lim-— n) lim n) lim
-  Y° Xt _§ o §

3.2 Resolucidn indeterminaciones del tipo «©— «©

Para resolver estas indeterminaciones tenemos que comparar el crecimiento de las funciones, de tal
forma que prevalece aquella cuya tendencia a +* o - sea mayor al resto.

Orden de crecimiento a « (de menor a mayor): loga () <loga(X)<x<x>2<x’< <x“<(b )x{(b )_\-
3 2 2 1

donde a;>a, y b;>b, . Tanto a como b mayores que 1

Todas estas funciones tienden a Todas estas funciones tienden a *® pero crece mucho mas rapido
las funciones exponenciales que las polindmica, y estas que los logaritmos... Veamoslo:

5.\; ! Sx _'Xg - XEE
15 : -

i

. ST T ) B - y ) . logs(X)

IOEmiJ.\;I

-2 - - Z 4 & & ia iz 14
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Ejemplos:

a) limx® —2x7 - log,(x) =c0—o0—o00= limx’ = oo

X—po0 =00

b) limx® =2 +log, (x) = co —co+ 00 = [im— 2" = —e0
X—soo X—>ox

¢) limx’ =27 +1og,(x) =co—co4 oo = lim—2" = —oo
= -

X—3oo

103 AT | Ax o ax
d)limx ™~ —3" +2" =c0c—co4 oo =1lim—3" = —oo
X—3o0

X300

3.3 Resolucién de indeterminaciones del tipo -

Las situaciones mas simples en las que aparece es al calcular los limites infinitos de fracciones
polinbmica. Estas indeterminaciones se resuelven dividiendo el humerador y el denominador por la
méaxima potencia de x del denominador:

. . P(x)
Ejemplos: lim (—
A5+ Q(.\')
Sx* —3x+2 5 3 2
-2 —_— —— +
. S5x7 —3x+2 ) 3 . - 2 3 0
a) lim ——= = lim ———%—— = lim ~—= X ——=0
x=te x4 3x—5 ¥ x7 3x—5 T—ytoo 3 D 1
—_— ]-+_1_ 3
x” x° b
— x> +3x+2 3,2
342 . —x+ -+ =
R 3x . i 2 — oo
b) lim _ — = lim _ X = lim 3 Y = +oo
b — xT +3x—5  xote —x7 +3x =5 —t 3 5 -1
- —1+———
X XX
—3x” +3x+2 3.2
3x2 £ 3v 42 > —3+t—+— ~ -
. — X 3X a . - R = — 2 el
c) lim . = lim X = lim f = ==
¥oeo — 2T 4+ 3x — 5 v —2xT 4+ 3x— 5 xo 3 -2 2
—24+———
X X X

Conclusion:

m m—1
. a x +ta . x ..+ta
/ lim ™ m—1 0 \
X—+x

b x"+b, x""+..+b,

i m—1
a,x +a 1 X .

Il
=]

.+a,
1

a) n>m —=> lim
xs+e b x" +b X" +...+b,

. ax"+a x"'. . +a, — oo signo(P(x)) # signo(Q(x))
b) m>n =2 lim —*— S L=
xste b x"+b X" +..+ Db,

e
J

+ee sisigno(P(x)) = signo(Q(x))

. ax"+a x""'..+a, a.
c) m=n—=> lim —- nl =

K b x"+b, x""'+..+b, - a, /

Ejercicio 2: Calcula los siguientes limites:

. X7 —5x+3 . X" +3
a) im————— b) lim——

x—300 -5 S LI ¢

. 3x7—5x+1 . X +3
¢) lim———— d) lim 5

X—300 2}{" _ 5 X Y

3.4 Resolucion de indeterminaciones del tipo

Aparece este tipo de limites principalmente en 2 casos diferentes:

1) Cociente de funciones polinémica: Se resuelven descomponiendo factorialmente numerador y
denominador (aplicando Ruffini con raiz la del limite, ya que es el valor donde sea anulan los
dos polinomios), simplificando los factores comunes.



Ejemplos:

. x*+x-6 : x—2)(x+3 , x+3 5
a) lim— A =lim (x ?(Y ) lim ,(Y ) _ 3
=2yt =Tx" +14x -8 =2 (x-2)(x" —=5x+4) =i(x —-5x+4) -2
3 -2 - . 2 ) 2 ~
b) lim X +1:s.\ +3x+1 :9 ~ lim (x+1)(x \+ 2x+1) _ Hmw _ 9 _
= x7 =3x—2 0 =—1(x+Dx —x—-2) =1 x —x—-2 0

i EDGAD (D) 0

1 (x+1)(x=2) 1(x=2) -3

2) Cociente con funciones racionales: Se resuelven multiplicando numerador y denominado por
la expresion conjugada de la que lleva raiz,(cambiando el signo):

2 2 S+ 5 R 5
lim .A al :E:Iim F“\ ‘\)(x‘\l+4+ ) :lim(“\ WX +4+2) =
=0 x+4-2 0 =0 (JYx+4-2)Wx+4+42) =0 x+4-4

(P -0)Wx+4+2) . (x-DEx+4+2
= 111101(\ USE ) = 1111&“ )(NI ) =—4

x— X x—>

. _ . . 1—4/1-X
Ejercicio 2: Calcula el siguiente limite: 1im N
x—0 X

3.5 Resolucién de indeterminaciones del tipo %

Este limite puede ser +°, - o no existir por ser los limites laterales diferentes. Se calcula a partir de
los limites laterales (son siempre asintotas verticales):

Ejemplos:
. x' -1 k
-1 k lim =— = 4o
. h - ! —33* -2 - : P
lim =2 )= x-3 0 no existe el limite
=3 x=3 0 |, x -1 &k
lim =—=—o0
=3 xy=3 0
[, x —1 k
s | im - = — = oo .
. x =1 k=3 (x=3) 0 . ooxm -1
lm—-—=— < > ] ; lim——— = 4oo
=3 (x—3)° .. x — ¢ =3 (y—3)°
( ) | lim = +oo ( )

-

Ty
=3 (x=3)° 0

3.6 Resolucion de indeterminaciones del tipo 0-«

. : o .0 oo
Se resuelven transformandolas en indeterminaciones del tipo — o —.

Ejemplo: 0 e
. 3 . 3(2x—3) —oo . 6 .6
lim ;-(2.\'— 3) =0 = limm (2x—3) = — lim —— = lim > =0
X—r—o fx_-l- _ 2 X—r— -_‘:-l _ 2 o0 X—r— ||-_\_-l X—r—x X

3.7 Resolucién de indeterminaciones del tipo o -

En el apartado no consideramos cuando eran funciones con crecimiento semejante; esto ocurre
cuando tenemos una raiz con un polinomio de grado n y un polinomio restando de grado la mitad
(n/2). Si esto ocurre lo que se hace es multiplicar numerador y denominador por la expresion

conjugada, eliminando asi la indeterminacion del tipo o -co y quedando expresion del tipo oo/oo.

Ejemplo:
Viesi-Geali oo ae3)

lm+/x" +5x —(x+3)= = — oo (mismo grado) = lim

X T Vil 4sx+ (x+3)
. 9

XTS5y (xT+6x+9 : -x-9 :  x 1

= lim ( ) = lim = lim X =——

e el i s+ (x+3) o Aal4sr+(x+3) \/1+§+1+j 2
X X



