BLOQUE 5:

FUNCIONES

* Funciones elementales

* Limites de funciones




5.FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL.

5.1 INTRODUCCION

En todas las ciencias se conocen leyes que relacionan dos magnitudes, de tal forma que, conociendo
el valor de alguna de ellas podemos obtener, inequivocamente, el valor de la otra. Este tipo de
relaciones sirvieron de origen al concepto de funcion.

Una funcién es una relacién entre dos variables: x, llamada variable independiente e y, llamada
variable dependiente. A cada valor de la variable x, la funcién le asocia un valor Unico de la variable y.
Nosotros trabajaremos con funciones reales de variable real, es decir, funciones en las que las
variables toman valores en los nimeros reales.

Una funcién puede presentarse bajo varios aspectos, grafica, ecuacion o férmula, tabla o texto.
Nosotros nos centraremos en los aspectos ecuacidn-grafica-texto. Es importante comprender que
estas tres formas de hablar de una funcién son en realidad una sola, pues la relaciéon que indican
entre las variables es la misma y podemos pasar de una a otra. Las funciones que vienen descritas
por una sola férmula reciben el nombre de funciones elementales.

5.2 CONCEPTO DE FUNCION

Llamamos funcion real de variable real a una correspondencia entre un conjunto D [ [J tal que a
cada elemento x [1 D se le hace corresponder un Unico elemento y [1 [1.

La representamos por:
f.o0d — 0O

»

X > fx)=y

A “x” se le llama variable independiente mientras a “y” se le llama variable dependiente. La expresion
algebraica que me permite calcular el valor de y correspondiente a un x, recibe el nombre de
expresion analitica de la funcién f(x).

Llamamos dominio de definicion (o campo de existencia) de una funcion f y se representa por
Dom(f), al conjunto de niimeros reales x tales que existe f(x), es decir, y= f(x) es un valor real.

Dom(f)={ xOO / Of(x) O O ¢

El dominio de definiciéon de una funcién real puede verse restringido por la imposibilidad de realizar
alguna operacién con ciertos valores de x (por ejemplo, si anula un denominador o hace negativo un
radicando) o también por el contexto real del que se extrae la funcion.

Si en los ejes de coordenadas representamos todos los puntos de la forma (x, f(x)) obtenemos la
grdfica de f(x). Del estudio de la grafica podremos conocer muchas propiedades de la funcién, de la
misma forma que del estudio de la expresidn analitica de la funcidn podremos conjeturar como sera

su grafica.

Se define recorrido (o rango) de una funcién f y se representa por Im(f) al conjunto de ndmeros
reales y (I tales que existe x[LIJDom(f) cumpliendo que y=f(x).

Im(f)={y0O / Ox0O0: y=F(x) ¢
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1.

c)

2.

Ejercicio. Indica cudl es el dominio y el recorrido de las siguientes funciones:

b)

d)

4

2

Ejercicio: Calcula el dominio de definicién de las siguientes funciones

b(x) = Vx> —4x +4

c(x)=In(x*-4)
z(x) :eé

f(x) = x* = 2x?

2
K(x) = X +1

r(x)=vx?-9

x2 —5x +

6

121

=
-1
S(X)_l—x
plx) = VX4
x =1
t(x) =¥x? +5
o) = J3x
X—4
V(X)=x+2
i) = x?-5
x? -1



5.3 ALGUNAS PROPIEDADES LOCALES DE LAS FUNCIONES

*  SIMETRIAS
Una funcidn f es simétrica respecto del eje de ordenadas si verifica:
f(x) = f(-x), O x O Dom(f)
Las funciones simétricas respecto del eje de ordenadas se llaman funciones pares.

Una funcidn f es simétrica respecto del origen de coordenadas si verifica:
f(x) =- f(-x), O x O Dom(f)
Las funciones simétricas respecto del origen de coordenadas se Ilaman funciones impares.

v

v

Funcidn par Funcién impar
= ACOTACION. MONOTONIA Y EXTREMOS.

Una funcién f estd acotada superiormente por un nimero real k si todos los valores que toma la funcién son
menores o iguales que k.

f(x)< k, O x O Dom(f)
El valor k recibe el nombre de cota superior de la funcién.

Una funcidén f estd acotada inferiormente por un nimero real p si todos los valores que toma la funcién son
mayores o iguales que p.

f(x)= p, O x O Dom(f)
A p se le llama cota inferior de la funcién.

Una funcidn f se dice acotada si lo esta superior e inferiormente.
p< f(x) <k, O x [ Dom(f)

Se dice que una funcidn f es creciente en un punto X, si existe un intervalo abierto | que contiene a X, en
el que se cumple:
X<X, = f(X)< f(Xx,)
OxO | % °
X>xX, = f(x)= f(x,)
Se dice que una funcidn f es estrictamente creciente en un punto X, si existe un intervalo abierto | que
contiene a X, en el que se cumple:
X<X, = f(X)< f(x,)
oxO 1% % %
X>X, = f(x)> f(x,)
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Se dice que una funcion f es decreciente en un punto X, si existe un intervalo abierto | que contiene a X,
en el que se cumple:

X<X, = f(xX)= f(x

X>X, = f(X)< (X))
Se dice que una funcién f es estrictamente decreciente en un punto X, si existe un intervalo abierto | que
contiene a X, en el que se cumple:

X<x, = f(x)>f

x> %, = F(x) < (%)

Se dice que una funcién f es creciente en un intervalo (a,b), si es creciente en todos los puntos de ese
intervalo, o intuitivamente, si se cumple:

fly)

Ox, yO(@b)/x<y= f(x)< f(y)

f(x)

X Y

Andlogamente, una funcion f es estrictamente creciente en un intervalo (a,b), si es estrictamente creciente
en todos los puntos de ese intervalo, o si se cumple:

Ox,yO(@ab)/x<y= f(x)< f(y)

Una funcién f es decreciente en un intervalo (a,b), si es decreciente en todos los puntos de ese intervalo, o
también si:
Ox,yO(@@b)/x<y= f(x)= f(y)

f(y)

X Y

Una funcion f serad estrictamente decreciente en un intervalo (a,b), si es estrictamente decreciente en
todos los puntos de ese intervalo, o si:

Ox,yO(a,b)/x<y= f(xX)> f(y)

Se dice que un punto X, es un maximo relativo de la funcién f si existe un intervalo abierto | que contiene
a X, talque f(X)< f(x,) OxOI.
Se dice que un punto X, es un minimo relativo de la funcidn f si existe un intervalo abierto | que contiene
a X, talque f(X)= f(x,) OxOI.

Se dice que un punto X, es un méximo absoluto de la funcién f si f(x)< f(x,) OxOD(f).
Se dice que un punto X, es un minimo absoluto de la funcién f si f(x) > f(x,) OxOD(f).
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= CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD

Se dice que una funcién es convexa en un punto de su dominio de definicién si, en un entorno de ese
punto, la gréfica de la funcién se mantiene por encima de la tangente a la curva en ese punto.
En caso contrario se dice que es cdncava.

v
v

Convexa Céncava
Los puntos donde la funcidn pasa de cdncava a convexa o viceversa se llaman puntos de inflexién.
3. Ejercicio: Encuentra los intervalos de crecimiento y decrecimiento, concavidad y los maximos y

minimos de las funciones del ejercicio de la pagina 3.

*  FUNCIONES PERIODICAS
A

i TN

21U 21U 21U

Una funcidn f es periédica, de periodo T (T>0), si verifica:
F(x+kT) =f(x), Ok O Zy O x O Dom(f)

AT se le llama periodo principal de la funcion, pues cualquier otro multiplo de éste también es periodo.
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5.4 TIPOS DE FUNCIONES

¢ Funciones polindmicas. Son las que tienen por expresion analitica un polinomio:

f: O
X

ad

f(X)=an X" + a1 X" + ...+ a1 X +ag

vy

Para todas las funciones polinédmicas Dom(f) = . Las funciones polindmicas de primer grado se llaman

funciones lineales o rectas y son del tipo f(x) = ax+b. El coeficiente a, se llama pendiente de la recta. Si a>0
la recta es creciente y si a<0 la recta es decreciente.

Las funciones polindmicas de segundo grado son de la forma f(x)= ax’+bx+c, su representacion grafica es
. . - -b . . (s
una parabola que tiene como coordenada x de su vértice a % Si a<o la pardbola presenta un maximo en
a

su vértice y si a>o0 presenta un minimo.

¢ Funciones de proporcionalidad inversa. t

f: O

O
X f(x)= k ”
X

vy

El dominio de estas funciones es Dom(f) = [1-{0}. Su representacion grafica es una hipérbole.

Funciones raiz: Las funciones Y =+/KX se representan mediante medias parabolas con el eje
paralelo al eje X.

¢ Funciones racionales. Son las que tienen por expresién analitica una fraccién algebraica.

g: 0 > [
_ P(x)
X g(x) oY)

) siendo P y Q polinomios.
X

A

En este caso Dom(g)= {x00 / Q(x) # OF. Entre las funciones racionales las de expresion f(x)= 2 :2
cx

también tienen por gréafica una hipérbole.

¢ Funciones exponenciales. Son aquellas en las que la variable aparece en el exponente. La base es
siempre un nQ real positivo, distinto de 1.

e:
X

[l
e(x)=k-a"

vy

Dom(e)= O Iy

v

f(x)=a*, a>1 f(x)=a", a<1l
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Caracteristicas de la funcién exponencial
a) Sudominio es [I.
b) Surecorrido es (0, +).
c) Escontinua en su dominio.

d) Escreciente sila base es mayor que 1y decreciente si la base es menor que 1.
e) Tiene una asintota horizontal y =0.

¢ Funciones logaritmicas

log,: [ OJ
X log.(x) siendo a>0, a #1
Dom(log,)=4 xOO / x>0}

vy

Propiedades de estas funciones:
a) Pasan por los puntos (1,0) y (a,1).
b) Su dominio se reduce a los nimeros positivos.
c) Escreciente si a>1y decreciente si O<a<1.
d) Tiene por asintota vertical el eje V.
e) Las masimportantes son f(x) = Inx y f(x) = logx.

v

—
A

f(x)= Inx f(x)= |Og1 X

2

¢ Funcidn valor absoluto de otra funcidn: Recordemos que el valor absoluto de un nimero se
definia como:

" asia=0
al= i
-asia<0
. _ ) xsix=0
La funcién valor absoluto se define de forma analoga: |x| = )
-Xsix<0
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En general, el valor absoluto de una funcién se define como:

|f(x)| _ ff(x)si-f(x) >0
-f(x) sif(x) <0

* Funcidn parte entera: Se llama parte entera de un nimero x al mayor nimero entero menor
o igual que x. A partir de esto, definimos la funcién parte entera de x, Ent(x), que hace
corresponder a cada nimero x su parte entera:

* Funciones definidas a intervalos: Cuando la expresién analitica de una funcién no es Unica
sino que varia de un intervalo a otro decimos que la funcién esta definida a intervalos o a
“trozos”. Para representarlas graficamente tenemos que estudiar cada tramo, y prestar
atencién a los puntos donde la funcidn cambia la expresion.

X2 +2x+1six <0
fix)=41si0 < x < 4
X-3six =>4
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PAS

2

send ( o cosq, tx 4,...)

f(X) = txx

f(x) = senx

f(x) = cosx

t(x)

»
| o

t:

¢ Funciones trigonométricas

o
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5.5 COMPOSICION DE FUNCIONES Y FUNCION INVERSA

Dadas dos funciones, fy g, se llama funcién compuesta de fy g, y se denota por go f ,ala

funcién que transforma x en g[ f (X)] :

go T

XTI — £ (X) [T9 - g[f (V)]

La expresion (g of )(X) se lee “f compuesta con g”.
Ademds, en general go f # foqQ.

. . , .. -1 . .
Se llama funcién inversa o reciproca de f a otra funcién, f , que cumple la siguiente

condicién: “si f(a) =b, entonces, f *(b)=a ”.

Como consecuencia se dan las siguientes relaciones:
xM - f(x)00 - x;  esdecir, f *[f(x)]=x
xOH o f2(x) 0 - x;  esdecir, £ f *(x)| = x

s . -1 . . . -1
La funcién inversa de f ™ es f . Por eso se dice, simplemente, que las funciones f "y f son
inversas o reciprocas.

Las graficas de estas funciones son simétricas respecto de la recta y = x.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Halla el dominio de las siguientes funciones :

3x-5 X+3
f(x)=3x-5 b) y=3x*+5x-4 f(x)= d) y=
a) f(x)=3x )y c) f(x) 2 )y 21
3x+5 2X x—1
e) flx)=—F—— f) y=— g) y=—o h) f(x)=+/X? +3
X“=X-6 X +4 X
3x VXx+1 3x
i) y=4/x~-1 j) f(x)= k) y= 1) y=
i)y i) (X)m by=— v=Tz_,
Jx-1 Jx-1 x-1
m) y= n) y= A) y=4| —— o) y=In(x+3)
Xx—3 X—3 X—-3
p) y=|nx—_1 q) y="Xx?> —-5x+6 r) y=|nx—_1) s) y=|n(X2 +1)
X+1 X—3
t) y=tgx

2. Representa graficamente las siguientes funciones y, utilizando la grafica, indica: dominio,
recorrido o imagen, puntos de corte con los ejes de coordenadas, intervalos de signo
positivo y signo negativo e intervalos de crecimiento y decrecimiento.

a) f(x)=3 b) f(x)=-2 c) y=0 d) y=x e) y=-2x f) f(x)=x+2

g) y=-2x+3 h)y=x>-1 i)y=x*—4x+6 | y=_7lx2 +2x+5 k) y= x> +1

1
I)y=|x| m) y:|x+2| n) y:‘x2 —5X+6‘ A) \/=‘X2 —9‘ o) Y:;
2 -2 3x-5 1)
= — = = :2X t = —
Ply=s— Ay U e s) y )V[Zj
u) y=log, X v) y=log, x W) y=sen x x) f(x)= cos x y) f(x)=tgx

2
3. Observando la grafica de estas funciones indica su dominio de definicién y su recorrido:

P TNG 7
=3 21 Ll T2T 11 [2h

4. De un cuadrado de 4cm de lado, se cortan en las esquinas tridngulos rectangulos isdsceles

cuyos lados iguales miden x.
a. Escribe el area del octédgono que resulta en funcién de x.

b. ¢Cual es el dominio de esa funcidn? ¢Y su recorrido? 4
5. Representa graficamente las siguientes funciones a trozos : &
X Si x<2 X x*+1 si x<0
a) f(x)= . b) f(X)=U c) f(x)= .
1 si x>2 X XxX-2 si x>0
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X si x< -1 x2+2x+1 si x<0
d) fx)=|x =2 e) f(x)=q1-x* si -1<x<2 f) gx)= 1 si 0<x<4
-3 si X>2 Xx—3 Si X=>4

6. Representay define como funciones a trozos:
a) f(x)=|x-5 b) y=1-|x c) f(x):‘x2—4‘

7. Sin representarlas graficamente, halla los puntos de corte con los ejes de coordenadas e
intervalos de signo, de las siguientes funciones :

a) y=2x-3 b) y=X? —5x+6 o) y= x>-1
X-2 X —3x+2 x*
d) y= e)y=—"——— f) y=———
X X=5 x*=x-6
8. Asocia a cada una de las graficas su expresién T ol B
analitica: i TIEE
x 2 T AT
a)yy =15 b)y =x“—2 6 2\ 7
1 miN
=—-0,25x2 d)yy=——
)y x W=7 A rr—
\ : ‘
e BHH
P P O I O =
e ! 1 ? : 4EL h
7 7 O A 1 T

9. Dadas las funciones f(X) =2x* —x+1 y ¢g(X) =X+3, calcula susuma, diferencia,

f
producto y cociente. ¢Cudl es el dominio de (— (X) ?
9

2
X -—
10. Dadas las funciones f(X) =3x—-2 y g(X) = > se pide calcular :
X_
a) (f +9)(X) v sudominio b) (f —g)(x) ysu dominio
c) (f-g)(x) y su dominio d) (f :g)(x) y su dominio
. (e . . OHN @ TTT] L
11. Asocia a cada grafica la expresion analitica que le Ol l I FIl| EEAN ;
corresponda entre las siguientes: :*7‘77_CT*2”F T __L,_-—-"""
441‘—2' B Jza 3|
a)y= Vx+2 b)y=0,75* c)y=log,x d)y= —x ‘__;__'.—-—/“ N I | N
NP s Lt
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12. Esta es la grafica de la funcion y = f(x).Representa a partir de ella las funciones:

a) y = f(x-1)

b) y = f(x) +2

c) y=-f(x)

d) y=1f()l
e) y=f(x+2)
f) y="f(x)-1

+Db.

13. La expresidn analitica de esta funcién es del tipo y =
X—a

Observa la gréfica y di los valores de a y de b.

14. Estudia las simetrias de las siguientes funciones:

1 F(x) =X +1 g(x) = —> h(x) = —~

X% +1 X% — X

15. Sean las funciones: f(X) =X+2y g(X) =x? -1 . Calcular:

a) (g0 )(2) v (9o f)x) b) (fog)=3) v (fog)x)

L

» y g(X) = X?, definidas ambas en (0,00), hallar: (g o f)(X),

16. Dadas las funciones f(x)=

(f o g)(x) y sus dominios. ¢Se puede deducir de este ejercicio que la composicidon de

funciones es conmutativa? ¢ Por qué?

17. Halla la funcién inversa de f(X)=X3—6 y  comprueba que se verifica:

(Fof 2l =(F e 1)) =x
18. Halla la funcién inversa de y = f(x) =2 y comprueba que (f o f)(x) =X.

19. Busca la expresidén analitica de estas funciones:

20. Una pelota es lanzada verticalmente hacia arriba desde lo alto de un edificio. La altura
que alcanza viene dada por la férmula h = 80 + 64t — 16t (t en segundos y h en metros).
a. Dibuja la gréfica en el intervalo [0,5].
b. Calcula la altura del edificio.
c. ¢En quéinstante alcanza la altura maxima?
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Un fabricante vende mensualmente 100 electrodomésticos a 400€ cada uno y sabe que
por cada 10€ de subida vendera dos electrodomésticos menos.
a. ¢Cudles serdn los ingresos si sube los precios 50€?
b. Escribe la funcidn que relaciona la subida de precios con los ingresos
mensuales.
c. ¢Cudl debe ser la subida para que los ingresos sean maximos?

Helena va a visitar a su amiga Ana y tarda 20 minutos en llegar a su casa, que estd a 1 km
de distancia. Esta alli media hora y en el camino de vuelta emplea el mismo tiempo que
en el de ida. Representa la funcidn tiempo-distancia y busca su expresién analitica.

Un negocio en el que invertimos 10000€, pierde un 4% mensual. Escribe la funciéon que
nos da el capital que tenemos seglin los mese transcurridos y represéntala. ¢Cudnto
tiempo tardard el capital inicial en reducirse a la mitad?

Un cultivo de bacterias comienza con 100 células. Media hora después hay 435. Si ese
cultivo sigue un crecimiento exponencial del tipo y = k.a' (t en minutos), calcula k, a y
representa también la funcién. ¢ Cuanto tardara en llegar a 5000 bacterias?

Una parabola corta al eje de abscisas en x =1 y en x =3. La ordenada del vértice es y = -4.
¢Cual es la ecuacién de esa parabola?

X-9

: - — X+3 _
Indica el dominio de definicidon de: y = In—2 yde y=,——
X_

Representa y expresa en intervalos las funciones:

. y=1-ly o y=lk-1-I

AUTOEVALUACION 1

Determina el dominio de definicién de las siguientes funciones:
2

a)y =vx? -2x by=———

X =X
Representa graficamente las siguientes funciones:

-x*+4 six<1
ay=|2x+ b)y =
)y =[x+ )y {4—x six=1
—-2X+
Representa Yy 21 . A partir de ella dibuja la grafica de y :LZS
X X—

Ponemos al fuego un cazo con agua a 10°C. En 5 minutos alcanza 100°C y se mantiene asi
durante media hora, hasta que el agua se evapora totalmente.
a. Representa la funcidén que describe este fendmeno e indica su expresion analitica.
b. Dicual es sudominio y su recorrido.
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El precio de venta de un articulo viene dado por la expresion p=12— 001X (donde x es
el nimero de articulos fabricados y p su precio en cientos de euros).

a. Sisefabricany se venden 500 articulos, écuales seran los ingresos obtenidos?

b. Representa la funcidon n2 de articulos-ingresos.

c. ¢Cuantos articulos se deben fabricar para que los ingresos sean maximos?

Depositamos en un banco 5000€ al 6% anual.
a. Escribe la funcién que nos dice cémo evoluciona el capital a lo largo del tiempo.
¢Qué tipo de funcién es?
b. ¢En cuanto tiempo se duplicard el capital?

Dadas f(x)=+/x+1vy g(Xx) Z%, indica:
x_

a. f[o(2) e. ()
b. ol f(L5) g9
C. fo g g. f 1, g_l
d gof h. glof™

AUTOEVALUACION 2

Se considera un cuadrado cuyo lado mide x cm. Con centro en cada vértice, y radio, la
mitad de la longitud del lado, se construyen sectores circulares. Encontrar la expresiéon del
area de la figura que se forma dentro del cuadrado en funcion de su lado.

Hallar el valor del drea en el caso de que el lado mida V2 cm.

2 2 _
Sol: {a) ax_ -~ x b) 4 ﬂcmz}
4 2

Dibujar la grafica de una funcidén con las siguientes caracteristicas;
e Sudominio es toda la recta real y su recorrido es el intervalo [-3,3].
e Essimétrica respecto del origen de coordenadas (es decir, es impar).
* Escreciente en (-1,1) y decreciente en (—eo, —1) U (1, +e°).

X
Se consideran las funciones: f(X) =—1 y g(X) =2x-1. Calcular:
X+

-1 ..
a. f7(X) ysudominio. a) F(x) =—_X1; Dom= 0 -{3}
X—

b. (f ° g)(x) y su dominio.
2x-1

M y su dominio. Sol: @( fo 9)( >§: X ; Dom=D—{o}

g(x) 9 f(x) _ X .
g(x)  2X+ x+1
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4. Dada la funcién representada, indicar:

a. Dominio y recorrido.
b. Simetria y monotonia.

c. Puntos de corte y asintotas .

AUTOEVALUACION 3

1. a)Se considera un circulo cuyo radio mide x cm y se inscribe un cuadrado en él. Encontrar la
expresion del area de la figura que forman los cuatro segmentos circulares.

b) Hallar el valor del drea en el caso de que el radio mida v/8 cm.

a) f (x) = (- 2)x?
b) f (v8) = 87— 2)en?
2. Dibujar la gréafica de una funcidn con las siguientes caracteristicas:
* Surecorrido es toda la recta real.
e Essimétrica respecto del eje de ordenadas.

¢ Tiene un maximo relativo en el punto (0,4).
¢ Tiene dos asintotas verticales.

x-1
3. Se consideran las funciones: f(X) ==y g(x) =/ . Calcular:
X

a. f (X) y su dominio. a) F(%) :1%; Dom=0-{1}
b. (g o f)(X) y su dominio. X 1
f(x Sol:{ B( g f)(>§: X=2; Do (~o0,0) [ (1,+e0)
ﬁ y su dominio. f(x) X
509 e’ 2o (0+)

4. Dada la funcidn representada, indicar:

a) Dominio y recorrido.

b) Simetria y monotonia. ]

c) Puntos de corte. 2

d) Asintotas. - e
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AUTOEVALUACION 4

1. Encontrar una funcion polindmica de tercer grado que pase por los puntos A(0,7), B(1,6),
C(-1,14) y D(2,17) . {Sol: f(x)=x>+3x* -5x+ 7}
. 5 2x? -3x+1 six<1

2. Representar graficamente la funcion f(X) = )
In x six>1

3. Elndmero de platos que un cocinero prepara viene dado en funcién de los dias x que lleva
25x+5

x+1
a. Representar graficamente la funcion, e indicar la parte gréfica que tiene sentido

realizando este trabajo mediante la expresion f(X) =

en el contexto del problema.

b. ¢Cuantos platos prepara al empezar a trabajar? ¢Y al cabo de un dia de trabajo?

c. ¢Al cabo de cuantos dias prepara 20 platos? ¢ Cual es el nUmero maximo de platos
gue puede preparar?

4. Representar la funcién y =C0< X en el intervalo [— 272,277]

A partir de la grafica anterior dibujar en el mismo intervalo las gréficas de las funciones:

a)y =4cosx+1 b)y = co{gj

AUTOEVALUACION 5

1. Hallar la funcidn polinémica de tercer grado a la que pertenecen los puntos A(0,8), B(1,8),
C(-1,6) y D(-2,-4). {Sol: f(X)=x-x° +8}
5-x six=0
2. Representar grificamente la funcion: f(X) =
5-x° six<0

3. El ndmero de células de un cultivo de laboratorio viene dado por la expresion:
f(x)=e*-a
Donde x indica el tiempo en dias.

a) Calcular el valor de a si el estudio del cultivo se inicia con cuatro células.
¢Cuantas células habra al dia siguiente?

b) Representar graficamente la funcidn, e indicar la parte gréfica que tiene sentido
en el contexto del problema.

¢) ¢éCudntos dias han de pasar para que haya 400 células en el cultivo? ¢Y para que
se duplique esta cantidad?

4. Representar la funcién y =sen: en el intervalo [— 272,277]

A partir de la grafica anterior dibujar en el mismo intervalo las graficas de las funciones:

a)y =3senx-2 b)y = senix
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5.6 LIMITES DE FUNCIONES

* |dea intuitiva de limite.
El limite de una funcién en un punto nos informa sobre el comportamiento de la funcién
cuando nos aproximamos a ese punto.

Sea la funcion f(x)= x>+ 2
a) Cuando x se aproxima a 2 por la izquierda, éa qué nimero se aproxima f(x)?

Xo2 |15 |19 | 199 | 1999 |.......
f(x) - ? |425 561 |5'9601 15996001 | -2%42

b) Cuando x se aproxima a 2 por la derecha, éa qué niumero se aproxima f(x)?

x> 2" 2’5 |21 | 201 | 27001 |.......
f(x) - ? 18725 | 641 | 6'0401 16004001 | - 2%2

c) Cuando x se aproxima a 2, ¢a qué numero se aproxima f(x)?

X—2 2’5 1’5 2’1 1’99 ...
f(x) - ? é?
. . X
4. Ejercicio: Haz lo mismo para f(X) = W en el punto x=1.
x —

e Limite de una funcién en un punto.

El concepto de limite de una funcidn en un punto de abscisa x=a informa sobre el
comportamiento de la funcién en un entorno (a-9,a+9d) de a.

Si cuando nos aproximamos a “a” las imagenes de la funcidn se aproximan a un punto “1”, se
dice entonces que “I” es el limite de la funcidn en el punto a.

Simbdlicamente:

lim f(x) =1

limf(x)=1 <[Oe>0, (B>0/si [k-alk d = [K(x)-Ike ]
X-d

Andlogamente, si en vez de considerar entornos tomamos entornos laterales, entornos a la
derecha (a, a+d) o a la izquierda (a-9,a), tenemos el limite de f cuando x tiende a “a” por la
derecha o el limite de f cuando x tiende a “a” por la izquierda.

Simbdlicamente:

lim f(x) o lim f(x)

x-a* x-a~

lim f(x) =1 <[ De>0, ®>0/si x-alk O, x<a = [f(x)-ICke ]
X-a

lim f(x) =1 ~[De>0, ®>0/si (k-alk J, x>a = [f(x)-ICke ]

Necesariamente, segun la definicidn, para que exista el limite de una funcién en un punto deben
existir los limites laterales y ademas ser iguales.
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Ejemplo:

2
X—si X <2
fix)=1 2

-X+ 5six>2

Como puede observarse, cuando los valores de x se aproximan a 2 por la izquierda, los valores
correspondientes de f(x) se aproximan a 2 mientras que si los valores de x se aproximan a 2
por la derecha, los de la funcidn se acercan a 3.

lim f(x)=3 lim f(x) =2 Por lo tanto el limite de la funcién en x= 2 no existe.
x-2* X-2"

Ademas, también podemos definir los limites de una funcidn cuando x tiende al +o o cuando
tiende al -oo.

e Limites infinitos vy limites en el infinito

“u_n

EF: Decimos que lim f(X) =+c o lim f(X) = —co si cuando nos aproximamos a “a”, las
X—a X-a

imagenes se hacen tan grandes o tan pequefias como queramos.

Decimos que lim f (X) = +co (lim f (X) = —c0) si dado K>0 (K<0), encontramos & >0 tal que si
X—a X—a

a-0< x < a+0, entonces f(x) >K (f(x)<K)

Andlogamente se definen los limites laterales infinitos.

EF: Decimos que lim f(X) =] cuando al hacer x tan grande como queramos las imagenes se

X - too

aproximan a l.

Andlogamente también lim f(x) =l cuando al hacer x tan pequefia como queramos las

X —» —00

imagenes se aproximan a .

Decimos que lim f(X) =I siy sélo si dado €>0, arbitrariamente pequefio, podemos encontrar

X — +oo

un h, tan grande como sea necesario, tal que si x >h entonces [f(x)-I[KkEe.

5. Ejercicio: Calcula los siguientes limites:
, , , 2 ,  X—4
a)limx?-5= b)limx?*-4=c¢)im——= d)lim =
X3 X2 x-1x =1 X-=2 X+ 2

6. Ejercicio: Calcula los siguientes limites;

a) limxX-3x+2 Db IlimxX-3%x O lim2x+2%x3 9 lim 3% ¢

X — +oo X— —00 X— —00 X — +0o

& lim & n lim & y ling >’ n |inE1j

X — +00 X =00 X +00 X4\ 4

i) lim g2+ 138

X — +oo




e Operaciones con limites

Sean las funciones reales de variable real fy g y sea all[J tales que:
lim f(x) =a y limg(x) =4
X—a X-a
Entonces:

lim(f £ g) = lim f(x) £ lim g(x)

lim(f-g) = lim f(x) - lim g(x)

limf
Se B#0, Ilm( J( )_lelrrwgg((t()) %

Se a=0, Li[r;\/ﬁ:\/w:\/a
im(fx) 2% = (im f)f " = af

lim(gef) (x) = lim g(f(x)) = gllim f(x)) = g(a)

7. Ejercicio: Calcula los siguientes limites:

a)lim4x?-2=b)lim [ c)h’m(4x2—2— ] j=
X -2 X-2X+2 X -2 X+ 2

d) lerqn2 L. e) Ilm(

) lim =
X+2 x-2 X +2

| j““: I
X+2

e Operaciones con expresiones infinitas

En las operaciones con limites tanto d como [B pueden ser infinito. Asi, podemos usar estas
propiedades teniendo en cuenta las siguientes expresiones:

Sumas Productos

(+o0)+ a =+00 (+00) - (+00) =
(+00)+ (+00) = +00 (— oo) [0 = —o00
(—o0) +a =—00 (— oo)[(— oo): (0]
(—00) + (—00)= —c0

~(=o0) = () [Q— oo) = —o00

(+o0) - @ =+00
Sea>0
(-o) - @ =00

(+00) -a=—
Sea<0 {
(—o0) - a =400
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Cocientes 0

2 -0 T oo
+ o0 00 {a >0 o
g = *00 (hay que hallar los limites laterales) ala<0 -®
0 - {a >0 -—oo
+ 00 —
=+ a |la<0 o

0
Potencias a =+00
(+00)™ = 400 Sea>1
(+0)™ =0 a”=0
Sea >0, (+0)? = +o0
Sea<0, (+o)=0 a™=0
Seaz0,a’=1 Se O<a<1

a " =+o0

* Resolucion de indeterminaciones.

Hay algunas operaciones que no se pueden realizar con expresiones infinitas. Estas son:
0

00 —00; 0-00; —;

L) 0 0
. - 0% o
7 ’ ’ ’ .
0 (0e]

Estas expresiones se llaman indeterminaciones.

(o]
® |[ndeterminacién de tipo —: Este tipo de indeterminaciones se resuelven considerando los
(o]

términos de mayor grado de cada una de las funciones implicadas.

EJEMPLOS:
-2x° +2x+ . .
a) lim 2x1—23x1 =2 Resolvemogdividiend porla mayorpotencia)
X > +oo - X 00
=23+ 2x+1 . =233 I+ 2xI X+ %3
lim 3 = lim s =2
X 00 1-x X+ 1/x°=x°/x
N2XZ +2x -1+
b) lim X H2XTIH2X @ Resolvemos
X oo 1-x 00

o A2XP +2X-1+2X _

212 2 _ 2
lim — Iim V2x2 [ X% +2x/ X% =1/ x +2x/x:_(\/§+2)
X — +00 1— X X +oo 1/X_ X/X

® |[ndeterminacién de tipo o - o: Estas indeterminaciones aparecen al calcular limites de
diferencias de funciones racionales o irracionales. En el primer caso se resuelven operando
convenientemente, y en el segundo caso multiplicamos numerador y denominador por la
expresion radical conjugada.

140



EJEMPLOS:

a)

, 1 4

im| ————; =00 — 00
x-2(Xx—-2 X" -4

Resolvemos:

. ( 1 4 ]_, ((x+m—4 J_, x-2
im | ——- =lm| —=——[=lm ——————— =
x-2\x=2 x*=4) x=2{(x=2):(x+2)) x-2(x=2)(x+2)

b) lim (\/ x> +5-(x+ 2))= 00 — 00 . Resolvemos:

. N o (\/x2+57(x+2)X\/x2+5‘+(x+2))
bl 8-t )

. —4x+
lim ax+1 =-2

X2 IXx?* +5+X+2

0
® |[ndeterminacién del tipo 6: Aparecen al calcular limites de cocientes de funciones

polindmicas o de funciones racionales. En el primer caso se resuelven factorizando el
numerador y el denominador por la regla de Ruffini, y en el segundo caso se resuelve
multiplicando numerador y denominador por la expresion radical conjugada de la funcién que
lleve raiz.

EJEMPLOS:
. 2x*-8
a) lim —————=— . Resolvemos:
x-2x°+x=-2 0
o2¢-8 _ . 2(x+2)(x-2) _8
lim — =lim =—
-2+ x-2 x2 (x+2)(x-1) 3
2_
b)Iim¥ 29 . Resolvemos:
0 x+4-2 0

olo

Resolvemos factorizando:
(x2 - x)(\/ X+4+ 2)
lim

X-0 X _an )( x-0
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® |ndeterminacidon de tipo 0-c0: Este tipo de indeterminaciones se resuelven haciendo el
producto.

EJEMPLO:
. 3
lim ——(2x-3) =0« Resolvemos
X = X4 __2
. 3 . BXx-9 o
lim ——— (2x-3) = lim —— =— Resolvemos
X — —00 X4_2 X — = X4_2 [o¢]
. 6x-9 _ . 6x/Ix*-9/x* _0
lim —— = lim =—=0
X - —00 X4_2 X - —00 IX4/X4_2/X4 1
® Indeterminacidn de tipo 1"
Se define el nimero e como
f(x)
lim ]+L
el )
siendo f(x) una funcién real de variable real tal que lim f(x) = +co .
X — +oo

Veamos como resolvemos este tipo de indeterminaciones mediante un ejemplo:
2 3x-1
[ X+ x -1 oo
“nﬁ '__75_____ :‘
xoto XS+ 2

Resolvemos:

Sumamos y restamos 1 a la base de la potencia:

9 _ 3x-1 9 o2 o\ B 3x—1
Il'm[l+—x X ]—l] :Iim[1+x tX-1oX 2} =||’m(]+—X 3)

X 400 X2 +2 X - 400 X2 +2 xo+o| X2 472

3x-1

Ve

l[im| 1+ 5
Xotol o XT+2

Xx—-3

2

, tenemos que conseguir que aparezca en el exponente y para eso

Si llamamos f(x)=

hacemos:
x?+2 x-3
X-3 x2+42

3x-1 (3x-1)

, 1 .
lim| 1+ — = lim| 1+ —
xorol X742 xotol X+ 2
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Utilizando que en la potencia de una potencia se multiplican los exponentes y la propiedad e) de

las operaciones con limites, tenemos que:
i 3x2-10x+3
X242 x4 y249

x=3

lim| 1+—
X — +00 X +2

X—-3

También se puede aplicar la siguiente férmula para resolver este tipo de limites. Nosotros sdlo la
usaremos para comprobar resultados:

h(x) . f(x)
) f X XIlirl}h(x)[é——l]
iml 19 g 9
x==\ g(X)

® Hay determinadas funciones en las que las operaciones son demasiado complejas y podemos
resolver la indeterminacidn estudiando el orden de los infinitos.

Si lim f(X)=+0 y lim g(x) =+, se dice que f(x) es un infinito de orden superior a
X - +o0

X - +o0
g(x) si:

. f(X . X
|Im£=im,oloqueesigual, |Im£:

== g3 = £ ()

Sélo con fijarnos en las graficas podemos concluir que:

a) Dadas dos potencias de x, la de mayor exponente es un infinito de orden superior.
. X6 i 3 X52
lim — =400 lim
X— 4w DX X400 DY

b) Dadas dos funciones exponenciales de bases mayores que 1, la de mayor base es un

infinito de orden superior

= +o0

X
lim —>
x-+0 24315
c) Cualquier funcion exponencial de base mayor que 1 es un infinito de orden superior a
cualquier potencia.

X

[im a7 = 400

x40 243X

d) Tanto las funciones exponenciales de base mayor que 1 como las potencias de x son
infinitos de orden superior a cualquier funcion logaritmica.

. logg x
lim 295X =
X — +oo X
Ejemplos:
] 3x° +2x°
a) IIm(\/sz—SX—? =+0c0, porque el minuendo es de grado 3/2 vy el
X — +o00 X

sustraendo es de grado 1.
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b) lim ((X2 —SX)5 —1'5X)= —co , porque una funcidén exponencial con base mayor que 1

X — +00

es un infinito de orden superior a una potencia.

5.7 CONTINUIDAD

Intuitivamente, una funcidn se dice que es continua en su dominio cuando su grafica se puede
dibujar sin levantar el lapiz del papel.

EF: Una funcién f se dice continua en un punto a cuando el limite de la funcidn en el punto
coincide con la imagen de la funciéon en el punto a. Es decir:

fcontinuaenx =a = limf(x)=Ilimf(x)=Ilimf () =f@)

x-at

Esto implica las siguientes condiciones:

19 Existe f(a).
29 Existe limf(x)
X-a

32 El limite coincide con el valor de la funcién en a.

*TIPOS DE DISCONTINUIDADES:

Evitables(Existe ellimitedelafunciénenx, peronocoincide conf(x,) onoexiste f(x,)

De salto finito(Existenloslimites
lateralesdelafunciénenx,perono

. . | coinciden)
De primera especig

Discontinuidades i ) o o
No evitablegCuando no existe el limite) De salto infinito (Alguno deloslimites,

olosdos, vale + «)

De segunda espeei(Algunodeloslimiteslaterales,

olosdos,noexiste)
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b
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Evitable Evitable

ﬁXu] v,'-{x_.;}. —

v

-
|

4

De salto finito De zalto infinito De segunda especie

DEF: Se dice que una funcion es continua cuando es continua en todos los puntos de su
dominio.

EF: Continuidad en un intervalo: una funcidn f se dice que es continua en un intervalo (a,b) si
es continua en todo los puntos de ese intervalo.

En el caso de que el intervalo sea cerrado [a,b], la continuidad de la funcién en el exigird
también la continuidad por la derecha en “a” y por la izquierda en “b”, es decir:

limf(x) =f@)

X-a

limf(x) =f (b)

X-b”

e Continuidad de las funciones mas usuales.

a) Sean fy g funciones continuas en x=a. Se cumple que:
1) f+gescontinua en x=a.
2) f-gescontinuaen x=a.

3) |f]es continua en x=a.

f
4) Sig(a)%0, entonces — es continua en x=a.

g

b) Las funciones polindmicas son continuas en todos los puntos.
c) Las funciones racionales son continuas en todo su dominio.

d) La funcién exponencial e ¥ es continua en todos los puntos donde es continua la
funcion f.
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e) La funcidn logaritmica y = log (f(x)) es continua en todo x donde f(x)>0 y f sea
continua.

f) Las funciones definidas a trozos seran continuas si lo son en sus intervalos respectivos
y en los puntos de union.

8.Ejercicio: Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

2X +1 !

A= s 5 s b) glx) = e~ c)h(x) =log(x +1)
x*+1 si x<0 ot ayn
d)f (x) =4-x+1 Si 0< x<2 e)h(x) = 22X X

, . x?=x=-2
X°—4x+2 si x>2
5.8  ASINTOTAS

Llamamos asintotas de una funcidon a las rectas a las cuales se aproxima la funcién
infinitamente. Estas pueden ser horizontales, verticales u oblicuas.

¢ Asintotas horizontales.

Se dice que y=L es una asintota horizontal de la funcién y=f(x) cuando: lim f(x) =L

X — *oo
W
asintata L L asintoa
; f
X
\\'u A il
im fx)=L im  fix) =L
F—3—0 ' X =00

Para conocer la posicion de la funcidén con respecto a la asintota, le damos valores grandes a x
para comprobar si su imagen esta por encima o por debajo de L, pudiendo saber asi como se
aproxima la curva a la asintota.

¢ Asintotas verticales.

Se dice que la recta x= a es una asintota vertical de la funcion y=f(x) cuando:

lim f(x) =0 o/y lim f(x) =00

X—a
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Para conocer la posicion de la curva con respecto a la asintota hay que estudiar los limites
laterales en x=a

* Asintotas oblicuas.
La recta y=mx+n es una asintota oblicua de la funciéon y=f(x) si y sdlo si:

Existe lim ) =m (siendandistinto de 0 ydec).

X — Foo X

En este caso: n = lim (f(x) —mx)
X — *eo

La grdafica de la funcién puede cortar a las asintotas horizontales u oblicuas, pero nunca a las
verticales.

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Sobre la grafica de la funcion f(x) completa los siguientes limites:

" im_ £ (x) = im_ £ (x) =
8 I|m3 f(x) = )

Iiﬂrrgf f(x) = im_f(x) =
i nm0 f(x) = o)
‘ |i}; f(x) = im 1(x) =
2 im 0 = )=

12 11 10 -9 -8 -7 -6 —5—4'—3—2 -1]0 1.2 .3 4 5.6 .7 8,9 10 11 12 -
lim f(x)=

X > =00

Fisnt
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2. Sobre la grafica de la funcidn completa:
lim f(x)=
X-0"

lim f(x) =
x-0"

"""""""""" J lim f(x) = f(0)=

lim f(x)=

Tirr; f(x) =
lim 1 (x) = f(2)=
. lim £ (x) =

lim f(x)=

X =00

3. Sobre la grafica de la funcidn completa:

Iirrgi f(x)=

o - v w r o o N ©

lim f(x) =
x-0*

’ -9-8-7-6-5-4-3-2-]012’/3456789101112
lim f(x) =
Xx-0 f(o):

Sk I
X

Iirrzy f(x) =
Iirr21+ f(x) =

lim f(x)=

X — +00

lim f(x)=

X — —00

4. Sobre la grafica de la funcién completa:

lim_f (x) =

lim f(x) =
x-0*

|)![T10 f(x) = o)

XIiarr;f(x)= (745431187 5 3 fN1138 |5 7 9 1 13 15 1
li@ f(x) =

IXirAn3 f(x) = f(3)=

m_ 1092

LECE

148



5. En los dibujos se muestran las graficas de las funciones f () :(12)2 y f,(X) :X_le
X+

6 5 4 312 Le—T2

-5 4—3:—2 -0 12
'

Identifica cual es cada una de ellas e indica cual es su limite cuando x —» —2

6. Dibuja una funcién que verifique las siguientes caracteristicas:
a. lim f(x)=2, lim f(x)=+o0, lim f(x)=0
x- 0" X - —00 X — +00

b. £(0)=0, lim f(x)=1 lim f(x)=—e,lim f(x) = +oo

o

lim £ = =, im £(x) = +e0, M (%) =+, M £(x) =0, f (2) =1

d f(2)=3 Iirrzl_ f(x) =2, IirT21+ f(x)=4

7. Haz la grafica aproximada de una funcién que cumpla las siguientes condiciones:

a) b) c)
lim f(x)=0 lim g(x) =—co XIir[1 h(x) =1
lim f(X)=+o0 Iirrzlf g(x) =3 Iingf h(x) = —o
X—=2" X - X -
lim f(x) = +oo lim g(x) =-2 Jim h(x) =1
lim f(X)=-o0 lim g(x)=0 lil’g+ h(X) = +o0
X—>—2+ X — +00
8. Calcula los siguientes limites:
. 3 _ —
a. Iim(S—Zj: e llml(x X)
x-0 2 .
f. lim2*=
. (1—xj 1
b. liml—— = 2
-3\ X=2 g limlog, x=
c. lim 10+ x-x*= b lim et =
X=2 ) X— =2
d. Iirrl)cosx=
x*+1 six<0
9. Dadalafuncién f(x)=<{x+1 si0O<x<5, calcula:
x*-1 six>5
a. Ilim f(x)= c. lim f(x)= e. lim f(x)=
X-0" x-0 X-5
b lim 1(x) = d. ()= f. (5=
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10.Calcula los siguientes limites:

L AX . 3a’-2a’
a. lim— = c. lIm———=
x-0 X° —2X a0 g2
_2XP+3X _ 2 -Tb
lim———= d. lim =
x-0 X b-0 4bh
11.Resuelve los siguientes limites
x? -1 o x'-1
a. lim = f. lim=—=
x-1 x=1 x-1 X =1
X+l X% +1
b. lim— = g. lim =
x--1X* + X x--1 Xx+1
. X+2 .o x—1
c. lim— h. lim—==
x--2X°—4 x-1x+1
X —x—2 X+l
d |I 2 - | ||m =
x-2  X°—=4 x-4 X+1
X+3
e. |m2—:
x-3X"+4x+3
12.Calcula:
. 1 . 3
a. lim——= c. lm——-=
x-1x—=1 x-3x—-3
. X+1 . 2x+1
b. lim——= d. lim =
x-1 %2 +1 x--1 x+1
X2
13.Calcula el limite de la funcion f(X) =— enx=3,x=0,yx=-1.
X" +X
14.Calcula en las siguientes funciones los limites cuando x — 0, cuando x = o=y cuando
X — —oo,
1 7
a. f(X): C. f X)=——
x> —10 9 N
100 2
b. ()= d f(X)=———
3X 10x* - %3
15.Calcula los siguientes limites en el infinito:
' +x+x3) = . 3—-X
a. IX|T0(7 X+ X%) g lim . -
X — 00
. X2 _1OX_32 2
b. lm——M——= . X5 =2X
X 00 5 h. ||m =
X — 00 -
x* X
c. lim|-——+=-17|= . lim 3 —
X - 00 3 2 I. e (X_1)2 =
d. L'[Q(7‘X) = j. XIlﬂrr_1°<)(7+x+x3)=
e. lim(x*-10x)= X2 -10x-32
X-e k. lim————=

flimyx2—4= o

X — 00
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16.Calcula los siguientes limites de funciones racionales:

d.

|\>I><

. x*

lim| ——
Xﬂ_m( 3
lim (7 -x)* =

lim (x3 —10x):

X — —00

lim Vx* -4 =

X — —00

X2 —4x

17.Resuelve los siguientes limites:

a.

o

. =2X?
lim
Xote =X

lim ——=
Xa+oox _1

lim 5=
X - +00 (2_X)

. 2x-1
lim =

X - +00 X+2

. xX*+5
lim =
oo ]—=X

X — +oo X

&)
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lim — =

X — —00

x> =2X _

X =00 —_

lim =
x-mo (X =1)?

lim ———=

lim (10x—x3):

X — too

o =2X?
lim =
x--© 3=X

lim ——=
Xome X° =1

. 1
lim ———
X- (2 - x)

. 2x-1
lim =
X X+ 2

. X*+5
lim =
x--o 1—X




- (2x+1)
X3+l
z. lim =
X="©  SX
. 1
aa. lim — =
X— =00 ¥

a. lIm———=

i

Jx Ll

X* VX+1-4/x-1
d. IimO\/x2+x—x=

19.Calcula los siguientes limites:

| - -
x-2\  x*=2x
9) I|m (\/4x 1—2\/x+2)

3_ -

h)I|'mX ?x +3x -1

x-1 X" +x-2
de XX x4 x -2
i) lim 3

x-2 X7 -3x+2
) Iirp (x+1)(x=2) -
) lim 2X*2

X—=0 D —

. xX*+2x-3
) lim ————

x-—e 34X
m) lim (\/x2+2x—\/x2—4)

X - =00

2

. X
. lim =

x-—oxX—=1

. 1-12%3
lim

x- 33X
. lim (10x— x3) =

X — —00

lim vVx?+x-x=

X — +oo

lim Vx2+1-+/x*-1=

X — +oo

le)‘/()(’L 2).(x-3) —x=

iim Vx[/x+a -+/x)=

X — +o00

1-3x
m(1+3)

r I|m (e —x)

+]

+log x

Iogx
3x

Vx® +2

v) lim QQX—]‘+X)
w) lim QQX -1 +x)

32"
m
oo 26 4]

—JX+1

2X



20.Determinar a para que se verifique: lim ( x?+ax+1- X)= 2

X — +00

. X
21.Justificar si existe el siguiente limite: |IrT(1)u =
x-0 X

Representar la funcidn y justificar graficamente el resultado analitico anterior.
22.Calcula los siguientes limites:

o [X+3 X+l
a. lim,——= c. limX2——=
X— 00 X—2 X — —00 X
/ . 3x-1
b. i X 1: d. lim—-=
: Im X — +00 2
Xoo X TTPAXS 4

23.0bserva las siguientes graficas:
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Sefiala cual de las graficas corresponde a una funcién continua; en las que no lo sean describe
sus discontinuidades.

24.Indica para que valores de R son continuas las siguientes funciones:

a. y=x’+x-6 4 v=L

oy L S X
x>+ 2 e. y=+/5-2x

c. y=In(-3x) X

Y= (=2

25.Representa graficamente las siguientes funciones y di si son continuas en x=1 (en caso de
gue no lo sean indica el tipo de discontinuidad que poseen).

a)f (x) = 1-x* six<1 b) f (x) = x+2 six<l
x-1 six>1 3 six>1

c)f(x)={x2 sixzl

-1 six=1

Determina en cada una de ellas el limite cuando x — ooy cuando x — —eo.
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26.Calcula en cada caso el valor de k para que la funcidn f(x) sea continua en todo R.
2

X>+X .
sixz0
2 _ iy <
2 f(x=)% 4 Sixss3 ¢ f(0={ X
x+k six>3
« k six=0
b f(x)= 6—5 Six<2
X2 +kx six=2 k-x six<l
d. 1(x)= six=>1
X

27.Estudia la continuidad de las funciones:

-Xx-1 si-1=x

— y?2 1 <
a)f(=i % Sx=0 b)f(x)=d1-x* si-1<x<1
2" six>0 .
x-1 six=1
28.Hallar y clasificar los puntos de discontinuidad de la funcidn:
2*  si x<3 oy = Ln (x3 - 4x° +5x—2)2
ap¥={ 5 _ Y X+5
> Sl x>3 ) ,
9-X ) f(x)—{x -x+1 si x<O0
X - — I >
b) g(x)zm x~1 si x=0

29.Estudia la continuidad de esta funcion:

1
X+3
f(x)=1-x*+14 si 0<x<3

Vx?+16 si x>3

si x<0

30.¢Qué valor debe tomar a para que las funciones sean continuas?

3 )
— Sl X<-2 -
x+1 . tX— Si xg-2
a) f(x)=qa si x=-2 c) f(X)= 2X
-2Xx-7 six>-2 log(ax+7) six>-2
x-1 v < —
b) f(x) = 2 5|_x_ 2
ax—2 Six>-2
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31.Hallar los parametros para que sean continuas las siguientes funciones:

xX+x2+x+a

x> +2x-1 x<0 9 glx) = x =1
a) f(x)=<{ax+h, 0<x<1 )

2 x=>1 d) p(x):(])g);—__]])

senx X<TT Lx si 0<x<l1
b = =
ale {2X+b X >T &9 {ax2+b si 1<x

32.Estudia la continuidad de la siguiente funcion:

x+2 si x<-1
f(x) =<x? si —1<x<1
2x-1 si x>1

33. ¢Es continua la funcién Y = % en el intervalo [0,1]? é{Estd acotada en dicho intervalo?

¢Tiene maximo? ¢Tiene minimo?

34.Calcula el valor de a para que las siguientes funciones sean continuas en x=1:

x+1 six<l X2 -1

_]——= six#1
4-ax’ six>1 b. f(X) =1 x-1
a six=1

a. f(x)={

35.Calcula a y b para que la funcién sea continua en toda la recta real:
-1 sixs-1
f(x)=qax+b si-1<x<1
2x+1 sixz1

36.En una empresa se hacen montajes en cadena. El nimero de montajes realizado por un
trabajador sin experiencia depende de los dias de entrenamiento segun la funcién
f(t)= 3o (t en dias). Contesta:
t+4

a. ¢Cudntos montajes realiza el primer dia? ¢Y el décimo?

b. Representa la funcidn sabiendo que el periodo de entrenamiento es de un mes.

c. é¢Qué ocurriria con el nimero de montajes si el entrenamiento fuera mucho mas

largo?

37.Determina las asintotas de las siguientes funciones y sitla la curva respecto a cada una de
ellas:

2 y= 2X c y_2x+3
x-3 ' 1-x
2 X2
b. y=—n =
y 1—x d. Yy i
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y_4x2—3 , X +x-2

2X by X—3
f y= 3 k —_—1
' x> +1 Y (x+2)?
g. — 2X22_1 I _ 3X2
X X+1
" :3+X—X2 23 -3
X m. _—x2—2
. x* —-2x*+3
oy= oy 2x+3
x-1 R A

38.Calcula los limites de las siguientes funciones en los puntos en los que se anula el
denominador:

3x

2
X° —2X
a. f(x)= =
(%) x4 . (X 4
x-1 3 2
b. f(x)= _t-2
9 X% — 2 d. f(t)= 2
39.Determina las asintotas de las siguientes funciones y sitla la curva respecto a cada una de
ellas:
3-x) NG
a. y = (—) d. y = 2—
2x+1 X“+x+1
y= 5x -2 'S
2x—=7 & Y= X2 =4
X+2 2
¢ Yy=— -1 ¢ _ 3X
X X+ 2

40.Determina las ramas infinitas de estas funciones. Cuando tengan asintotas, situa la curva:

) ox*-1 4 y= x* -1
' 2 YT
(x+3)° 2x?
b = 7 . =
Y (x +1)? & YTX+3
X3
c. = f. =
Y 9-x? y 2x-5

X" -4
41.Prueba que la funcién f(X) = > sélo tiene una asintota horizontal y otra vertical.
X X

42.Calcula los siguientes limites:

. X°-x-6 .o xt-1
2 lim> 22 ¢ lim
x-3 ¥2—13x x-0 x—1
. X2 =3x+2 X3 +x
b, lim— "< d. lim————
x-1 X —=2x+1 x-3 X° +2x+1
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. X2 -2x . 2x*-8
x=3 X + X x-3 X" —4x+4

43.Determina las asintotas de estas funciones:

X i y= x*+1
a - . =
YT =

1
b. y=x"+= L y=xi—2
X &Y X—5
c y_—2X2+5 f -x+1+5
' X2 —4x+5 - Y X

44.Representa las siguientes funciones y explica si son discontinuas en alguno de sus puntos:

2x-1 six<3 1 six<3 X*-2 six<2
. f(x)= , b. f(x)= , . f(x) =
= T {S—X six=3 ) {x2+1 six>3 & 1% { 1 six>2

Calcula los limites de las funciones anteriores en x=-2 y en x=2.
Determina también, en cada una de ellas, el limite cuando x — eoy cuando x — —eoo.

45.Calcula los limites cuando x = oy cuando x — —e° de las siguientes funciones:

2 f(x) =2 e, f(x) =2

b. f(x)= 075" £ f(x)=15%-1

¢ f(x)=1+e* g f(x)=2+¢

6 f(0=— h. f(x)=e”
€

46.Representa una funcion que verifique estas condiciones:
Iim f(x)=2, lim f(x)=0, lim f(x) =+ y lim f(x)=-o
X — +00 x-1" x-1

X — —00
La funcién que representante, éies discontinua en algun punto? En caso afirmativo,
indica en cual e indica que tipo de discontinuidad posee.

47.éSe puede calcular el limite de una funcién en un punto en el que no esta definida? ¢Puede
la funcién ser continua en dicho punto?

48.iPuede una funcidn tener mas de dos asintotas verticales? ¢Y mas de dos asintotas
horizontales? Pon ejemplos si es posible.
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AUTOEVALUACION 6

2Xx-5 six<3

) . en los puntos de abscisa 0, 3y 5.
X“=X—-7 six>3

1. Calcula el limite de f (X) Z{

Di si la funcién es continua en dichos puntos.

2. Determina los siguientes limites:

) . 1 . 1
a)lim2<*= b) lim = o) lim-———— =
)x_.O X-5 lx+4 X d (X_4)2

3. Sobre la gréfica de las funciones determina los limites que se indican:

7] ; 5

6] f )

5 | 4]

4 i 3 !

3] | i

2] 1 2]

d ; 1]
----- T3y T 0
54 -3 2N\ |0 1 213 , 4

D i 6.5 4 3 2 -0

2] . i

-4 | 1

5] i -3

N : 4

.74 i 7

8 i -5
im f)= ;5 lim f(x)= ; lim f()= ; lim f(x)=
X-3 X2 X - +00 X - —00

Estudia ademas la continuidad de las funciones indicando los puntos y tipos de discontinuidad
X2
4. Indica las asintotas de la funcidn f(X):z—2 y estudia la posicién de la curva
X

respecto a ellas.

5. Justifica que valor debe tomar a para que la funcién sea continua en R:

ax—2 six<l
f(x)= .
4x—-2a six>1

X2 —3x?

6. Determina el limite de f(X) =—; cuando X » 3; X 5 2; X - +00; X — —00
X —

y representa la informacidn que obtengas.

7. Representa una funcion que verifique las siguientes condiciones:

Iirpz_ f(X) = - lim f(x)=0
Iirpf f(X) = +oo lim f(x)=2
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2x°
8. Estudia las ramas infinitas de f(X) = 244 y sitla la curva respecto a su asintota.
X- +

AUTOEVALUACION 7

1. Calcular los siguientes limites:
. 2X
a. lim = Sol:2/2
X-0 {2+ X —-4/2-X { !
b. lim (\/x2+x—x/x2—x)= {sol:3}
X — +oo
B 2x?-3x+m sixs<l _
2. Dada la funcién f(X) = . determinar el valor de m para que la
Inx  six>1
funcién sea continua en toda la recta real. {sol:m=1
y 3x* —3x
3. Sealafuncion f(X)=———
1-x
a. Encontrar los puntos de discontinuidad de f. {sol:x=1,x=-1
b. Determinar razonadamente si alguna de las discontinuidades es evitable.
{sol: x=1
c. Estudiar si f tiene alguna asintota vertical. {sol: x=-1
x> +3x+1 .
——F six=2-1
X
4. Seconsidera la funcién f(X) =
2X .
— six<-1
x-1
a. Estudiar el dominio y la continuidad de f. {sol: 0 -{o}}
b. Hallar las asintotas de la grafica de f. {sol:x=0y=2y=x+3

5. Dibujar la gréafica de una funcién real que cumpla lo siguiente:
i. Sea continua en todos los puntos.
ii. Sea lineal si x<3.
iii. Sea cuadratica en el intervalo [-3,3].
iv. Tienda a cero cuando X — o
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AUTOEVALUACION 8

1. Calcula los siguientes limites:

a. lim

X-0

VA+X—4-Xx _
4x

o)

b lim [V +x—x)= {SOnl}

X - +oo

-X—2 six<-1

2. Dadalafuncién f(X)={a—-2x> si—-1<x<1 determinarlos valoresdeay b para

b .
— six>1
X
que f(x) sea continua en toda la recta real. {sol:a=1b=-1}
. g X=X
3. Se considera la funcién f(X) = 5
1-x
a. Encontrar los puntos de discontinuidad de f. {SOI: X=1x= —1}

b. Determinar razonadamente si alguna de las discontinuidades es evitable.

{sol: x=1}

c. Estudiar si f tiene alguna asintota vertical. {SOI: X= —]}

-x+1
2x2 +2x-12
a. Especificar su dominio. {SOI: O —{2,—3}}

4. Sealafunciéon f(X)= ; se pide:

b. Estudiar su continuidad.

c. Calcular las asintotas si las hubiera. {Sol: X=2,X=-3y= —X/2+ZI}

o

Dibuja la gréfica de una funcién f que verifique:

i lim f(x)=0 v lim f(x) =1 vii.

I)Eran3 f(x)=1(@)=0
i. lim f(x) =+ v. f@=1 ~lim f(x)=0
X~-2 viii.  x-*e

fi. - lim f(x) = -2 vie lim £(x) = ~e
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