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4.1 VECTORES

Hay magnitudes que no quedan bien definidas mediante un ndmero; necesitamos conocer
ademas su direccién y su sentido. A estas magnitudes se les lama magnitudes vectoriales, y las
representamos mediante vectores.

Un vector AB es un segmento orientado que tiene su origen en el
punto Ay su extremo en el punto B

B

Para determinar un vector tenemos que conocer su mddulo,
direccién y sentido.

A

Médulo del vector AB es la longitud del segmento AB . El médulo del vector AB se

representa por D,&B O

Direccién del vector AB es la direccidn de la recta que pasa por Ay B.

Sentido del vector AB es el recorrido de la recta cuando nos trasladamos de A a B. (Observa
que en cada direccion hay dos sentidos, el que va de A hacia By el que va de B hacia A).

EQUIPOLENCIA DE VECTORES

Dados dos vectores diremos que son equipolentes si tienen la misma longitud, direccion y
sentido.

C D

Vectores equipolentes

Todos los vectores equipolentes entre si representan el mismo vector, que llamaremos vector
libre.

COMBINACION LINEAL DE VECTORES

Dados dos vectores U y V, llamamos combinacién lineal de U y Val vector AU+ v,

donde A y /4 son nimeros reales.

VECTORES LINEALMENTE INDEPENDIENTES

Un conjunto de vectores son linealmente dependientes si alguno de ellos se puede poner
como combinacion lineal de los demds. En caso contrario, decimos que son linealmente
independientes.

84




BASE

Dos vectores U y V forman una base en el plano si son linealmente independientes y

cualquier vector se puede poner como combinacidn lineal de ellos. Se denota B ={u, V}

En el plano, dos vectores con distinta direcciéon forman una base.

COORDENADAS DE UN VECTOR

Un vector W se puede poner siempre como combinacidn lineal de los vectores de la base

B :{u,v} — au+bv =W . Los numeros (a,b) son las coordenadas del vector W respecto

de la base B.

SISTEMA DE REFERENCIA

Un sistema de referencia en el plano esta formado por un punto fijo O y una base {u, V}
Los vectores de una base pueden ser perpendiculares, en ese caso hablamos de una base

ortogonal. Si, ademas, tienen mddulo 1, la base es ortonormal.

Por lo general trabajaremos con una base ortonormal: {i , j}

MODULO DE UN VECTOR DADO EN COORDENADAS.

Sea el vector U de coordenadas (a, b).

4 Aplicando el teorema de Pitagoras, tenemos:

A
/b Ou = Va2 +b?
a

VECTORES PARALELOS

v

Dos vectores son paralelos cuando tienen la misma direccion.
- - u u
En coordenadas: U =(U,,U,) Y V =(V,,V,)son paralelossi —+=—%
V. V.
1 2

COORDENADAS DE UN VECTOR DADO POR LOS EXTREMOS

Sea el vector de origen A(@,,a,) y de extremo B(b,,b, ), las coordenadas de AB, vienen dadas por

AB =(b —-a,b, —a,)
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DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS.

Sean los puntos A(a,,a,) y B(b,,b,).

Distancia de A a B =[] AB D=\/(bl —al)2 + (b2 _a2)2

PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO

Las coordenadas del punto medio de un segmento de extremos A(a,,a,) y B(b;,b,) son

M :[a1+bl a‘2+b2j
2 2

OPERACIONES CON VECTORES.

¢ Adicion de vectores: Para sumar dos vectores U e V se representa uno de ellos U vy
con origen en el extremo de U, se representa el otro vector V. El vector suma es el que

—

tiene el origen de U y el extremo de V.

u+v

Otra forma de sumar dos vectores U y V consiste en representar ambos vectores con el
mismo origen. El vector suma se obtiene como la diagonal del paralelogramo que tiene por

lados U y V.

Si el vector U tiene de coordenadas (x,y) y el vector V tiene de coordenadas (x’,y’), entonces:

U+ Vv =(xy)+(X,y)=(x+x, y+y’)

* Producto de un nimero por un vector: Al multiplicar un vector U por un nimero k

obtenemos un nuevo vector k~a que tiene:
- médulo igual al del vector G por el valor absoluto del nimero k.
- direccion la misma que el vector l_j
- sentido el mismo que G si k es positivo. El contrario que l_j, si k es negativo.
Si el vector l_j tiene de coordenadas (x,y) entonces:
k-a =k-(x,y) = (kx, ky)
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4.2 PRODUCTO ESCALAR DE VECTORES

Sean los vectores U y V del plano. Se define el producto escalar como:

u-v=0u Ov[cosa siendo a el dngulo que forman.

PROPIEDADES

- Siu=0o0V=0entonces U-v=0.

- Conmutativa: U-v=V-u.
- Asociativa: u(vw) (u V}W

- Si u Z0y V Z0, u y V son perpendiculares (L) siy sélosi U-V=0.

EXPRESION ANALITICA

Sean los vectores U(u,,U,) y V(V;,V,) . Definimos su producto escalar como:

- -

U-V=u,V, +U,V,

INTERPRETACION GEOMETRICA

El producto escalar de dos vectores no nulos es igual al médulo de uno de ellos por la
proyeccion del otro sobre él.

OA g
cosa :W OA'= || (eosar

u

uLv

M

G =V[[DA  OA=

ANGULO QUE FORMAN DOS VECTORES

Despejando en la definicién del producto escalar, obtenemos que:

- >

UV, +U,V,

\/U +Uu, \/V +V

cos(u V)

VECTORES PERPENDICULARES

Un vector perpendicular a u(u,,u,) es i(-u,,u,)
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4.3 ECUACIONES DE LA RECTA EN EL PLANO

ECUACION VECTORIAL DE LA RECTA

Sea A un punto de larecta ry sea U su vector direccion. A

Dado cualquier otro punto X de la recta, se cumple que:

AX =tUu contOR | X

Observando la figura, se obtiene que:

v

—

X=a+tu, contdR

ECUACION VECTORIAL DE LA RECTA

ECUACIONES PARAMETRICAS DE LA RECTA:

Un punto del plano queda determinado por dos coordenadas.
SeaX=(xy)yA=(X,V,)

Sustituyendo en la ecuacién vectorial:

Xx=a+tu

los vectores por sus coordenadas cartesianas, queda:
(X :y) = (X]_l yl) + t(ulauz)

e igualando términos:

contR

{x: X, +tU,
y=y ttuy,

ECUACIONES PARAMETRICAS DE LA RECTA

ECUACION CONTINUA DE LA RECTA:

Despejando el parametro en las ecuaciones paramétricas:

ECUACION CONTINUA

Si U,=0 larecta tendra la forma x = X. Si U, =0 larecta tendralaformay=Yy,.
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ECUACION GENERAL DE LA RECTA:

Operando en la ecuacién continua, tenemos:
Uy (X= %) =U (Y= Y;) = UX—Uy—uyX +uy, =0

Llamamos A= u,, B=-u, C= Uy, —U,X, y tenemos:

Ax+By+C =0

ECUACION GENERAL
Observa que el vector direccién es U =(-B, A)

ECUACION DE LA RECTA QUE PASA POR DOS PUNTOS:

Dados dos puntos del plano hay una Unica recta que pasa por ellos. Vamos a determinarla:

Sean A=(X;,Y,)yB=(X,,Y,) dos puntos del plano. ¢Cual serd la direccién de la recta que
pasa por Ay por B? Lo mas sencillo es tomar el vector AB como vector direccidn:

AB :(Xz — XY, T yl)

Asi, las distintas ecuaciones de la recta son:

«Ecuacién vectorial: X = (X, Y1) +tAB

X=X +t(Xx, —
eEcuaciones paramétricas:{ 106 = %) tOR
Y=Y +t(y2 - yl)
X=X _ Y™ W

eEcuacién continua:
X=X Y=Y

ECUACION PUNTO-PENDIENTE:

Consideremos la recta r que pasa por el punto A = (X;,Y,)y lleva la direccién del vector

u = (u,,U,); la ecuacién continua de la recta es:
X=X — Y=Y
ul l"I2
Esta ecuacion sélo es posible usarla cuando u; # 0 # u,. En este caso obtenemos la expresion:

u
YW :U—Z(X_Xl)

1

. u . .
Al nimero —% se le llama “pendiente” de la recta, y se representa por m. Sustituyendo en la
u
1

ecuacién anterior, tenemos:

Y- yi=m(X - %) ECUACION PUNTO-PENDIENTE
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éCual es el significado geométrico de la pendiente?

Acabamos de ver que la recta que pasa por Ay lleva la direccién de U = (ul,uz) tiene como

u
pendiente m=—2,
ul

Ahora bien, m= L3 = tx a, siendo a el angulo que forma la parte positiva del eje de abscisas
ul

con el vector director de la recta.

Como larecta r es siempre paralela a su vector director, se deduce que:

La pendiente de una recta es igual a la tangente del angulo que forma la parte positiva del eje

de abscisas con la recta.

v

La pendiente de una recta también se puede calcular si nos dan la ecuacién general:
Ax+By+C=0. Teniendo en cuenta que el vector director viene dado por U=(-B, A) y que

u -—
m=—% obtenemos que M= — .
u, B

ECUACION EXPLICITA:

Si en la ecuacion general de la recta Ax+By+C = 0 despejamos “y” obtenemos la ecuacién de la
recta en forma explicita:

y= - AX - C
B B
gue normalmente se escribe:
y=mx+n

donde m representa la pendiente y n la ordenada en el origen.
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4.4 POSICION RELATIVA DE DOS RECTAS EN EL PLANO

Si trazamos dos rectas cualquiera en el plano, puede ocurrir que:

*Sean secantes, es decir, se cortan.
*Sean paralelas.
*Sean coincidentes.

A la vista de las figuras del margen, estd claro que:

*Dos rectas son secantes si solo tienen un punto en comun.
*Dos rectas son paralelas si no tienen ningln punto en comun.
*Dos rectas son coincidentes si tienen todos los puntos comunes.

_
/s

Para averiguar si las rectas son secantes, paralelas o coincidentes hallaremos su interseccién

resolviendo el sistema que forman sus ecuaciones, de manera que:

*Si tiene una solucidn, las rectas se cortan.
*Si no tiene solucidn, las rectas son paralelas.
*Si tiene infinitas soluciones, las rectas son coincidentes.

¢Podemos saber la posicion relativa de las dos rectas sin necesidad de resolver el sistema

que forman?

Sean las rectas r y s de ecuaciones: Ax+By+C=0 y A’x+B’y+C’' =0.
Las pendientes y las ordenadas en el origen de ambas rectas son:

-A . —A -C
m=— m'= n=— n= —
B B B B'

1.- Las rectas r y s son coincidentes si sus pendientes y sus ordenadas en el origen son

iguales, es decir:
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2.- Las rectas r y s son paralelas si sus pendientes son iguales, y sus ordenadas en el
origen son distintas, es decir:

. -A -A A B
m=me —=— & — = —
B B' A B
n:/tn'.:,ﬁiiwg;tE
B' cC' B
rys paralelas A—E;:E
y p Al Bl CI

B

ryssecantes < — # —
A B

ANGULO QUE FORMAN DOS RECTAS.

Definimos el angulo que forman dos rectas como el menor de los dos dngulos que forman.
Para calcularlo hallamos el coseno del angulo que forman sus vectores directores, tomando el

valor absoluto.

RECTAS PERPENDICULARES.

Dada la recta r=Ax+By+C=0 su vector director viene dado por (-B,A).

Utilizando la propiedad 4 del producto escalar, tenemos que los vectores perpendiculares a
(-B, A) son de la forma (A, B).

Asi pues, son perpendiculares a r todas las rectas que tienen a (A, B) como vector director.

Si dos rectas son perpendiculares sus pendientes cumplen: m'=—
m

DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA

La distancia de un punto P =(X0, yo) ala recta Ax + By + C = 0 se expresa:
_ A%+ By, +C

d(P,r)

DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS

Si las rectas son secantes o coincidentes, la distancia es 0.
Si las rectas son paralelas, se toma un punto de una de ellas y se calcula su distancia a la otra
recta.
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4.5 HAZ DE RECTAS SECANTES:

Se llama haz de rectas de vértice P(xq,Yo), al conjunto de todas las rectas del plano que pasan
por el punto P. Su ecuacidn es:

Y-Yo = M(X-Xo), siendo m un nimero real

Para cada valor de m se obtiene una recta que pasa por P(xg,Yo).

¢Y si el punto viene determinado mediante dos rectas que se cortan?

Sean las rectas de ecuaciones:
r: Ax+By+C=0, s: A’x+B’y+C’'=0

gue suponemos se cortan en el punto P(xg,Yo).
La ecuacion:
a(Ax+By+C)+pB(Ax+B'y+C)=0

representa el haz de rectas de vértice P, ya que al variar a y 3 se obtienen rectas que pasan
por el punto P(x0,y0), pues sus coordenadas verifican la ecuacion:

a(Ax, +By, +C)+ B(A'X, +B'Y, +C)=a0+50=0

Si dividimos por uno de los parametros que sea no nulo, se tiene:

Ax+ By+C+%(A'x+ B'y+C')=0

a
y llamando K =—, resulta:

Ax+By+C+k(Ax+B'y+C)=0

siendo k un nimero real.

4.6 HAZ DE RECTAS PARALELAS:

Se llama haz de rectas paralelas a la recta r: Ax+By+C=0 al conjunto de todas las rectas del
plano que son paralelas a r. Su ecuacién es:
Ax+By+k=0, siendo k un nimero real.
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4.7 RECTAS Y PUNTOS NOTABLES DEL TRIANGULO

MEDIANAS Y BARICENTRO

Se llama mediana a la recta que une un vértice con la mitad del lado opuesto. En un tridngulo
ABC, las tres medianas se cruzan en un punto G llamado Baricentro que es el centro de
gravedad del tridangulo. Cada mediana divide al tridngulo en dos triangulos de igual area.
Ademas el Baricentro dista doble del vértice que del punto medio del lado.

MEDIATRICES Y CIRCUNCENTRO

La mediatriz de un segmento es la recta perpendicular en su punto medio. Las mediatrices de
un tridngulo son las mediatrices de sus lados. El punto O donde se cortan las tres mediatrices
se llama Circuncentro y equidista, es decir, estd la misma distancia de los tres vértices A, By
C, es por eso que pertenece a las tres mediatrices. La circunferencia que pasa por los tres
vértices se llama Circunferencia Circunscrita.

ALTURAS Y ORTOCENTRO

Se llama altura en un tridngulo a la perpendicular trazada desde un vértice al lado opuesto. En
un tridngulo ABC, las tres alturas se cruzan en un punto llamado Ortocentro.
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BISECTRICES E INCENTRO

Se llama bisectriz a la recta que divide un angulo en dos partes iguales. Las bisectrices de un
triangulo son las bisectrices de sus angulos. El punto | donde se cortan las tres bisectrices
interiores se llama Incentro, equidista de los tres lados y por eso podemos construir una
circunferencia de centro | tangente a los lados del tridngulo. Dicha circunferencia se llama
Circunferencia Inscrita y es la circunferencia mas "grande" que se puede definir
completamente contenida dentro del tridngulo.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1.-Razona que pares de vectores forman una base:

a)i=(2-3) y V= (54)
b)i=0-3) y v=(4)

2.- Dados los puntos A(0,3), B(2,1), C(-2,2) y D(-3,4). Calcula los vectores:

a)AB-CD b)AC+DC c)BD-CA

3.-Si, respecto de una base, los vectores U y V son U= (2, -3) y V = (5, 4), halla las
coordenadas de los siguientes vectores:

a) 2u+Vv c) —U +2v e) =3u —V
b) 50 4+ 2v d) 2u_’+lV f) —lu—’+£\7
2 2 3

4.-Dados U =(2,-1)y VvV =(0,3), realiza las siguientes operaciones de vectores:

a) U—3vV b) 50+ V Q) —Uu+2v
5.-Calcula el punto medio del segmento de extremos A(1,2) y B(-3,-2).

6.-Encuentra el simétrico del punto A(1,2) respecto de C(3,0).

7.-Calcula el médulo de los vectores c';., 6, C, at 6 , 26— 6, dados:
a=(-34), b=(-5-12) ec=(3-1)

8.-Dados los puntos A(2,1) y B(1,2). Calcular:

a) Las coordenadas de los vectores AB y BA
b) Sus mddulos.

9.- Calcula el producto escalar, médulos y angulo de los siguientes vectores:
11

" _ d)id(-32 V(——=,=

aNED)  V(-43) s vy

V2 V2
- - eXl-v2,—) y@+v2,——
bR Y@ Ra-20) ya2=)
c)i(-16) Vv (35) fiV2-2  vW2-)
10.-Calcular a para que el producto escalar de X(a,1) por y(2,—3) sea la unidad.
11.-Hallar m, sabiendo que U (m,5) y |U| =13

12.- Sean los vectores U (3—1) y V(a,2). Calcula el valor de a para que el vector V tenga la
misma direccién que el vector U +V

13.- Halla la proyeccidn del vector U (2,-5) sobre el vector V (51)
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14.-Dados U (34) Yy V(2-3), calcula las componentes de un vector X, sabiendo que
ulx=0 vy vix=1

15.-Encuentra un vector U que es perpendicular a V =(3,5) y cuyo mddulo sea

=234

u

16.-Calcula m para que V =(7,-2) y W=(m,6):
a) Sean perpendiculares.

b) Sean paralelos.

¢) Tengan el mismo mddulo.

17.-Calcula el dngulo que forman los vectores:
a)a=(-15 y b=(32) ce=(-64) y f=(-96)
b)c=@V3) y d=(-1+3) d)g=(2-5 y h=(@8)

18.-Calcula m para que los vectores a = (8,—6) yb= (m,3) formen un dngulo de 60°.

19.-Calcula A y W para que los vectores G: (5, 1), ;/ = (-1, 4) y W= (13, 11) verifiquen

AU+ [N =W
20.- Representa las rectas dadas por las ecuaciones:
a)y=2 f)y=-3x+2 . Xx-1_y+3
b)y =-3 g)y =-5x+2 J 2 -1
C)x = -4 H X =3-t kx+3:y—7
d)2x+3y-7=0 ) y=-5+2t -1 2
e)5x—-7=0 (x= -t

){y=1+t

21.-Hallar la ecuacion de la recta r que pasa por el punto A(3,5) y lleva la direccion del vector

U =(2,-4) en forma paramétrica y general.

22.-Dada la recta de ecuacion vectorial X = (3,2)+t(9,—1), halla las otras formas distintas de
la ecuacion de la recta.
X=-3+t
23.-Dada la recta de ecuaciones paramétricas:{y _ o g’ hallar las otras formas distintas
de la ecuacion.
X—2 _y+5
-1 4

24.-Lo mismo para la recta de ecuacién en forma continua , Y la recta de

ecuacion en forma general 5x-7y-2=0.

25.-Calcula la pendiente de la recta que pasa por los puntos A(3,1) y B(5,-2). ¢Cual es su
ordenada en el origen? ¢Qué representa?

26.-Determina si los puntos A(3,1), B(5,2) y C(1,0) estan alineados.
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27.-Determina el angulo que forman los siguientes pares de rectas:

ay :(x,y)= (32 +t(25 s:(x,y) = (0D +t(-32)
b)r:§=y—_1 six-2=7
2 4 4

c) :3x—-2y=0 S:3x+4y+1=0

28.-Halla la distancia del punto A(2,-4) a larecta (X,Yy) = (L-5) +t(23)

+ —
29.-Halla la distancia entre las rectas r :XTZ = yTl y s:2x-y+13=0

30.-Halla la recta que pasa por el punto (2,12) y es perpendicular a la bisectriz del segundo
cuadrante.

31.-Halla las coordenadas de los puntos P y Q que dividen al segmento A(4,1), B(-2,4) en tres
partes iguales.

7
32.-lasrectas I :3x+2y—-1=0 y s:x+ky—2=0,forman un angulo de Erad. Halla k.

33.-Sea el cuadrilatero de vértices A(2,1), B(4,3), C(3,7) y D(-1,2). Calcula las ecuaciones de los
lados.
Calcula ademas las ecuaciones de sus diagonales.

1
34.-Calcula la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(-Z,E) y tiene igual pendiente que

la recta -x+y+3=0.

35.-Calcula la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(2,1) y forma un angulo de 90° con
la parte positiva del eje de abscisas.

36.-¢ Cuanto tiene que valer el pardmetro h para que el punto (h,3) pertenezca a la recta de
ecuacién 2x+3y-7=07?

37.- Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto de interseccion de las rectas
3x+4y-10=0, 4x-3y-5=0 y por el punto P(2,-3).

38.-Dadas las rectas 3x+my-7=0; 4x+y-14=0; 7x+2y-28=0, determina m para que las tres sean
rayos de un mismo haz.

39.-Hallar la ecuacién de la recta que pertenece al haz determinado por las rectas 3x+2y+2=0;
x-2y+8=0, y pasa por el punto P(-5,7).

40.-Las rectas mx+2y=3; 5x+ny=7 se cortan en el punto (-1,3). Calculamy n.

41.-Determina la ecuacion de la recta que pasa por el punto de interseccidn de las rectas de
ecuaciones 4x+6y-5=0; x-2y-3=0, y es paralela a la recta de ecuaciéon 4x-5y-12=0.

42.-Hallar el valor de k para que las rectas 2x-3y+7=0 y kx+y-2=0 sean paralelas.
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43.- Determina la posicion relativa de las siguientes rectas:

2x-y-7=0 x+2y=11 2x+y-1=0
a1 x+2y+4=0 b):3x—-y=5 C):3x—-2y=0
3x+3y+3=0 2x+3y =18 3x+2y-5=0

44.- Calcula la recta que pasa por el punto A(5,-3) y por el punto medio del segmento que
tiene como extremos los puntos P(1,3) y Q(-4,5).

45.- Calcula la recta que, pasando por el origen de coordenadas, es perpendicular a la recta
3x-2y+3=0.

¢Cudl es la condicidn para que dos rectas sean perpendiculares?

46.-Encuentra el angulo que forman la recta que pasa por los puntos P(-1,4) y Q(3,8) y la recta

X-3_y+2

2 8

47.-Encuentra el valor de m para que y = mx -1 forme un angulo de 45° con X+2 = yT—B
48.-Calcula la distancia del origen de coordenadas a la recta que pasa por (-3,6) y es paralela a
x-1_ y-2

-6 8

49.-Obtén la ecuacidn de la mediatriz del segmento si sus extremos son (1,5) y (-3,-7).

50.-Halla la ecuacidn de las bisectrices de las rectas r y s de ecuaciones
rrdx—3y+1=0 s:5x+12y—-4=0
Comprueba que son perpendiculares.

51.- Dados los puntos O(0, 0), A(2, 0) y B(5, 4), hallar:
La ecuacidn de la recta AB.
El coseno del dngulo (AOB).

52.- Los puntos A(-2, 5), B(-1, 2) y C(5, 4) son vértices de un rectangulo. Calcula:
a) Las coordenadas del cuarto vértice.

b) El centro del rectangulo.

c) La longitud de la diagonal.

53.- En un sistema de coordenadas ortogonales, el eje OX y las tres rectas:

y=1; x+2y-2=0; x+2y-6=0
limitan un cuadrilatero. Hallar su area, las ecuaciones de sus diagonales y las coordenadas del
punto de interseccidn de estas.

54.- Dada la recta 2x+y-3=0, hallar la recta perpendicular a ésta que pasa por el punto (1,2).
55.- La recta que une un vértice de un triangulo con el punto medio del lado opuesto se llama

mediana. Hallar las ecuaciones de las medianas del tridngulo de vértices A(-1, 4), B(7, 4) y
C(2, 0) y comprueba que las tres medianas se cortan en un punto (baricentro).
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56.- Dado el tridngulo de vértices A(7,-7), B(1,-5) y C(3,1), calcula:
a) La longitud de sus tres medianas.
b) La longitud de la altura que pasa por A.
c¢) Su ortocentro.
d) El baricentro.
e) La ecuacion de la mediatriz del lado BC.
. , X_y-1
57.-Calcula la distancia entre las rectas r: E = T ys:6x—4y+1=0.
58.-La rectar: x— 2y + 4 = 0 forma con los ejes de coordenadas un triangulo del que se pide su
area.

59.-Halla el punto simétrico de A(3,2) respecto de la recta r:2x +y —12 =0.

60.-Dado el tridngulo de vértices A(6,-5), B(1,-4) y C(4,2), calcula:
a) El baricentro.

b) La mediatriz del lado BC.

¢) La altura que pasa por C.

d) La longitud de la mediana que pasa por B.

61.-Calcula el ortocentro y el drea del tridngulo cuyos vértices son el origen de coordenadas y
los puntos A(-1,7) y B(4,3).

62.-El paralelogramo ABCD tiene de vértices A(-1,1), B(0,-1) y C(3,2). Halla las coordenadas de
Dy su area.

63.-Un punto P dista lo mismo de A(6,10) y de B(-4,8). Su distancia al eje de abscisas es el
doble que al eje de ordenadas. Determina las coordenadas de P.

64.-Halla las coordenadas del circuncentro del tridngulo cuyos vértices son A(2,2), B(-2,2) y
C(-2,-2).

65.-Los puntos B(-1,3) y C(3,-3) determinan el lado desigual de un tridngulo isésceles ABC tal
que A esta en la recta x + 2y —15 = 0. Determina el vértice A, las alturas del tridngulo y su
ortocentro.

66.-Determina la ecuaciéon de una recta r con estas caracteristicas: r es perpendicular a la
recta que pasa por A(8,0) y B(0,5), r tiene un punto en comun con las rectas 4x—3y+1=0y

2x+y—-7=0.

67.-El triangulo ABC es isdsceles. El lado desigual tiene por extremos A(3,1) y B(-2,3). El
vértice C estd en el eje de ordenadas. Halla las ecuaciones de los lados del triangulo y su area.

68.-Calcula el area limitada por la recta 3x +2y — 6 = 0, el eje de abscisas, el de ordenadas y la
ordenada correspondiente a x = 4.

69.-Los ejes de coordenadas y las rectas 3x +4y —12 = 0 e 5x + 6y — 30 = 0 forman un
cuadrildtero del que se pide su perimetro y su area.

70.-Determina sobre la recta 3x =5y + 25 = 0 un punto que diste lo mismo de A(3,4) y de
B(7,8).

100



71.-Dada la recta r: r:

X+2 _ y-1
2 4

simétrico de A respecto der.

y el punto A(2,7). Calcula las coordenadas del

72.-La recta r: 2x — 3y + 12 = 0 determina con los ejes coordenados un segmento AB. Halla la
ecuacioén de la mediatriz de AB.

73.-La recta r corta a los ejes coordenados en los puntos (-4,0) y (0,3). Halla la distancia del
punto P(6,5)ar.

74.-Sean la rectar: 3x —y —1 = 0 y los puntos A(8,1) y B(4,-2). Calcula la ecuacidon de la recta
determinada por el punto B y el punto A’, simétrico de A, respecto der.

AUTOEVALUACION 1

1. Dados los puntos A(2,-1), B(0,2); las rectas r: x—y = 1; s: -x+2y-1=0. Calcula:
a) Posicidn relativa de las rectasry s.
b) Distancia entre Ay B.
c) Distanciaentre Ayr.
d) Recta paralela ar pasando por A.
e) Recta perpendicular a s pasando por B.
f) Punto simétrico a B respecto alarectar.

2. a) Calcular el valor de n para que las rectas r y s sean paralelas; siendo r:3x-y-12=0y
X-2 _y-4
Si —— = —
1/3 2n-1

b) Para el valor de n hallado en el apartado a), determinar la distancia que separaarys.

3. Se consideran los puntos A(2,1) y B(6,-5). Se pide:
a) Calcular la longitud del segmento AB.
b) Determinar la mediatriz de este segmento.
c) Hallar el punto simétrico de A respecto del punto P(-1,2).

4. Dadas lasrectas: r: 2x—y =1, s: 3x + 2y =12. Se pide:

a) Hallar la ecuacién de la recta concurrente con ellas que pasa por el punto P(-8,-3).
b) Calcula el angulo que forman las rectas ry s.

101



AUTOEVALUACION 2

x=-t
1. Dados los puntos A(-3,1), B(2,0); las rectas r(x,y) = (1,-1)=A (2,4);s: { 3 Calcula:

a) Posicion relativa de las rectas ry s.

b) Distancia entre Ay B.

c¢) Distancia entre Ay r.

d) Recta paralela a r pasando por A.

e) Recta perpendicular a s pasando por B.
f) Punto simétrico a B respecto alarectar.

X—-b _y+2

2a a-1

1
2. Calcular el valor de ay de b para que larectar: pase por el punto(—l,g) y

1
tenga la direccién del vector(l,—aj .

3. Se considera la familia de rectas: mx + (m -2)y + (m +1) = 0 siendo m un parametro real. Se
pide:
a) Determinar el punto comun a todas las rectas de la familia.
b) Hallar la recta de esta familia que pasa por el punto P(1,1).
c) Encontrar la recta de esta familia que es paralelaalarecta x—2y+1=0.

4. a)Calcular el valor de m para que el baricentro del tridngulo de vértices A(7,4), B(m +2, -6) y
C(-5, m+1) esté situado en el eje de abscisas y hallar sus coordenadas.

b) Obtener la ecuacién de la mediana del tridngulo anterior que pasa por el vértice A.

c) Hallar la medida del segmento determinado por el vértice Ay el punto de interseccion de
la mediana anterior y el lado BC del tridngulo.
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4.8 CONICAS

LUGAR GEOMETRICO

Se llama lugar geométrico del plano al conjunto de puntos de este que cumplen una condicién

determinada.

Ejemplo:

La mediatriz de un segmento de extremos A y B es el lugar geométrico de los puntos del plano

gue equidistan de Ay de B.
Si P es un punto de la mediatriz, debera cumplir: d(P,A) = d(P,B).

La bisectriz del angulo que forman dos rectas es el lugar geométrico de los puntos del plano

que equidistan de ambas rectas.

Si P es un punto de la bisectriz que determinan las rectas r y s, ha de cumplirse:

d(P,r) = d(P,s)

SUPERFICIE CONICA

Se llama superficie cdnica de revolucion a la superficie engendrada por una

recta movil que gira alrededor de otra fija, a la que corta.

La recta moévil se llama generatriz; la fija, eje; y el punto de interseccion de

ambas, vértice.

CONICA

Se llama cdnica a la curva que resulta de la interseccion de una superficie
conica y un plano.

i el plano que corta a la | 5 inclinamos el plano de | Si continuamos inclinando

superficie cOnica es per- | modo que sea oblicuo con | el plano de modo gue sea
pendicular al eje, la seccidn | el eje vy corte a todas las | oblicuo con el eje vy que
es una circunferencia. generatrices, la seccion es | sea paralelo a una genera-

una elipse, triz, resulta una parabaola.

Si inclinamos afm mas el
plang, de modo que sea
paralelo a dos generatri-
ces, resulta una curva con
dos ramas llamada hipér-
bola.
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CIRCUNFERENCIA

Una circunferencia es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya distancia a un punto
fijo, lamado centro, es constante e igual al radio.

Si P(x,y) es un punto cualquiera de la circunferencia, C(a,b) es el centro y r el radio:

J(x=ay +(y-bf = r= (x-af + (y- bf =r’
Operando: x*> + y? + Ax + By +C = 0

donde A=-2a B=-2b C=a’+b*-r?

Potencia de un punto respecto de una circunferencia

Consideramos una circunferencia cualquiera y un punto P del plano. Desde el punto P se trazan
dos secantes a la circunferencia, obteniéndose los puntos A, A', By B'.

El valor comtn PACPB = PATPB recibe el nombre de potencia del punto P respecto de la
circunferencia dada.

Los tridngulo PAB’y PA’B son semejantes porque tienen un angulo en comun, P, y By B'iguales,

pues abarcan el mismo arco. Por tanto:

PA_PB = — —
- =— = PAIPB=PA [PB

PA PB

Célculo de la potencia

Como la potencia del punto respecto de una circunferencia no depende de la recta secante
gue se tome, trazaremos una recta secante que pase por el centro de la circunferencia.
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Llamando d a la distancia FO y r al radio de la circunferencia, se tiene que:
PA=d-ry PB=d+r.
Entonces la potencia es:

Pot. (P) = PAIPB = (d —r)(d +r) =d® - r?

Teniendo en cuenta que d = \/(X0 - a)2 + (y0 - b)2

Pot. (P) =d?-r2=(x,-a)" +(y,—b)*-r?

Podemos concluir que, para obtener la potencia de un punto respecto de una circunferencia,
basta con sustituir, en el primer miembro de la ecuacién de la circunferencia, las coordenadas
del punto.

La potencia, dependiendo de la posicién del punto P respecto de la circunferencia, toma los
valores:

- Positivo, si P es un punto exterior a la circunferencia (d > r).
- Cero, si P es un punto de la circunferencia (d =r) .

- Negativo, si P es un punto interior a la circunferencia (d > r).
Eje radical de dos circunferencias

El eje radical de dos circunferencias es el lugar geométrico de los puntos del plano que tienen
igual potencia respecto de ambas circunferencias.

Consideramos dos circunferencias de ecuaciones:
X*+y*+Ax+By+C=0
X*+y’+Ax+By+C=0 1

eje radical

Sus potencias son:

X*+y*+Ax+By+C y x*+y’+Ax+By+C

La ecuacion del lugar geométrico es: N
X +y*+ AX+By+C=x*+y’+ Ax+By+C

Reduciendo términos semejantes, resulta:

(A-A)x+(B-B)y+(C-C)=0

gue es la ecuacién de una recta.

Centro radical de dos circunferencias

Es el punto del plano que tiene la misma potencia respecto de dichas circunferencias.

Se calcula hallando la interseccion de los ejes radicales de las circunferencias, dos a dos.
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Posicion relativa de dos circunferencias

La posicidn relativa entre dos circunferencias viene determinada por la distancia entre sus
centros (d) y el valor de sus radios Ry R’.

Segun el nimero de puntos que tengan en comun existen los siguientes casos:

-Ningun punto en comun

Exteriores: La distancia entre los centros es mayor que la suma de los radios.

§
%

Interiores: La distancia entre los centros es menor que la diferencia de los radios. ’3
I

Concéntricas: Los centros coinciden.

-Un punto en comun

Tangentes exteriores: La distancia entre los centros es igual a la suma de
los radios.

Tangentes interiores: La distancia entre los centros es igual a la diferencia
de los radios.

-Dos puntos en comun

Secantes: La distancia entre sus centros es mayor que la diferencia delos g ‘l‘

[
radios pero menor que su suma. g

Posicidn relativa de recta y circunferencia

Para determinar la posicidon relativa de ambas podemos resolver el sistema de ecuaciones vy,
segln el niumero de puntos de corte, sabremos la posicion, o bien comparar la distancia del
centro de la circunferencia a la recta con el radio:

EXTERIORES TANGENTES SECANTES
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Recta tangente a una circunferencia

La recta tangente es una recta que tiene un Unico punto de interseccién con la circunferencia.
La recta tangente a una circunferencia de centro O que pasa por un punto T de la misma es la
recta perpendicular al radio OT que pasa por el punto T.

tangente

ELIPSE

Una elipse es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de distancias a dos puntos
fijos, Ilamados focos, es constante.

Eje secundario

FI

Eje focal

Fy F'son los focos, la distancia entre ellos se llama distancia focal y se representa por 2c.
Eje focal: es la recta que pasa por los focos.
Eje secundario: es la mediatriz del segmento que determinan los focos.

Los vértices de la elipse son la interseccion de esta con el eje focal, Ay A", y con el eje
secundario, By B’.

Eje mayor: es el segmento entre los vértices Ay A, se representa por 2a.
Eje menor: es el segmento entre los vértices By B y se representa por 2b.

El centro de la elipse es O, es el punto de interseccién de los ejes.
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Ecuacion:

Para determinar la ecuacidn de la elipse vamos a considerar que esta centrada en el origen de
coordenadas.

F= (CIO) F= (_clo)
Sea P = (x,y) un punto de la elipse. Por definicién, debe cumplir: PF + PF’ = constante
Para determinar el valor de la constante tomaremos el punto A: AF + AF = 2a

Por lo tanto podemos escribir: PF + PF =2a
V=) +(y=0)" +(x+c) +(y-0)" =
(\/(x—0)2+(y—0)2) =[2a—\/(x+c)2+(y—0)2}

axc+4a® = darj{(x+c)’ +(y- 0’

Desarrollando, dividiendo entre 4 y volviendo a elevar al cuadrado:
x’c’+a*+2a’xc=ax’+at’*+2a%kc+a¥y ?
3 (az_cz) — Xz(az_cz)+a2y2
Como @’ =b*+c?
a’b? = x®?+a?y>
Dividiendo por 8b?
2 2

XY -

a> b?

Por tanto la ecuacidn reducida de la elipse es:

X2 y2
PO

Ecuacidn de una elipse centrada en el origen con el semieje mayor vertical:

N
N

| %
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Ecuacidon de una elipse de eje mayor horizontal no centrada en el origen, sino en un punto

P(x0,Yo)

+ by

Blxy. ¥

(x=%)", (y=w) _

ﬂ{KD+ a,yp

EI{KD q '_'f‘g- h}

Ecuacidn de una elipse de eje mayor vertical no centrada en el origen, sino en un punto

P(xo, Vo)

A(xﬂ Yot a)

'Y
Fixg .yp+c)

(o), ow)
b a

*
Bl b, CiXy . Yo Bl +b.y,)

.FI{K‘J c y[:l -

N

Ay . Y- @)

Excentricidad

Cc
Es el cociente entre la semidistancia focal y el semieje mayor e=—<1
a
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HIPERBOLA

La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya diferencia de distancias a dos
puntos fijos, llamados focos, es constante.

Fic,0) %

Fy F'son los focos, la distancia entre ellos se llama distancia focal y se representa por 2c.
Eje focal: es la recta que pasa por los focos.

Eje secundario: es la mediatriz del segmento que une los focos.

2a es la longitud del eje real y 2b es la longitud del eje imaginario.

Los vértices de la hipérbola son los puntos de interseccidn de esta con el eje focal, Ay A".
El centro de la hipérbola es el punto de interseccion de los ejes.

Ecuacion:

Consideramos una hipérbola centrada
en el origen de coordenadas:

F=(c,0) F'=(-c,0)

Sea P=(x,y) un punto de la hipérbola. Por definicidn, debe cumplir:

‘E—E = constante = 2

V=) +(y=0)" =y(x+ )" +(y-0) =22
(Jix=o +(y=0F | =[ 22a={[(x+c) +(y-0]

~axc-48° = +4aij(x+c)’ +(y- O’
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Desarrollando, dividiendo entre 4 y volviendo a elevar al cuadrado:
x’c’+a*+2a’xc=ax’+at*+2akc+a¥y ?

3> (az _Cz) — Xz(az_cz) +a2y 2

Como b? =c?-a?

alb? = Xzbz_azyz

Dividiendo por 8b®

X2y

2 ot

Por tanto la ecuacidn reducida de la elipse es:

Xy
PO

Ecuacidn de una hipérbola centrada en el origen con eje focal vertical

F(0,c)

F'(0,-¢)

Ecuacién de una hipérbola de eje focal horizontal centrada en el punto P(xo, Yo)

Alx-a. Y5 Abpta.yg)
C Yo Fix,+e.y)
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Ecuacién de una hipérbola de eje focal vertical centrada en el punto P(xo, Yo)

§ |Fig. ¥g*e)

Afxy Y, +a)

Cins )

Excentricidad

. - . - c
Es el cociente entre la semidistancia focal y el semieje real e=—>1 .,
a

Asintotas de la hipérbola

Sonlasrectas y=+*—X.
a

Hipérbola equilatera

Una hipérbola cuyo eje real es igual al eje imaginario, es decir, a = b, se llama hipérbola
equilatera.

Ay

Su ecuacién es: ? - Las dos asintotas son

perpendiculares

Sus asintotas son Y =X

Como
a?=c’-a’=c’=2a’=c=ay2

e:E:\/E
a

s |4
Las asintotas forman un

angulo de 45° con los gjes

k a’
Una hipérbola equildtera también se puede expresar de la forma y =— k= ? .
X

Esta ecuacion se conoce con el nombre de “ecuacién de la hipérbola equilatera referida a sus
asintotas”.
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PARABOLA

Una pardbola es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de una recta,
llamada directriz, y de un punto, llamado foco.

Eje Focal

\-____\__* Foco

\A F ¥ .//

v Directriz
Wertice

La distancia entre el foco y la directriz se denomina parametro de la parabola y se denota por
p.
El eje de la pardbola es la perpendicular a la directriz que pasa por el foco.

El punto de interseccidn de la pardbola con su eje es el vértice.

Ecuacion

Tomamos como eje de abscisas el eje de la pardbola, y como eje de ordenadas, la paralela a la
directriz que pasa por el vértice.

P

El focoes F= [—,Oj y la ecuacion de la directrizes X= _p .

Sea P = (x,y) un punto de la pardbola, debera cumplir d(P,d) = d(P,F)

2
P_ P 2
X+—= [ x—=| +
2= \-2)

2 2
o4 oo

1
Ecuacién de una parabola con vértice en (0,0) y directriz vertical: ":"_:'5
y P(x.y)
™~ Y =2px,
\ <l y? =2px .
‘- 2
/F:- o b
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Ecuacién de una parabola con vértice en (0,0) y directriz horizontal:

2 =2py

250 p <0

x> =2py

Ecuacién de una pardbola con vértice en V(xq, Vo) v directriz
vertical:
y l

(Y=¥0)" =2p(x~%,)

Miccaea

Ecuacién de una pardbola con vértice en V(xo, yo) v directriz horizontal:

(x=%) =2p(y-Yo)
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

. Determina el lugar geométrico de los puntos del plano cuya distancia al origen es el triple
que la distanciaalarectar:6x—y+4=0.

. Halla el lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de cuadrados de distancias a
los puntos A(-4, 0) y B(4, 0) es 40. Identifica la figura resultante.

. En los siguientes casos, averigua si la ecuacidon propuesta corresponde a una
circunferencia y en caso afirmativo, halla su centro y su radio:

a)2x% +3y? + 6x— 12y — 48= (
b)2x* +2y*—x+3y+ 3= 0
C)X*+y*+y=0

d)3x2 +3y? — 2+ 3y — 6= 0

. Halla la ecuacidn de la circunferencia:

a. De diametro AB siendo A(-1,5) y B(3,-7).

Que pasa por el punto P(0,-4) y cuyo centro es C(-2,1).

Que pasa por P(3,1), Q(-1,2) y cuyo radio es 3.

Que pasa por los puntos (2,-1), (0,5) y (-2,2).

Concéntrica con 2X° + 2y — 3+ 4y — 5= Cy con radio J3.

Que pasa por P(3,1), Q(-1, 2) y cuyo centro estd en la recta x — 2y + 1=0.
Cuyo centro es el punto C(1,-5) y es tangente a la recta 3x — 4y +1 =0.

@ ™ ® o 0 T

. Averigua la posicion de los puntos (3,1), (4,1) y (-3,-1) respecto de la circunferencia

X2 +y?—4x-2y+1=0

. éCuadl es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya potencia respecto de la
circunferencia X* +y? —4x— 2y + 1= (, es igual a 5? ¢Qué representa la ecuacion que se
obtiene?

. Calcula el eje radical de las circunferencias 2x°+2y*-9=0y

X +y?-2x-2y-2=0

. Estudia la posicion relativa de las circunferencias:

AX+Yy +2x+4y+1=0 y xX*+y’+ X- Y+ E O
b)x* +y?+2x+4y+1=0 y X*+y° - &+ - & (
C)X*+y*-2x-2y—-2=0 y xX°+y’+ X- 8§+ & 0

. Estudia la posicién relativa de:

X +y*+2x+4y+1=0y x- - 2= 0
b)x* +y?—2x+6y=0 y x+3y-2=0
C)X*+y*-2x-8y+13=0y X- 3+ 6 (

10.Halla las tangentes a la circunferencia X* + y2 —2Xx=0 porel punto (0,2).
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11.Halla las tangentes a la circunferencia X* + y* +3x— 2y — 3= 0 por el punto (0,-1).

12.Calcula las tangentes a la circunferencia X* + y2 =20 paralelas alarectax—2y=1.

13.Averigua los semiejes, vértices, focos y excentricidad de las siguientes elipses:
2 2

a)x_+y_ =1

169 144
b)25x + Oy? = 22¢
C)x*+4y* =9

14.Averigua la ecuacién de la elipse, sabiendo que:
4
a. Sudistancia focal es 16 y su excentricidad — .
b. Susemieje mayor es 9y pasa por P(6,4).
1
c. e= E y pasa por P(1,3).

d. Eleje menor mide 10y pasa por P(8,3).

e. Pasapor P(%,«@j y Q[ﬁ,lJ .

2

15.Halla la ecuacion de la elipse de F(1,1) y F'(-1,1) y eje mayor de longitud 4.

16.Halla el valor de k de modo que la recta x —y + k = 0 sea tangente a la elipse X% + 2y2 =4

17.Averigua la posicion relativa de larecta 2x +y - 1 =0y la elipse 2x% + y2 =0

18.Averigua los semiejes, vértices, focos y excentricidad de las siguientes hipérbolas:

2 2
a)x_—y_ =1
144 25
b)x* -4y*=9
c)16y’ - 9x*=1

19.Averigua la ecuacién de la hipérbola en los siguientes casos:
a. Sudistancia focal es 30 y su eje real mide 24.
b. Su eje real mide 12 y pasa por P(-10,4).

7
c. Unode sus focos es F(7,0) y su excentricidad es 6 .
d. Pasa por P(5,2) y por Q(9,3\/_2) )

e. Pasapor P(S\/E,lg y su excentricidad es 1—87

5
f. Pasapor P(%,l} y una de sus asintotas es la recta y = 2x.
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2
Y o1

20.Halla el angulo que forman las asintotas de la hipérbola X%

21.Escribe la ecuacidn de la hipérbola equilatera X2—y2 =8 referida a sus asintotas.

22.Halla el vértice, el foco, el eje y la directriz de las siguientes parabolas:
a)y’ =-8x
b)y*+6y—-8x—31= 0
C)X* —4x—-4y=0
d)2x*+2x+y-1=0

23.Escribe la ecuacion de la parabola en los siguientes casos:

Su directriz es x =4 y su foco es F(2,-1).

Su directriz es el eje de ordenadas y su vértice el punto V(4,3).
Su foco es el punto F(1,3) y su vértice V(1,-5).

Su directriz es la recta 3x + 4y = 0 y su foco el punto F(2,3).

oo oo

24.Averigua la posicion relativa de la recta 4x + 2y -11 =0y la parabola y* —6y + 4x+ 5= 0.

25.Halla los puntos que pertenecen a la pardbola X = y2 —5Yy+ 6 y equidistan de los puntos
P(7,4)y Q(-3,-2).

AUTOEVALUACION 3

1. Escribe la ecuacién de la circunferencia con centro en el punto (2, -3) y que es tangente a la
recta3x-4y+5=0.

(25¢* + 25y - 106+ 15§ - 204

2. Estudia la posicion relativa de la circunferencia X + y* —4x—2y— 4= Oy la recta
rr2x+y=1
(Son secantes)
3. Halla el lugar geométrico de los puntos P del plano cuya distancia a A(2, 0) sea el doble de
la distancia a B(-1, 0). Identifica la figura resultante.

((x+ 2)2 +y*=4  Esuna circunferenc)a
4. Halla la ecuacién de la hipérbola de focos F1(5, 0), F2(-5, 0) y cuya constante es 6 (2a=6).
(16x* - 9y* = 144
5. Halla la ecuacion de la pardbola de foco F (-1, 0) y directriz r: x = 1.
(v =~4x)
6. ¢Paraqué valorde blarectay=x+ b estangente a la circunferencia X* + y2 =17

(b=i\/§)
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10.

Halla la ecuacién de la elipse cuyo eje mayor, que estd sobre el eje X, esigual a 10 y pasa

2 2
X4 16y =1
25 225
Halla la ecuacion de la elipse que pasa por el punto (3, 1) y tiene sus focos en (4, 0) y (— 4,0).
2 2
X_ + y_ =
18 2

Halla la ecuacion de la hipérbola que tiene como asintotas y = +3X y pasa por el punto
(2,1)

por el punto (3, 3).

ax* y* _
S
Halla la ecuacion de la parabola que tiene como directriz y = 3 y vértice V(0,0) .
(x2 = —12y)
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