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BLOQUE: ANALISIS

1. LIMITES DE FUNCIONES.CONTINUIDAD

> Conceptos preliminares

> Definicion de funcion real de variable real
Dado un subconjunto A de numeros reales, una funcion f real de variable real definida sobre A, es una
aplicacion gue relaciona cada valor x de A con un Unico valor real, llamado imagen de x.
f:A > R

x — y=7f(x)
o0 Dominio de definicion de una funcion
Es el subconjunto de los nimeros reales donde la variable independiente x toma valores.

El dominio de una funcion contiene todos los numeros reales que permiten realizar las operaciones
que caracterizan a f.

X V. independiente; y v. dependiente

Dom (f)={ xeR /3 f(x) e Rt  D(f)c A

0 Recorrido de una funcion
Es el subconjunto de los nimeros reales de forma  f (x) cuando x recorre todos los valores del dominio.
Imf(f) = {f(x)/x e D(f )}
o Grafo de una funcion
Es la representacion de la funcion en el plano cartesiano.

» FEunciones elementales
Constante: su expresiones: f(x)=a.
Dominio: R.

Gréfica: recta horizontal que pasa por (0,a).

Lineal: su expresion es: f(x) =mx donde m es la pendiente.
Dominio: R.

Gréfica: es una recta que pasa por el origen.

m >0 — crece

m < 0 — decrece

Afin: su expresion es: f(x) =mx+n donde m es la pendiente y n es la

ordenada en el origen. Dominio: R. Grafica: es una recta que no pasa por el
origen.
m > 0 — crece

m < 0 — decrece




Cuadratica: es  f(x) = ax” + bx +c;(a # 0). Dominio: R.

Gréfica: una parabola de eje vertical, de vértice V(— 21 f(— ZED
a a

/ R

a>0 a<0

: : . kK . .
Proporcionalidad inversa: es f(x) =—, siendo k un nimero real no nulo.
X

Dominio: D=R-{0}
Gréfica: hipérbola equilatera.
Decreciente si k >0

Creciente si k<0
Es simétrica respecto al origen

k<0 k>0

Definidas a trozos:
Son varias “férmulas”, cada una de las cuales rige el comportamiento de la funcién en un cierto tramo.
Se representa cada tramo, prestando atencidn a su comportamiento en los puntos de empalme.

Funcion valor absoluto
{— X, si x<O

X, Si x=0.




| (3] = —f(x), cuando f(x)<0
Valor absoluto de una funcion: Y= | f(x), cuando f(x)>0

Exponenciales:

f(x)=a*,xeR debase O<a=1.Dominio R. Las graficas de estas funciones tienen una forma

caracteristica y se deben distinguir dos casos: a >1 crecientey 0 <a <1 decreciente. Ambas pasan
por el punto (0,1)

NN

a>1 a<l

\

Ejercicio: Resuelve las ecuaciones exponenciales:
a) 27 =4 b) 2" +2""+2* =112 ¢) 9" -6-3" =81 d) 57 -5 = 2500

Definicion de logaritmo:| log,x=b<a”=x; 0<a=1

IOga(X' y): Ioga X+ Ioga y

log, P
J:Iogax—logay log, P = Iogia

Propiedades: |log,

X
y
y

Ioga(x ): y-log, x




Funcion logaritmica: es f(x) =log, x de base a >0y =1. Sudominio es R". Es la inversa de la

funcién exponencial de la misma base y, por tanto, sus representaciones graficas son simétricas
respecto de la bisectriz del 1°" y 3°" cuadrante. Igualmente distinguiremos dos casos: a >1 creciente

y 0 <a <1 decreciente. Pasa por (1,0).

a>1

a<l

Trigonométricas: funcién seno y funcién coseno f(x)=senx y f(x)=cosx.Sudominio es R. Son

periddicas de periodo 27 .

La funcion tangente f(Xx) =tgx. Es periodica de
y =sen x

periodo = .Sudominioes R -{(Zk -1)5}; kez
senx 0 1 0 -1 0 2
grados 0°  90°  180° 270° 360°

I 2n

[ ]

rad

I
=
l

180°

NS

-1

-
o
(=]
-
%]
-]
]
2

Composicidn de funciones:
Es una operacién propia de las funciones. Se representa por el simbolo “ o ”” se calcula en orden inverso

a como actuan. (g o f )(X) = g(f (X))

f g
x— f(x)—g(f(x))
La composicion de funciones no es conmutativa.

> Limite de una funcion en un punto
Se dice que un numero real L es el limite de una funcion y = f(x) en el punto a si al tomar valores
de x cada vez méas proximos a a, los valores de las imagenes f(x) estan también mas proximasa L .
Lo escribiremos  lim f(x)=L .La definicion formal es:

ve>0 35>0/ xela-d,a+d)xza= f(x)e(L-¢L+e)




O Limites laterales
El tipo de tendencia de una funcion puede ser diferente cuando x se aproxima a a con valores mayores
0 menores que a (por la derecha o por la izquierda de a).
Se representan lim f(x); lim f(x)

x—a~ x—a*

. 1 .1
Ejemplo: lim = = —o0; lim = = +o0
x—0" X x—0" X

Cuando los limites laterales no coinciden, la funcion no tiene limite en ese punto.

o Caélculo de limites de funciones
En la practica, para calcular lim f (x), hacemos la sustitucion de x por a y efectuamos las operaciones
X—a

indicadas, igual que con las sucesiones.

Operaciones
lim(f £ g)(x)=lim f(x)+limg(x)

lim(f-g)(x)= lim f (x) - lim a(x)

X—a

lim(f (x))**® =

X—a

Limites de funciones en el infinito

El célculo de limites de funciones es igual que el de sucesiones, sélo hay que tener en cuenta que en
las funciones la variable x puede tender a un nimero 6 a +o y a —oo. Por lo tanto, s6lo hemos de
tener en cuenta la regla de los signos. Las indeterminaciones que se presentan son del mismo tipo que
para las sucesiones:

% — oo too 9 O(ioo) 0° (+oo)0 1°
+ oo 0
Operaciones con expresiones infinitas.
Sumas Productos
(+0)+ a =+ (+0) - () = +o0

(+o0)+ (+0) = +o0
(o) +a =
(-©) + (—o0)= —0
(o) = o0

(~20)-00 = o0

(-oo)-(-on) =on

oo-(—oo):—oo

Sia>0 {
(-o0) - @ =0

+00) + @ = —00
Sia<0
—00) - & = +00

(+00) - @ =40



Cocientes Potencias

a _ 0 (+00)*™ = +o0
o (+50) =0
a Sia>0, (+0)* = +o0
— =00 (hay que hallar los limites laterales) Sia<0 (+oo)a =0
0 . ol
Sia#0,a’=1

nged)
- = iw

0 ] a™ =40

0 Sita>1
—=0 a”=0
T oo
wla>0 oo
_ ] a™“ =0
ala<0 - Si O<a<l

a =+

—ola>0 -

a {a <0 o

o Asintotas

Las asintotas son rectas a las que se aproxima infinitamente la gréafica de la funcion. Pueden ser de tres
tipos:

4 a) Asintotas verticales. Son rectas de la forma x=a (a es
un namero), y se dan cuando lim f(x) =40, 0 cuando
X—a

alguno de los limites laterales da + o0 . Para encontrarlas se
comprueba en puntos que no estan en el dominio (o0 en
puntos en los que cambia la expresion de la funcion en
funciones a trozos).

v

A b) Asintotas horizontales. Son rectas de la forma y=a (a
y=a es un ndmero), y se dan cuando limf(x)=a o

\__/ lim f(x)=a. (Solo puede haber una para cada lado de la

> gréafica y no tienen porqué coincidir).

c) Asintotas oblicuas. Son rectas de la forma y =mx+n (my n son nameros). Si la funcion ya

o f(x
tiene asintotas horizontales no puede tener oblicuas. Se da por la derecha cuando lim % =m=0
X—0

en este caso se obtienen = Iim(f (x)— mx) .(La asintota por el lado izquierdo se halla con x — —»)

La gréafica de la funcion puede cortar a las asintotas horizontales u oblicuas, pero nunca a las
verticales.
» Funcion continua en un punto
Una funcién fes continua en un punto a si cumple las tres condiciones siguientes:
a) Existe el limite (finito) de la funcion f(x) en x=a.

b) La funcién esta definida en x = a ; es decir, existe f(a). lim £(x) = f(a)

c) Los dos valores anteriores coinciden.
Si una funcién no es continua en un punto a, diremos que es discontinua en dicho punto.

10



o Continuidad lateral.
Una funcidn es continua por la derecha en un punto a si existe limite por la derecha en él y coincide
con el valor que toma la funcién en ese punto:
lim f(x) = f(a)
X—a

Una funcion es continua por la izquierda en un punto a si existe el limite por la izquierda en él y
coincide con el valor que toma la funcion en ese punto:

lim f(x)= f(a)

X—a~

o Tipos de discontinuidades
a) Una funcidn tiene una discontinuidad evitable en un punto cuando existe limite en él y no coincide
con el valor de la funcion en el mismo (o este no existe).
El valor que deberiamos dar a la funcién en dicho punto para que fuera continua en él se llama valor
verdadero de la funcion en el mismo.

\/\%\/\ AN
MY N

b) Una funcién tiene una discontinuidad de salto en un punto cuando existen los limites laterales
(finitos) en él y son distintos.

¢) Una funcion tiene una discontinuidad infinita en un punto si alguno de los limites laterales es infinito
(o menos infinito).

/

PoA
I T

» Continuidad en un intervalo
Una funcién es continua en un intervalo abierto (a,b) si lo es en cada uno de sus puntos.
Una funcién es continua en un intervalo cerrado [a,b] si lo es todos los puntos de (a,b) y ademas
es continua por la derecha en a y por la izquierda en b.

» Teorema de Bolzano
“Si una funcidn es continua en un intervalo [a,b] y toma valores de signo opuesto en los extremos,
entonces existe al menos un punto interior ¢ del intervalo en el que f(c)=0."

11



0 Interpretacion geométrica del Teorema de Bolzano
Si una gréfica continua pasa de ser positiva a ser negativa (0 viceversa), entonces atraviesa el eje
de abscisas en al menos un punto.

A

El Teorema de Bolzano es muy préactico para probar que determinadas ecuaciones poseen solucion.

> Teorema de Weierstrass
"Si una funcion es continua en un intervalo cerrado [a,b], entonces alcanza un valor maximo M y

un valor minimo m en ese intervalo".
o Interpretacion geométrica del Teorema de Weierstrass

Si una funcion es continua en [a,b], los puntos (a, f(a)) y (b, f (b)) pueden unirse por medio de
una curva continua. Asi, se obtienen dos puntos X; y X, del intervalo [a,b] en los que la funcion
toma, respectivamente, el menor y el mayor valor posible dentro de ese intervalo.

Consecuencias de los teoremas
a) Si una funcion f es continua en un intervalo [a,b] y k es un nimero comprendido entre los

valores f(a) y f(b), entonces existe algun c en (a,b) tal que f(c)=Kk.
b) Si una funcién es continua en el intervalo (a,b), la funcién toma en ese intervalo todos los
valores comprendidos entre el m&ximo y el minimo.

c) Si dos funciones f y g son continuas en un intervalo [ab]; f(a)>g(a) y f(b)<g(b) o
viceversa, entonces existe algun ¢ en (a,b) tal que f(c) = g(C).

y=g(x)

12



EJERCICIOS

1) Calcula el dominio:

2)

3)

4)

5)

6)

a) f(X):X3—3X+4 e) f(x):3x):_6 |) f(X): );;—ié
D) ()= 5o . =
X —36 f) f(x):X)i _116 J) f(X)_ X+3

0 f(x)=+x k) f(x)=In(3x-5)
e 9 (=71 ) f(x)= V3¢
d) f(x)_\lx+2 \/; _’\/X—4
- ) .
X h) f(x):g m) f(x)= x* -5
x* -1

Representa graficamente las siguientes funciones definidas a trozos:
4x* +4si 0<x<2
a) f(x) :{

bh) f(x)=
) 1) —gx+255i2<x£8

x<0
x>0

2x+1 si 0 ‘ ) 8‘
=|—x? +8x
x*+1 si y

El nimero y de miles de socios de un club de fatbol, a lo largo de los dltimos 12 afios viene dado
t?—4t+5si0<t<5

por la funcion y= f(t)=110 Sib<t<7 .
-t+17  si7<t<12

a) ¢En qué intervalos de tiempo creci6 o disminuy6 el nimero de socios?
b) ¢Durante cuanto tiempo se superaron los 5000 asociados?

Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:
a) 2X+2+2X‘1=% {x =0}
b) 2% -7.2"=8 {x=3}
c) 2°2-1=0 {x=2}
d) 3*-6-3'=3 {x=1
e) 2% -11.2"+24=0 {ng }
x=1log, 3
=2
f) 32 _lgm g0 X
3 x =log, 2 = 0'63093
Calcula los siguientes logaritmos:
Z)) :og2 8 c) Iog}/2 32 &) Iogzi
09,81
: d) log, 243 f) log1000
Calcula x en las siguientes expresiones:
= 1
a) log,36=2 &) log, = = x
b) log, x=-2 527
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7)  Representa graficamente las siguientes funciones exponenciales y logaritmicas:
a) f(x)= [%) b) f(x)=¢" c) f(x)=1logy, x
8)  Representa graficamente las siguiente funcion: y = |senx|

9) Calcula la composicion de las siguientes funciones:

a) f(x)=x+ly g(x)=1-x B f(x)- 2x2 Y §(x)= Vi
1 X* =X
b) f(x)=2x-1y g(x)=—— 2
x+1 &) T(x)=—t2 y g(x)=Ahe+1
0 1(0=y o(0= P
T x+1 y 9 Cx-2
10) Calcula los siguientes limites:
a) Ixiirg(—x2+6x—8) {-8} o lim x? —10x + 4 o)
b) lim(3+2x—Bx—1) (4} 2 27— Tx-14
x->2 d) lim In(e“l) {2}

x—1

11) Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas:
2 —_—
a) logl0x = log(x—1)+ 2 {x =%} ) 2(logx)" ~9logx+10=0

5
{x:loo;x:loz}

c) log(x—16)+log(x +5)=2 {x = 20}
12) Calcula los siguientes limites:

. 2x+1 Co2x3+2x -1
Q) lim =~ {0} d) ipl—i;gtﬁ—— o)
b) Jﬂ(Zx“ —X) {+ oo} & lim —3x33+ 2x -1 3l
o 2x% 4 2x -1 e Xl
0 lim==— x4 2x-1
f) xlimw—XZ = {+ oo}
13) Calcula los siguientes limites:
(X +4 xP+1 . (X+5 -2x+6
?) Xllmo[ x>-1 X J o} ) XILTO( X2 2x3+lJ treo)
b) lim 5x+1 x*-4 §} d) Xllrﬂo(\/xz—Z—\/3x2+5) {~ oo}
x>\ X2 =3 4X 4

14) Calcula los siguientes limites:
Vx+5-3 2 (5T .
) 3 e) lim 5 {e }
Yo 2

a) lim

X—2

L vy ) lim(@x—8)s €
c) lim—X=° {4} 0) Iim(x2 + x+1)71~” {+ oo}
X—5 m_ 4 x—0
d) nm(zx+5TX1 (e}
x>0 2X—5
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15) Dibuja el recinto limitado por las curvas: y=e*?; y=e™*; x=0.

ax+8
16) Considera la funcion f(x) = a6 Obtén los valores de a y b para que las rectas X=2 e
X +
y = —4 sean, respectivamente, la asintota vertical y horizontal de la funcion. {a =12;b = —3}
9-mx* . 3
Si X#—
17) Considera la funcion f (x) = 3-2X 2 Deduce el valor de m para que la funcion tenga
1 si x= 3
2
limite finito en el punto x :g y calcula su valor. {m =4;lim= 6}
18) Calcula las asintotas de las siguientes funciones:
3x-1 x° +2x%* -5
a) f(x)= A e
) 1= Q) 100222
x> +4x° %18
) T()=77 e f0)="7—,
C f(x =e_x2 2x
) ( ) f) f(x):ex2+1
19) Estudia la continuidad de las funciones:
X2 —2x*+ X2 x> -x+1 se x<0
8) f(x)=— &) f(x)=
X" —Xx-2 |x—1] se x>0
2 si x<l1 |X|
b) g(x)=4 1 si x=1 f) f(x)=2X+;
X+2 si x>1 0) f(x):ln(x+7)
xzsenl si x=0
c) h(x)= X In(-x) si  x<0
0 s x=0 h f(x)={ 3 si 0<x<1
X=9 2
d) f)={x-3 o 73 XX x>l
0 si x=3 x-1
20) Calcula ay b para que sean continuas en R las funciones:
B f(x)= e SI-X_O {azi}
X+2a si x>0 2
x* +bx -6 . e
b) g(x)= — {si g(2) esta definida y vale 5;b =1}
X —

l+senx si x<0
¢) h(x)={a+2x si 0<x<1 {a=1Lb=3}
x_b2 si x=>1

d)

Lx se O<x<l1
re)=y
ax“+b se 1<x
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21) Determina  f(-1) para que la funcion f(x):3+(x+1)~senL sea continua en R.

X+1

{f(-1)=3

22) Demuestra que las ecuaciones siguientes tienen al menos una raiz real, y localiza un intervalo
donde se encuentre:
a)2—x=Inx b) x =3+senx c)er=x-2

23) ;(Se puede afirmar utilizando el teorema de Bolzano que las funciones f(x)= ig y

X —

g(x) = x* + x® —7x+1, cortan al eje de abscisas en algiin punto de los intervalos [2,4] y [-1,0]
respectivamente?

24)Halla a y b de forma que sea aplicable el teorema de Bolzano a la funcion

cosx Si -7 <x<0
f(x)=4 a+x®> si 0<x<1.Hallael punto del interior del intervalo [ —z,z], al que hace

E si 1<x<rx

X

mencion dicho teorema. {a —Lb=2c= _’2’}

25) Prueba que la funcion f(x) = ZL alcanza el valor 2 en el intervalo [O%} , Y resuélvase, de
+sen x

ser posible.

26) La funcion y =tgx toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo [%%} y, sin

embargo, no se anula en él. ;Contradice esto el teorema de Bolzano?

27) Utiliza el teorema de Bolzano para demostrar que la ecuacion x°+x?—7x+1=0 tiene una
solucién en el intervalo [0,1].

28) Razona la respuesta correcta. Si f(x) es continua en [5,8] y ademés f(5)=1; f(8)=3, entonces:
a) Todos los valores de f estan en el intervalo [1,3].
b) Existe un valor c del intervalo (5,8) tal que f(c) =14,
¢) La funcién se anula en un punto.

29) Se puede afirmar que la ecuacion sen2x+2x—1=0 tiene al menos una raiz real?. Si es asi,
halla un intervalo en el cual se encuentre dicha raiz.

30) Si fes una funcién continua en un intervalo [a,b] y ademas, el signo de f(a) yelde f(b)
coinciden, ¢es posible que f tenga algin cero en ese intervalo?
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31) Determina los valores de a y b para que se pueda aplicar el teorema de Bolzano a la siguiente

senx+3 si —z7<x<0

funcion:  f(x)= COSX si 0<x<r .Indicael punto C € (— 7z,27r) en el que la funcion se

a
CoOsX+b si mw<x<2rx

anula. {a: 3;b:—2;c:7%}

32) Calcula el valor de k para que la siguiente tenga una discontinuidad infinitaen x =-2.

3% +4x -k
fX)=—7—— k = 4
( ) 2x+4 { }
33) Comprueba que la funcién f(x)=3tg2x +1 alcanza el valor 2 en el intervalo (0,7/4) y calcula el
valor ¢ de ese intervalo paraque f(c)=2. {c=r/6}
3
34) Dada la funciony = na Estudia su continuidad y calcula sus asintotas.
X +
{Continuaen R — {— 1}; asintotas: vertical X =—1; oblicua Yy =X—2}
35) Explica por qué puede asegurarse gque existe algun x, 0<x <, tal que: _S 4

24COSX

SELECTIVIDAD:

(Galicia, junio 2008)
Enunciado del teorema de Weierstrass. Si una funcién f(x) es continua en [a,b] y es estrictamente
decreciente en ese intervalo, ¢donde alcanza la funcion el maximo y el minimo absoluto?

(Galicia, septiembre 2009)
Enuncia e interpreta geomeétricamente el teorema de Bolzano. Dada la funcién
f(x)=e" +3x In(1+ x? ) , justifica si podemos asegurar que su grafica corta al eje OX en alguln
punto del intervalo [-1,0].

(Galicia, junio 2010)
Define de funcion continua en un punto. ¢ Cuando se dice que una discontinuidad es evitable?

X

¢Para qué valores de k, la funcion f(x) =

> es continua en todos los puntos de la recta

X +k
real?

(Galicia, septiembre 2011)
Enuncia el teorema de Bolzano. ¢Podemos asegurar que la grafica de la funcion

f(x)= SSen(gj —cos(x?) corta al eje OX en algun punto del intervalo (O, 7r) Razona la respuesta.

(Galicia, junio 2014)
2

i , . L i - i X —
Define funcion continua en un punto. ¢Qué tipo de discontinuidad tiene f (x) =7
X* —2x

en los

puntos x=0 y x=27?

17



2. DERIVADA DE UNA FUNCION

> Definicion de tasa de variacion media.
Se define la tasa de variacion media de una funcion en un intervalo [a, a+ h] como el cociente entre

el incremento que experimenta la funcion en ese intervalo Af = f(a+h)- f(a), y la amplitud del
intervalo, h.

fla+h) |

Ejemplo: La velocidad media de un movil (variacion de espacio con respecto al tiempo).

La variacion de temperatura en el interior de la Tierra con respecto a la profundidad.
Interpretacion fisica
El concepto de derivada de una funcion surgié al intentar determinar la velocidad instantanea de un
cuerpo en movimiento. Veamos como:

espacio recorrido

velocidad media ==
tiempo empleado

La velocidad media de un intervalo [ t,t,+h | viene dado por:

V, = et + hh) —elty) siendo e(t) el espacio recorrido en el tiempo t.

Si hacemos que h sea suficientemente pequefio, tendremos la velocidad en el instantet, .
e(to + h) — e(to)

V =lim

h—0

> Definicion de tasa de variacion instantdnea o derivada en un punto.
Se llama derivada de la funcién f en el punto a al siguiente limite, si es que existe:
f(a+h)-f(a)
h
Si el limite existe se dice que la funcion es derivable en el punto a. La derivada de una funcién en un
punto es un numero real.

@ =
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0 Interpretacion geomeétrica de la derivada.
“La derivada de una funcion f en un punto a es igual a la pendiente de la recta tangente a la funcion f

en ese punto a.”

fla+h) ¢

Demostracion:

Si consideramos la recta s que pasa por los puntos (a, f(a))y (a+h, f(a+h)), vemos que

f(a+h)-f(a )
( r)] (@) , pero si h se acerca a 0, esta recta se acerca a la recta

tiene por pendiente

tangente, por tanto:

fa+h)—f(a)
h

pendienterecta tangente= Ling = f'(a)
>

Nota: Si la funcion crece, la pendiente de la recta tangente en un punto a es positiva, por tanto f '(a)
es positivo; en cambio, si la funcidn decrece, la pendiente de la recta tangente en ese punto es negativa,

por tanto f '(a) es negativo.
Como consecuencia, si el punto a es un maximo o minimo relativo entonces f '(a) =0.

Consecuencias:
1°) Si una funcidn es derivable en x =a entonces existe recta tangente a la grafica en x =a.

2°) El contrario no es cierto siempre: puede existir recta tangenteen x=a 4
y no ser derivable la funcion en x =a.

v
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o Derivadas laterales.

Se llama derivada por la izquierda de la funcion f en el punto a al siguiente limite, si es que existe:
. f(a+h)-f(a
f'(a”)=lim ( )-1@)
h—0" h
Analogamente, se llama derivada por la derecha de la funcion f en el punto a al siguiente limite, si es
que existe:
f'(@) = lim
h—0*
Evidentemente, una funcion es derivable en un punto si, y solo si, es derivable por la izquierda y por
la derecha en dicho punto y las derivadas laterales coinciden.

f(a+h) - f(a)

Nota: Dada una funcion continua en x =a, si las derivadas laterales existen, pero no son iguales,
la grafica de la funcion presenta en x =a un punto anguloso. Graficamente, quiere decir que la recta
tangente que se obtiene como limite del cociente incremental de la funcion es diferente a ambos lados
del punto de abscisa x =a.

También puede ocurrir que una de las derivadas laterales en x =a exista y la otra sea infinita. En este
caso, el punto de abscisa x =a también es un punto anguloso.

Si las dos derivadas laterales son infinitas y de distinto signo, siendo f continua en a, entonces el
punto se denomina de retroceso.

A A A

v
v
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> Reglas de derivacion.

Aplicando la definicién de derivada, se obtienen las derivadas de las funciones elementales:

DERIVADAS DE LAS OPERACIONES

Suma

D[ f(x)£g(x)]=f'(x)£g'(x)

Egoducto por un D[k.f (x)] K f (x)
Producto D[ f(x).9(x)]=f"(x).9(x)+ f(x).9'(x)
Cosiente D{ f (x)} _ 0900~ (9’
g(x) 9(x)
reesea p{t[a(])=La(]e'(9)
FUNCION FORMA SIMPLE FORMA COMPUESTA
Potencia D(x*)=kx* D( f (x)k)z k£ (x) 7. F'(x)
D(e*)=¢" D(ef(x))zef(x).f (x)
Exponenciales
D(a*)=a"Ina D(af(x))zaf(x) Ina.f'(x)
1
o D(mx):% D(In  (x)) =5+ ()
Logaritmicas 11 1 1
D(Iogax):;-m D(log, x)=———-f'(x)

D (senx) = cos x

. . D(cos x)=—senx
Trigonometricas ( )

D (arcsenx) =

Funciones arco D(arccos x) =

D (arctgx) =

1+Xx

Dt () =[1+19f (4] (0= 1o )
Nwwmwwkgﬁ%§;+1m

D aocos 1 (1)) =~ 10

D (arctgf ()= 1 T (¥

Derivacion potencial-exponencial

Una funcion potencial-exponencial es del tipo a(x)

) "y esta definida cuando a toma valores

estrictamente positivos. Si a'y b son derivables, entonces a(x)"™ también es derivable.

s - senx
Veamos como se deriva: f(x)=(x"+1)

En primer lugar llamamos y a esta funcion y tomamos logaritmos neperianos en la igualdad

y= (X2 +l)senx

21




Iny= In((x2 +1)senx) = senx-ln(x2 +1)

Derivando

-

L:cosx-ln(x2+1)+senx-

y

x?+1

Despejando y”

Y= y(cosx-ln(x2 +1)+senx- xzz—tlj =(x* +1)Senx .(cosx- In(x* +1)+senx-%j

Derivacion implicita.

Cuando tenemos una igualdad en dos variables x e y en la que sabemos que y representa una funcion
de X, podemos derivar implicitamente ambos miembros y, si después es posible despejar y,
obtendriamos una expresion de la derivada de y aunque no conozcamos esta funcion:

Ejemplo: La curva xy +Iny =2 pasa por el punto (2,1), ¢cual es la tangente a la curva en ese punto?

Derivamos ambos miembros y después despejamos:
, 2

Yy +L 0=y axyyry=0= yP 4 (xy +1)y=0=> y=—2
y Xy +1
La pendiente de la tangente sera y ', , = __12 __1
@7 2.141 3
Por lo tanto, la ecuacion de la recta es

1
“1=—Z(x-2
y 3()

» Ecuacion de la recta tangente en un punto.
La ecuacion punto-pendiente de una rectaes: y—y, =m(x—x,).

Dado que m= f ‘(a) enel punto (a, f (a)) , tenemos que la ecuacion de la recta tangente en ese punto

es: y—f(a)="f'(a)(x-a)

» Ecuacién de la normal.
La recta normal de una funcion en un punto dado es aquella que es perpendicular a la recta tangente
a la gréfica en dicho punto.

. . 1
La pendiente de la recta normal esta dada por m'=——, entonces:
m

La ecuacion de la normal sera: |y - f (a)=- : (x—a)
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> Relacioén entre continuidad vy derivabilidad.

“Si una funcién es derivable en un punto a, entonces es continua en ese punto.” (El reciproco no es
cierto).
Demostracién:

Hay que probar que lim f (x) = f(a), que es lo mismo que Ihmg f(a+h)=f(a).

Como la funcion es derivable en a, existe f'(a):

lim( f (a+h)- f(a)):lhigg( f(a”‘g‘ f(a).hjzlim fa+h)- f(a).lmh: f(a)-0=0

h—0 h h

lim(f(a+h)-f(@)=0 = limf(a+h)=f(a)

» Funcidn derivada. Derivadas de orden superior.
Si una funcion f (x) es derivable en todos sus puntos se puede definir una nueva funcion f'(x), que
le hace corresponder a cada punto su derivada, a esta funcion se le llama funcion derivada de f (x) .
Si asuvez lafuncion f'(x) es derivable en el punto a, entonces a esta derivada se le llama derivada
segunda de f (x) en a.
Siuna funcidn f(x) es derivable dos veces en todos sus puntos se define una nueva funcion f''(x),
que le hace corresponder a cada punto su derivada segunda, a esta funcion se le llama funcion derivada
segunda de f (x).
Repitiendo el proceso se pueden obtener las derivadas sucesivas f "(x), f"(x), etc.
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EJERCICIOS

1) Calcula las derivadas de las siguientes funciones en el punto que se indica utilizando la definicion:

a) f(x):X_—Jrllen X=2 b) f(x):\/ﬁ

en x=-1

2) Comprueba que la funcion f (x) = |x| no es derivable en 0.
3) Deriva simplificando el resultado:

a) y=(2x2—3x+1)3 K) y=(1-e7)Vx*+cos’ x

b) y—L ) y—x-arcseni
(x> +3)° Jx
c) y=x"-senx m) y =arccos(senx)
d) y=2x-ln(x+1) n) y:cotgs(3x3)
3x
e) y:)l(r?x 0) y:In(tg(arcsenx))

p) y=e+arctgx’

0 26 g5 q) y=3x+4/cos(2x+1)
y=X
1
W y=A )y
1+x 1+

i =In, [—— =
) Y T x s) Yy =%

j y:m(_senxj N y=e" x4l
X

4) Calcula la funcion derivada:

f) y=(tg’x+1)cosx

A 109=(x+D" Q) f(x)z(x_ﬂjx
b) f(x)=(nx)*" x—1
c) f(x):xX2 e) f(x)=3/xcosx

i X+1
5) Halla las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la curva y =1 en el punto de
X_

abscisa 2.
6) Halla los puntos en los que las rectas tangentes a la curva y = 3x* + 4x® —12x* + 20 son paralelas al
eje de abscisas.

7) Deriva y simplifica :

a) y:§\/x2—4 {y‘: X2—2} d y=In lyx {y‘: 1 }

JIx2—4 1-x 1—x?
b) y—InSEMXHCOSX (0 5 cion &) y=Intgx {y;}
Senx — CosS X Senx-Ccos X
| f) y=arctg1+ex {y'= ¢ }
c) y=2xInx-4Jx {y':%} 1—e* 1+e%
X
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X . tgx -1 2
=In(senx)—x-cotgxsy'= i = - Z
9) ¥ = In(senx) J {y senzx} )y tgx +1 {y 1+sen2x}

a+Xx o1 . 1-x* -2
)y 9 {y n xz} j) y=arcsen T {y 1+x2}

8) Usa la derivacion logaritmica:

x¥ {y'zx%( I\r}i+ﬂ}
Rx* X
(20)" {y'=(2x)'"x(ln 2x):—|n x)}

2

2 2 .
(sen2x)’ {y' = (sen2x)’ [2x-|n(sen2x)+m]}

a) Yy

b) y

oy Sen2x

Xz_ex

d y=xX {y'=xx2‘ex(erxlnx+x2exlnx+xex)}

9) Halla el valor de y’ en el punto x=1, y=1, siendo X’ -y* =1

10) Relaciona las graficas de las dos columnas de manera que a cada funcion le asignes su derivada.

[€Y! [Ca)
(2} (B
\
\
\
\\ ,}
[©) e
FaiinN
\
\
\
\
\
A\
\
11) Obtén k en la funcion f (x) = |2(X +i sabiendo que la pendiente de la recta tangente a su gréafica en
X+

X, =—1es -1.
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. X—2 .
12) Halla las ecuaciones de la tangente y de lanormal ala curva y = a1 en el punto de corte de ésta
X+

con el eje de abscisas. {x-3y=2; 3x+y=6}

13) Dada la funcién f (x) =x*+bx+c, hallaby c para que la curva sea tangente a la recta y = 2x
enel punto P(2,4). (b=-2,c=4}

14) Dada la parabola de ecuacion y = x> —2x+5, halla la ecuacion de la recta tangente que es paralela
a la recta que une los puntos de dicha parabola de abscisas 1 y 3.

s 1 .
: L - = 0
15) Estudia la derivabilidad de la funcion:  f (x) = X senx S
0 si x=0
. ., ax’ +3x (x<2

16) Calcula a y b para que sea derivable en R la funcion f(x)=+ , ( )

x*—bx—-4 (x>2)
{a=2b=-7}
17) Determina los puntos de la curva Y = X3, en los que su tangente es paralela a larectay =3x+14.

{x==1}

18) Determina los valores del parametro a, para que las tangentes a la curvay = ax® —ax® + 7x—18

en los puntos de abscisas x =1y x =2 sean paralelas. {a =00a :%}

19) Demuestra que la recta y =—x+4 es tangente a la curva y = x> —6x*+8x . Calcula el punto de

tangencia, y estudia si la recta dada corta a la curva en otro punto distinto al de tangencia.
{Punto de tangencia (1,3);la corta en (4,0)}

20) Sea f : R — R la funcion dada por: f (x):|8—x2|. Dibuja la grafica. Calcula los puntos de
corte de la gréfica de f con la recta tangente a la misma en el punto de abscisa x = -2.

((-2.4);(2-216,20-8J6);(2+ 246,20 +8J6 )|

. ax+bx? si 0<x<2 _
21) Se sabe que la funcién f :[0,5] — R, dada por f (x) = es derivable en

c+vx—-1 si 2<x<5
el intervalo (0,5) y verifica f(0)=f (5).;Cuantovalena, by c? {az_?s;b=%;c=—2}

22) Sean las funciones f (x)=Inx-b, g(x)=avx+b

a) Determina ay b para que ambas funciones sean tangentes entre si al pasar por x =1.
{a=2;b=-1}

b) Determina en qué puntos se anula cada una de estas funciones. { f >x=e'g->x =1/4}

c) Determina cual es el dominio de la funcién producto h(x)= f (x)g(x). {D(h) = (O,+oo)}
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23) Hallar los valores de a, b y ¢ para que las graficas de las funciones f(x)=x2+ax+b y
g(x)=x*+c pasen por el punto (12) y en este punto tengan la misma tangente.
{a=Lb=0;c=1}

0 Si x<-1
24) Dada la funcion f definida por: f(x)=<ax’+bx si -l1<x<2. Se pide:
11x-16 si 2<X
a) Hallar ay b para que la funcion sea continua en todo x real. {a=Lb=-1

b) Analiza su derivabilidad. {Derivable en todo R, salvo en x=-1}

x> =5x+m si x<1

25) Dada la funcion: f (x) :{ se pide calcular los valores de los parametros m

—x2+nx si x>1

y n para que sea continua y derivable en el intervalo [-20, 20]. {m=2n=-1

26) Determina, si es que existen, los valores de a y b para los que la siguiente funcién es derivable en
el punto x=3.
ax’+b si |x|<3
f(x)= .
() 1 si [x>3
X
a) ¢Enqué punto laderivadade y=(Inx-1)-x es 1?

b) ¢Hay algin punto en la curva y =e** de tangente horizontal?

SELECTIVIDAD:

(Galicia, junio 2008)
a) Definicion e interpretacion geométrica de la derivada de una funcién en un punto.

ax+b six<-1
b) Calcula los valores de a 'y b para que la funcion f(x) =
x> —4x six>-1
sea continuay derivable en x = -1. {a=-6b=-1}

(Galicia, septiembre 2010)
Definicion e interpretacion geométrica de la derivada de una funcion en un punto.

(Galicia, junio 2012)
a-x* si x<1

Determina los valores de a para que la funcion f(x)=< 2 ) . sea continua. ¢Es derivable
— SI X>
ax

en x = 1 para algun valor de a? {continua para @ =—1 6 a = 2 no es derivable para ningdn valor de a}

(Galicia, junio 2014)
ax+b

cx—1
vertical y que y=5x-6 es la recta tangente a su gréfica en el punto correspondiente a x=1.

Dada la funcion f (x) =

. 1 .
calcula los valores de a, b, ¢ sabiendo que x = > es una asintota

Para los valores de a, b, ¢ calculados, ¢posee f (x) més asintotas?
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3. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS AL ESTUDIO DE LAS
PROPIEDADES LOCALES Y GLOBALES DE UNA FUNCION

» Definicidn de funcidn creciente y decreciente
Diremos que f(x) es creciente en a si existe un entorno de a tal que para dos puntos cualesquiera
del mismo de la forma a—h,a+h (h >0) se verifica:
f(a—h)< f(a)< f(a+h)

Diremos que f(x) es decreciente en a si existe un entorno de a tal que para dos puntos cualesquiera
del mismo de la forma a—h,a+h (h > 0) se verifica:
f(a—h)>f(a)> f(a+h)

Se dice que una funcién f es creciente en un intervalo

(a,b), si es creciente en todos los puntos de ese intervalo, |

0 intuitivamente, si se cumple: o)l - '
VX, %, € (@,b) /% <x, = f(x)< f(x,) el .

a X X3 h

Una funcion f es decreciente en un intervalo Creciente Decreciente
(a,b), si es decreciente en todos los puntos de ese
intervalo, o también si:

VX, X, € (a,b) /1 x, <x, = f(x)= f(x,)

fixy) = flxg) 1--

Proposicion:

f derivable y creciente ena = f'(a)=0 SR

f derivable y decrecienteena = f '(a)<0 ik

onstante

Demostracion:

f crecienteena =

fa+h)-f@_ ,
. >

Por lo tanto, f'(a) = ng f(a+hr)]— f(a) >0

Analogamente, se demostraria que si f es decreciente en a, entonces f '(a) <0.

Proposicion:
f derivableenay f '(a)>0 = fes creciente en a.

f derivableenay f '(a) <0= f es decreciente en a.
Demostracion:

>0 y por lo tanto existe un

Sabemos que f ‘(a) = lim— &N =@ _ . f@-h-1(a)
h—0 h h—0 —h
entornode aenque f(a—h)< f(a)< f(a+h)

Por lo tanto, f es creciente en a.
Analogamente el segundo apartado.
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> Definicion de extremos relativos y absolutos.
Se dice que un punto a es un maximo relativo de la funcion f si existe un intervalo abierto | que contiene
aatalque f(x)<f(a) Vvxel.
Se dice que un punto a es un minimo relativo de la funcion f si existe un intervalo abierto | que contiene
aatalque f(x)>f(a) Vvxel.

Se dice que un punto a es un méaximo absoluto de la funcién f si f(x)< f(a) vxeD(f).

Se dice que un punto a es un minimo absoluto de la funcién f si f(x)> f(a) vxeD(f).

> Criterios para el calculo de extremos relativos.

Teorema.
“Si f es una funcion derivable y a es un maximo o minimo relativo entonces f'(a)=0"

El enunciado reciproco no es cierto. Asi, por ejemplo la funcion f (x)=x°, verificaque f'(0)=0y,

sin embargo, en x = 0 no tiene extremo (es creciente).
El teorema anterior nos permite hallar los puntos candidatos a maximos 0 minimos en un intervalo
abierto. Estos puntos son las raices o ceros de la ecuacion f'(x)=0.

A A A

Vo \\

[

v

maximo relativo minimo relativo no hay extremo

Obtenidos estos puntos, los siguientes criterios precisan si en ellos existe maximo, minimo o0 ninguna
de las dos cosas.

o Criterio 1. Variacion del signo de la derivada primera en el entorno del punto.
Sea x=a un punto donde la funcion puede alcanzar un maximo o un minimo relativo.
- Sialaizquierdade x=a es f'>0 (funcion creciente) y a la derecha f'<0 (funcion decreciente),
entonces la funcién alcanza un méximo relativo en ese punto.
- Sialaizquierdade x=a es f'<0 (funcion decreciente) y a la derecha f'>0 (funcidn creciente),
entonces la funcién alcanza un minimo relativo en ese punto.

o Criterio 2. Valor de la derivada segunda en el punto.
Si fesuna funcién dos veces derivable en el punto a y ademas, f '(a) =0.En x=a lafuncion puede
alcanzar un maximo o un minimo,
- Si f "(a) >0, entonces la funcién alcanza un minimo relativoen x=a.

- Si f "(a) <0, entonces la funcién alcanza un maximo relativoen x=a.
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» Concavidad y convexidad.
Se dice que una funcion f es convexa en un intervalo si en cualquier punto de ese intervalo la recta
tangente a la gréafica estd por debajo de ella.
Se dice que es concava si la recta tangente esta por encima de la gréfica.

Convexa Cébncava

Teorema.
“Si una funcion f es dos veces derivable en el intervalo abierto (a,b), se cumple que si
f"(x)>0 WVxe(a,b) entonces la funcion es convexa, y si f"(x)<0 Vxe(a,b) entonces es

concava.”

0 Puntos de inflexion.
Los puntos donde la funcién pasa de concava a convexa o viceversa se llaman puntos de inflexion.

Teorema
“Si f es una funcion dos veces derivable y a es un punto de inflexion entonces f "(a)=0.”

> Criterio para el célculo de puntos de inflexion
- Si en la funcion se anula la derivada segunda en x =a, y esta cambia de signo de la izquierda a la
derecha entonces es un punto de inflexion. Si la derivada segunda no cambia de signo no lo es.
-Si f"(@)=0yf "(a) 0= x=a es punto de inflexion.

> Problemas de optimizacion.

El calculo de maximos y minimos mediante derivadas permite resolver de una manera sencilla y rapida
muchos problemas que aparecen tanto en matematicas como en otras disciplinas cientificas. Son
problemas en los que se trata de optimizar una funcion. Por ejemplo, minimizar los costes de una
produccidn, buscar la forma adecuada para comercializar un producto, etc.

Para resolverlos seguiremos el esquema general:
1) Mediante los datos del problema se plantea la funcién que hay que maximizar o minimizar.
La mayoria de las veces tiene dos variables.
2) Si la funcidn tiene mas de una variable hay que relacionar las variables mediante ecuaciones
a fin de conseguir expresar la funcion inicial planteada (punto 1) en funcion de una sola
variable.
3) Se hallan los maximos y minimos de esta funcion.
4) Se interpretan los resultados obtenidos rechazando aquellos que por la naturaleza del
problema no sean posibles.
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Ejemplos:

1.-De todos los triangulos isosceles con lados iguales de longitud 1m, cudl es el que tiene area
maxima?

En primer lugar consideramos la funcion a optimizar, en este caso el area:

A= % , vemos que se trata de una funcion en dos variables, por lo tanto tenemos que

encontrar una relacion entre ambas variables que nos permita reducir la funcion a optimizar a una unica
variable.

Teniendo en cuenta los datos del problema:
2
h? +b— =1
1 1 4
h Despejando h:
2
h= -2
b 4

Sustituyendo en la expresion del area:

bZ
b-,/l—— 2
A=—4=l(b. /1_b_J
2 2 4

Para hallar el valor maximo de esta funcion, calculamos la derivada:

1 2b°
- B b
A=1 1_% b 1 2.( 2bj _% 42
1.0 10"
4 4
b2
Igualamos la derivada a 0: A'=0 1" = 0 b=+2

Se comprueba facilmente que b = V2 es el méaximo de la funcion.
. . o 1 .
Por lo tanto el triangulo de area maxima es el de base b = V2 y altura h = \/; ,'y ese area es de 0,5m?
2.- Una hoja de papel publicitario, de forma rectangular, debe llevar una zona impresa de

128 cm?, y los margenes deben ser de 1 cm para la superior y la inferior, y de 2 cm para las laterales.
¢ Cuales seran las dimensiones del rectangulo de papel de menor area donde se puede imprimir la hoja?

Llamamos x e y a las dimensiones. La funcion a minimizares A=x-y
Buscamos la relacion entre ambas variables:
La zona impresa tiene un area de (x—2)(y—4)=xy -2y —4x+8=128cm’
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Despejamos y en funcion de x:

y(x-2)-4x=120=y= 4X+1220
X_

Sustituyendo en la expresion del area:

o Ax+120 4x% +120x " x* +30x

A: =
X—2 X—2 X—2

Derivando:

(2x+30)(x—2)—(x* +30x) 4. X =4x=60

(x-2) (x-2)

(2x—4)(x—2)2—(x2—4x—60)~2-(x—2)=4. 128

N d. 4 :
(x-2) (x-2)

Al igualar A"= 0, obtenemos las soluciones x =—6 y x =10, la primera no es valida y la segunda,
sustituida en la segunda derivada, da claramente un valor positivo, por lo tanto x =10 es el valor en
que se alcanza el minimo. La soluciénes x =10cmey = 20cm y el area minima es 200 cm?.

» Enunciado de la Regla de I’Hépital

Si fy g son dos funciones derivables, se cumple que:

9 lim (%)

1) Si limf(x)=0, limg(x)=0 y existe lim——, entonces existe y ademas
X—a X—a x>a g (X) x—a g(x)
lim—) _ iy L0
X—a g(x) x>a g (X)
- . : . f'(x) . . () .
2) Si limf(x)=o0, limg(x)=c Yy existe lim——=, entonces existe lim——= y ademas
X—a x—a x->a (g (X) x—a g(x)
lim—) _ iy L0
X—a g(x) x>a g (X)
(a puede ser oo,—o0 0 un nNUmMero)
Ejemplos:
a) lim< _1=(9jzlime—=1
x>0 X 0 x>0 1
2
o) lim—X [ 2] jim - _[ 2 ) im8 -2
x>2 2X°+X \o /) x»4x4+1 (o) x=4

Nota: La Regla de I’Hopital sirve para hallar limites con indeterminaciones del tipo (0/0) y (oo / o).
Hay otros tipos de indeterminaciones como (0- o), (oo — oo ) que se reducen a uno de los anteriores
transformando adecuadamente las expresiones.
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Las indeterminaciones de tipo exponencial como 1%,0°, 0’ se resuelven considerando sus logaritmos.

1- 1
_ 2
a)“ng(i_ij:(oo—oo):||ngm:(9]:||m Cos X]_
o\ tanx X x=>0 ¥ .tan X 0 tan X+ X :
cos? x
) cos®x—1 0) .. —2C0S Xsenx 0
—lim——= 2 [ 2o fjim—— 2 2 g
x=0 COS X - SeNX + X 0 x>0 —sen“X+cos“ X+1 \ 2
1
) . Inx T
b)Ilm(x~Inx):(0-—oo)=I|m—:(f]:llmizllm—:Ilm(—x):O
x—0" x—0" 1 o0 x—>0*; x—0" —X x—0"
X x?

. X A0
c)leLrg(senx) =0
Llamamos L= Iing(senx)x. Aplicando logaritmos:

InL= In(lim(senx)x) = Iim(ln((senx)x)) =lim(x-In(senx)) =(0-o0) =

x—0 x—0 x—0

COS X
_In(senx © . . x?cosx (O . 2XcosXx—x%senx O
=|Im(—)= — | =1lim3EMX__ |im =| = |=1lim =~ =0
x>0 1 w) 0 =1 x>0 —senx 0) x0 —CO0S X -1
X x>

Por lo tanto, Iirr(}(senx)X =e’ =1

» Teorema de Rolle
o Enunciado
“Si una funcion f es continua en el intervalo cerrado [a,b], derivable en el abierto (a,b) y f(a)= f(b)
, entonces existe un punto c del intervalo (a,b) tal que f'(c)=0"

o0 Interpretacion geométrica del Teorema de Rolle
Si una funcion es continua en el intervalo cerrado [a,b], derivable en el abierto (a,b) y f(a)= f(b),

entonces existe un punto c en el interior del intervalo (a,b) en el cual la recta tangente a la grafica de
la funcion tiene pendiente cero, es decir, es paralela al eje de abscisas.

tangente honzontal

a = b

El Teorema de Rolle se suele utilizar en combinacion con el Teorema de Bolzano para estimar o
incluso conocer con exactitud el nimero de soluciones de una ecuacion.
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» Teorema del VValor Medio del Calculo Diferencial (o de los Incrementos
Finitos)
Enunciado

“Si una funcidn es continua en el intervalo cerrado [a,b] y derivable en el abierto (a,b), entonces existe
un punto c del intervalo (a,b) tal que f(b)-f(a)="f '(c)(b—a), o lo que es lo mismo,
f I(C) — f(b)_ f (a) »”
b—a
0 Interpretacion geométrica del Teorema del VValor Medio del Calculo
Diferencial

Si una funcidn es continua en el intervalo cerrado [a,b] y derivable
en el abierto (a,b), entonces en algln punto del interior del intervalo
la tangente a la gréfica es paralela a la cuerda, recta que une a los

bl —_ puntos (a, f(a)) y (b, f(b)), ya que la pendiente de esta recta es
" f(b)-f (@)
b-a

||«!| —
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4. REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

Para representar graficamente una funcion vamos a seguir los siguientes pasos:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Dominio.

Es el conjunto de puntos en los que esta definida la funcion (el conjunto de puntos que tienen
imagen). Hay que tener en cuenta que los denominadores no pueden ser cero, no existen raices
de indice par de nimeros negativos, no existen logaritmos de cero ni de nimeros negativos, etc.
Simetrias.

Una funcion es simétrica par si f (—x) = f(x).

Una funcion es simétrica impar si f (—x) =—f (x)

Si una funcién tiene alguna de estas simetrias podemos estudiarla solo para la parte positiva del
eje de abscisas y después se amplia a la parte negativa.

Puntos de corte con los ejes de coordenadas.

Con el eje de abscisas seran los puntos donde f(x)=0.

Con el eje de ordenadas seré el punto (0, f (0)) .

Asintotas.
Las asintotas son rectas a las que se aproxima infinitamente la grafica de la funcion. Pueden ser
de tres tipos:

a)  Asintotas verticales. Son rectas de la forma x=a, y se dan cuandolim f (X)=ioo, 0

X—a

cuando alguno de los limites laterales da +oo. Para encontrarlas se comprueba en puntos
que no estan en el dominio (0 en puntos en los que cambia la expresion de la funcion en
funciones a trozos).

b)  Asintotas horizontales. Son rectas de la forma y =a (a es un nimero), y se dan cuando

limf(x)=a o lim f(x)=a. (Solo puede haber una para cada lado de la grafica y no

X—0
tienen porqué coincidir).

c)  Asintotas oblicuas. Son rectas de la forma y = mx+n (my n son nimeros), si la funcion
ya tiene asintotas horizontales no puede tener oblicuas, se da por la derecha cuando

Iimw: m=0, en este caso se obtiene n = lim( f (x)—mx). (La asintota por el lado

X—0 X

izquierdo se halla con X —» —0)
La gréfica de la funcion puede cortar a las asintotas horizontales u oblicuas, pero nunca a las
verticales.
Crecimiento y decrecimiento. M&ximos y minimos.
Se calculan las raices de la derivada de la funcion (nos daran los posibles maximos o minimos).
En los intervalos abiertos que hay entre estos puntos (teniendo en cuenta el dominio), la derivada
sera positiva o negativa.
Los intervalos donde la derivada es positiva son los intervalos de crecimiento, los que tienen
derivada negativa nos dan los intervalos de decrecimiento.
Un punto donde la derivada es cero sera maximo si antes de él la funcién crece y después de él
decrece, y sera minimo si antes la funcion decrece y después crece; (si antes y después crece, 0
si antes y después decrece, no es ni maximo ni minimo).
Convexidad y concavidad. Puntos de inflexion.
Se calculan las raices de la derivada segunda de la funcién (nos daran los posibles puntos de
inflexion). En los intervalos abiertos que hay entre estos puntos (teniendo en cuenta el dominio),
la derivada segunda sera positiva o negativa.
Donde sea positiva la funcion es convexa y donde sea negativa concava.

35



7)

Un punto donde la derivada segunda es cero sera de inflexién si antes de él la funcién es convexa

y después concava, 0 viceversa.

Finalmente, se hace la representacién grafica teniendo en cuenta todos los pasos anteriores.

Ejemplo de representacion grafica.

f(x)=

1)

2)

3)

4)

5)

eX
X% —

9

Dominio.

Los puntos que anulan el denominador (3 y —3) no pertenecen al dominio, por tanto:
D =(-o0,-3)U(-3,3)U(3,»)

Simetrias.
e e . . T
f(=x) =( § =<7 g comono coincide con f(x) nicon — f(x), No es simétrica ni par
-X) -9 X -
ni impar.

Cortes con el eje X.

X

y=0= =0= e* =0= no tiene solucidn, no corta al eje X.

x*—9

Corteconel eje Y.
0

0°-9

Xx=0= :—%: lo corta en el punto (0,—%)

Asintotas verticales. Buscamos en los puntos que no estan en el dominio.

X

lim ——— =+ = x = -3 es asintota vertical
x>-3x° -0
X

lim——— =+ = x =3 es asintota vertical
x>3 X -9
Asintotas horizontales. Vamos a necesitar aplicar I’Hopital.

e” e’ e’
lim = lim— = lim— = o0 => no tiene asintota horizontal por la derecha

X—>0 X2 -9 x>0 2X X—>0

X
lim ——=0= y =0 es asintota horizontal por la izquierda
X—>—00 X —_
Asintotas oblicuas. Por la izquierda no tiene pues ya la tiene horizontal.
. f(x) . e : e et e . . i
m= |ImL: lim———=lim———=Ilim— =lim— = co = no tiene asintota oblicua por
D ¢ x50 X7 —0x x50 33X =9 xoxfX xo» §

la derecha.

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y Minimos.
" (x2 —2x—9)
f'(x)=

(o]

maximos o minimos.

=O:>x2—2x—9=0:>x1:1+\/ﬁ,x2:1—J1_0 son los posibles
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intervalos | (—o,-3) (—3,1—@) (1—\/5,3) (3,1+\/E) (1+\/E,oo)
f'(x) + + - - +
crece crece decrece decrece crece

Crece en (—o0,~3)U(-3,1-v10)u(1++10,)
Decrece en (1—\/5,3)u(3,1+ \/E)
Hay un maximo en x =1-410 = (1—\/5,—0'03)
Hay un minimo en x:1+\/ﬁz>(1+\/1_0,7'7)

6) Convexidad y concavidad. Puntos de inflexién.

f(x) =

e (x“ —4x% —12X? + 36X +99)

no tiene solucion, por tanto no hay puntos de inflexion.

(x-9)

=0= X" —4x3-12x* +36x+99=0=

intervalos (—o0,-3) (-3,3) (3,00)
f"(x) + - +
convexa concava convexa

Es convexa en (—o,—3)U(3,2)

Es concava en (—3,3)

7)  Representacion grafica.

/
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EJERCICIOS

1)

2)

3)

4)

5)

X

6)

7)

8)

9)

Obtén los intervalos de monotonia y extremos relativos de las funciones:
a) f(x)=In(e*+e™)

b) f(x)=x-e*
) f(x)=x"-Inx*

¢Puede tener algun extremo relativo la funcién y = 2x +cos x?
Halla los intervalos de concavidad y convexidad (curvatura), y los puntos de inflexion de las

funciones:
a) f(x)=(x-1)-e” b) f(x)=x:|x]

Obtén los parametros a y b para que la funcién y = x* + ax + b alcance un minimo en el punto
P(-1,2).

La curva dada por y=x?+ax+b pasa por el punto P(-2,1) y alcanza un extremo relativo en

=-3.Hallaayh.

La funcion f (x)= x> +ax? +bx+c, tiene un punto de derivada nula en (1,1), que no es un

extremo relativo. Razona el valor de a, b y c. {a=-3b=3,c=0}

Halla los parametros para que la funcion f(x)zax3 +bx*+cx+d tenga un maximo en el

punto M (-2,21)y un minimo en el punto m(-1,6).

Determina los parametros para que la funcion f(x)zax3 +bx® +cx+d tenga un punto de

inflexionen P (—2, 6)con tangente en ese punto paralela a la recta 8x+7y+10=0, y que tome
ademas el valor —2 para x=0.

Calcula la ecuacion de la recta tangente a la curva y=x>—6x*+16x—11 en su punto de
inflexion.

10) Halla b. c y d para que f (x) = x® +bx? + cx + d tenga un punto de inflexion en x =3, pase por

P(0,1) y alcance un extremo en x =-3.

11) Calcula el valor de a (nimero real) para que la grafica de la funcion f (x) = ax? +% tenga un

punto de inflexion en P(l, f(l)) , y obtén la ecuacién de la recta tangente a la curva en dicho

punto. {a=-3}

12) Halla los extremos absolutos de la funcién f(x) = x> —6x*+10 en el intervalo [-1,7].
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13) Encuentra una funcién cuadratica f que verifique las siguientes condiciones:
a) f"(3)=4
b) tiene un extremo relativo en x =1/4
c) su gréfica pasa por P(L6).

14)Lacurva y=x*+a-X* + fB-x+y corta al eje de abscisas en x=1y tiene un punto de inflexion
en (3,2). Calcula los puntos de la curva que tengan recta tangente paralela al eje OX.

15) Determina los puntos de la curva y =3x* —5x+12 en los que la recta tangente a ella pasa por
el origen de coordenadas. Escribe las ecuaciones de esas tangentes.

16) Estudia los intervalos de crecimiento y los maximos y los minimos de la funcion dada por
y= |x2 +2X —3|

17) Determina la funcion polinémica ax® + bx* +cx+d sabiendo que tiene como derivada segunda
x -1y que tiene un minimo relativo en el punto [4,—%) {P(x) :%x3 —%xz —4x+13}
18) Dada la funcion f (x) = x* —2* + x —1, demuestra que existen «, < (1,2) tales que

f(@)=0y f'(f)=2.Dique teoremas utilizas.

Problemas de optimizacion

19) Determina dos numeros reales positivos de los cuales sabes que su suma es 10 y que el producto
de sus cuadrados es maximo. {x=5;y=5}

20) Calcula la longitud que deben tener los lados de un terreno rectangular de 400 m? de area si
queremos que el perimetro de su contorno sea el minimo posible.

21) Se quiere construir un recipiente conico de generatriz 10cm y de capacidad méxima. ¢Cuél
debe ser el radio de la base? Recuerda: v :%th

cono

22) Se desea construir una caja cerrada de base cuadrada cuya capacidad sea 8dm?. Calcula las
dimensiones de la caja para que su superficie exterior sea minima. {x=2;y=2}

23) Entre todos los tridngulos isosceles de perimetro 30cm, ¢cual es el de a&rea maxima?

24) Se quiere construir un depésito de laton con forma de cilindro de area total 54cm?. Determina
el radio de la base y la altura del cilindro para que el volumen sea maximo.

(Recuerda: V.0 = A, -altura=R%n; A, = 22Rh+22R?)

25) Un alambre de 1 m de longitud se divide en dos trozos y con ellos se construye un cuadrado y
un circulo respectivamente. Calcula la longitud que tiene que tener cada trozo para que la suma
de las &reas sea minima.

39



26) Divide un segmento de 60 cm en dos partes tal que la suma de las areas de los triangulos
equilateros construidos sobre ellas sea minima.

27) Determina la base y la altura de una cartulina rectangular de perimetro 60cm que, que al dar la
vuelta completa alrededor de un lado vertical, gire un cilindro de volumen méaximo.

—=— Eje de giro —=

Altura

Radio c)

28) Dada la funcion f :[1,e]—>iR definida por f(x):£+lnx, determina cuales de las rectas
X

tangentes a la grafica de f tienen la maxima pendiente.

29) De todas las rectas que pasan por (1,2) encuentra la que determina con los ejes de coordenadas,
y en el primer cuadrante, un tridngulo de area minima.

30) Entre todos los triangulos inscritos en una semicircunferencia de 10cm de diametro, ¢cual es
el de area maxima?

31) Queremos hacer un envase con forma de prisma regular de base cuadrada y capacidad 80cm?.
Para la tapa y para la superficie lateral, usamos un determinado material, pero para la base,
debemos emplear un material un 50% mas caro. Determina las dimensiones de este envase para
gue su precio sea el menor posible.

32) Un barco B y dos ciudades A y C de la costa forman un triangulo rectangulo en C. Las
distancias del barco a las ciudades Ay C son 13 Km. y 5 Km, respectivamente. Un hombre
situado en A desea llegar hasta el barco B. Sabiendo que puede nadar a 3 Km/h y caminar a 5
Km/h, ¢a qué distancia de A debe abandonar la costa para nadar hasta B si quiere llegar lo antes
posible?

33) De entre todos los rectdngulos de area la unidad, hallar las dimensiones de aquel que tiene
minimo el producto de sus diagonales.

34) Determina el punto de la grafica que a cada nimero le hace corresponder su doble y cuya
distancia al punto (6,3) es minima. ¢Cual es esa distancia?

35) ¢Qué dimensiones debe tener un paragiiero con forma de prisma cuadrado de 20dm?® de
volumen, para que en su fabricacion se gaste la menor cantidad posible de material?

36) De todos los triangulos isosceles inscritos en una circunferencia de 5cm de radio, halla las
dimensiones del que tiene mayor area.

37) Considérense las funciones f(x)=¢*,g(x)=-¢e"
Para cada recta r perpendicular al eje X, sean A y B los puntos de corte de dicha recta con las
gréficas f y g respectivamente. Determinese la recta r para la cual el segmento AB es de longitud
minima.
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38) De entre todos los rectangulos situados en el primer cuadrante que tienen dos de sus lados sobre

los ejes coordenados y un vértice en la recta r de ecuacion E+ y =1, determina el que tiene

mayor area.

39) Un rio describe la curva y =%x2 con x e[-3,3]-

En el punto A(0,4) hay un pueblo.

a)

abscisa X.

b)

Expresa la funcién distancia entre un punto cualquiera del rio y el pueblo en funcién de la

¢Cuales son los puntos de este tramo del rio que estdn mas alejados y mas cercanos al pueblo

(Sugerencia: estudia los maximos y minimos del cuadrado de la funcién hallada en el apartado
anterior)

c)

Y

A0, 4) By

(=3.0)

40) Considérese el recinto limitado por la curvay = x* y la
situados como el de la figura, determinar el que tiene &rea maxima.

a)
b)
c)
d)
€)
f)
9)

h)

L

‘:1=f| x
recta y = 3. De entre los rectangulos

¢Hay algan punto del rio que esté a una distancia menor que 2 del pueblo?

(—x, ) X ¥)
| X
41) Calcula los siguientes limites:
lim tg_X {1} I) i sen(a+x) esena {esena}
=0 X x>0 sen(a+X)—sena
XILTOCF {o0;0} ) )!I_)I‘g] x*Inx {0}
. et—e " -2x K) | L_ij ~-1/2
IXILT(] X —Senx {2} ) XILT(X—]. In x { 1/}
|.m(l_i) {0} )] 1@0(\/x2—3x+2—x+1) {-1/2}
TEAX sem In(1+x)
X
X —senx li 2

Ix—>0 X3 11/6; ™) ! 1-cosx { }
. In(1+ax (11
lim (bx ) {a/b} n) 'X'LQ(X ex_lj {2}
iim 02X (o} 0) lim(1-cosx)* {1}
X—>+0 [y i

lim x* 1
. a'=b” Ina—Inb P) x>0 {}
IXI—I;T(} 2X 2 . 1 tgx

o unl]
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) (o (o) 0 miegwZ 4]
x—1* T
s) limx {1}

X0 Iirn1+senx—eX {_}/}
) limix+e +e”  {e’} V) 50 (arcigx)? 2

X—>00

42) ;Para qué valoresde ay b es Iing(senf’x +i2+ bJ =07 {a=-3b=9/2}
X—> X X

senx si x>0
43) Estudia la derivabilidad de la funcion: h(x)=4{x* si —-1<x<0
-2x-1 si x<-1
Inx-1 si x>1
2x> +ax+b si x<1

Encuentra los valores de a y b para que la funcién sea continua y pase por el origen de
coordenadas.

Demuestra que es derivable en todo R {a=-3;b=0}

44) Se define la funcion f del siguiente modo: f(x):(

45) Comprueba que se verifica el teorema de Rolle, para las funciones:

a) f(x)=x"-2x*+x+1,en [0]] {c=1/3¢(0,1)}
b) f(x)=x~12x,en [0,243] {C:26(0,2\/§)}
., 1 si x=0 .. .
46) Comprueba que la funcion f (x) ={ L verifica las condiciones del teorema de
X" si O0<x<1
Rolle y encuentra un punto que verifique la tesis. {c=1/e}

47) ¢ Se puede aplicar el teorema de Rolle a las funciones?:

a) f(x)=tgx,en [0,7] d) f(x)=x—x*en[0]]
b) f(x)=¥x?, en [-1]] N f(X):{zx si 0<x<1
3-x si 1<x<3

c) f(x)=x—x*,en[-10] 0.

48)Si f(x)=2+x° (x—2)2, prueba, sin calcular la derivada, que la ecuacion f'(x)=0 posee al
menos una raiz real positiva menor que 2. Después, calculala {intervalo [0,2]; c=6/5}

49) Demuestra que la ecuacion e* =1+ x tiene Gnicamente la solucion real x =0.

50) Prueba que la ecuacion x* +x*—1=0 tiene unay sélo una solucién en el intervalo (0,1).

51) Comprueba que la ecuacion 2x*® —3x*> —9x+10 =0 tiene una sola solucion en el intervalo
(2,3).

42



52) Comprueba que se verifica el teorema del VValor Medio para las funciones y determina el punto
en que la recta tangente a la grafica es paralela a la secante:

a) f(x)=x-2x-2en[L2]

b) f(x)=x—3senx en [0,7] {c=n/2}
1 si —2<x<-1
53) ¢Es aplicable el teorema del VValor Medio a la funcion f(x)= ;( 3 ,enel
= si -1<x<0

intervalo [—2,0]? En caso afirmativo, encuentra el punto interior al que hace mencion dicho
teorema.
Xx+1 para x<0

54)Si f(x)=<ax+b para 0<x<1,determinaay b para que sea continua. ;Se puede aplicar
3x para x2>1

el teorema del Valor Medio a f (x) en el intervalo [0,1]? Justifica la respuesta
{a =2;b=1; si porque es derivable en (0,1)}
55) Halla el punto en el que la recta tangente a la curva y =4 — x> es paralela a la cuerda que une
los puntos de la gréfica A(—1, f (-1)) y B(2, f(2)) {c = %}
ax—-1 si xe[0,2)
x*+3 si xe[2,3]
Encuentra el valor de OL y comprueba todas las hipotesis. ¢Qué punto ¢ satisface la tesis?

{a =4;c=13/6}

56) Comprueba que la funcion f (x) = { cumple el teorema del Valor Medio.

x?+bx+c si x<0

57) Determina b y ¢ para que la funcién f (x)=1 |n 1+x) . sea derivableen x =0,

si x>0
X

y utilizando el teorema del valor medio, demostrar que existe un punto X, del intervalo (O,e—l)
tal que f'(xo):z;e2 {b=-1/2;c=1}
(e-1)

58) Sea f una funcion real definida en todo R. Se conocen sobre f los siguientes datos: es derivable
en x =—1, es discontinuaen x =0, es derivableen (2,«), f(3)=7, f(4)=5,y f(5)=7.
Razona si estas afirmaciones son verdaderas o falsas:

A) La funcion f es continua en —1.

B) La funcidn f es derivable en 0.

C) En el intervalo [10,15] alcanza un méximo y un minimo.

D) En algun punto entre 3 y 5 la derivada vale 0.

E) En algin punto entre 4 y 5 la derivada vale 2.
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59) Dadas las funciones f y g, dadas por:

senx| < L0 |senx| S 20
f(x)=4] x ; 9(x)=1 «x ” ¢son continuasen x=07?
1 si x=0 1 si x=0

60) Representa graficamente las siguientes funciones, calculando: dominio de definicion,
simetrias, puntos de corte con los ejes, asintotas, intervalos de monotonia y extremos relativos,
e intervalos de curvatura y puntos de inflexion:

2 :x2+1 e) y=In(x"-9) k)Y y=x*-e~*
x“ -1 In x ) y=x-Inx
X2 f) y:T e—x

b) y=-— S m) y=r—

C) y= )2(3 ’ y_"”z( n y=vx’—x
2x° -8 hy y=e™ 9%°

d) y—l;zx i) y=e(x-1) 0) Y=y

B)oy=(x-1)-e”

1 61) La grafica adjunta corresponde a la funcion
derivada, f*, de una funcion f.
a) Estudia el crecimiento y decrecimiento de f y di si
F(x) tiene maximos 0 minimos
. b) Estudia la concavidad y convexidad de f. ;Tiene
/z K o 1 5 puntos de inflexion?

62) Utilizando los teoremas de Bolzano y Rolle, demuestra que las curvas y=cosx e y = JX se
cortan en un unico punto.

- .. Senx
63) Calcula el siguiente limite: ImgW
X—> X
64) Si una funcion derivable y positiva f (x) tiene un minimo local en el punto x =a y la segunda
derivada f "(a) no es nula, ;qué se puede decir del signo de las dos primeras derivadas de

[f(x)] en ese punto?

1-cosx
65) Se considera la funcion f : R — R dadapor: f(x)= x2
A, six=0
d) Calculael valorde A parael cual f esderivableen x=0 .
e) Calcula f"(0) paraese valorde A .

six#0
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SELECTIVIDAD

(Galicia, junio 2008)
2 —
Calcula el valor de m para que: Iimwzo {mzl}
=0 sen(x’) 2

(Galicia, septiembre 2008)
A. Enunciado e interpretacion geométrica del teorema de Rolle.

B. Sea f(x)=¢" (2x—1) . Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento y la ecuacion
de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa x = 0.

{(—1/2,—2.e*]/2) minimo; recta tan gente x-y =1}

ax’+bx+c si x<0
C. Calcula a, b, c, para que f(x)= sea continua y derivable en Ry
x+In(1+x*) si x>0

tenga un extremo relativo en x = -2. (Nota: In = logaritmo neperiano).
{a=1/4,b=1,c=0}

D. Sea g(x) = x(x—1),0<x<2. Razona si g(x) tiene méaximo y minimo absolutos en el
intervalo [0,2]. En caso afirmativo calcilalos. {max(Z, 2);min (1/2,—1/4)}

(Galicia, junio 2009)
A. Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos y los puntos de
inflexion de la funcion g(x) = 2x* —3x°.
B. Enuncia e interpreta geométricamente el teorema del valor medio del calculo diferencial.

X

C. Calcula un punto de la gréafica de la funcion g(x) = ( € )2 en el que la recta tangente sea
1+e"

paralela al eje OX; escribe la ecuacion de esa recta tangente. Calcula las asintotas, si las tiene,
de g(x).

D. Define funcion continua en un punto. ¢Qué tipo de discontinuidad presenta la funcién
In (1+ xz)

f(x)= enx=07?

(Galicia, septiembre 2009)

- ax+b si. x<0 )
A. a) Calculalos valores de a e b para que la funcion f (x) = { sea continua

sen(2x)+1 si x>0
y derivable en x = 0. {b=la=2}
b) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f (x) = (1+ xz)e‘xen el punto de
abscisa x =0. {x+y=1}
B. Calcula el dominio, las asintotas, los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos

X2

relativos de la funcion f(x) = 21
X" —
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(Galicia, junio 2010)
x® +3x

A. Dibuja la gréafica f(x)= , estudiando: dominio, puntos de corte con los ejes,

asintotas, intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos relativos, puntos de
inflexion e intervalos de concavidad y convexidad.

B. Determina los valores a, b, ¢, d para que la funcién g(x)=ax’+bx*+cx+d tenga un
maximo relativo en el punto (0,4) y un minimo relativo en el punto (2,0).
{a=1b=-3,c=0,d =4}
(Galicia, septiembre 2010)

. ef4+e*=2cosx
A. Calcula: lim -
x>0 sen(x )

XZ

B. Dibuja la gréfica f(x)= > estudiando: dominio, puntos de corte con los ejes, asintotas,

intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos relativos, puntos de inflexion e
intervalos de concavidad y convexidad

(Galicia, junio 2011)
A. Enuncia el teorema de Rolle. Calcula el valor de k para que la funciéon f (x)=x°—kx+10

cumpla la hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [-2, 0] y para ese valor determina un
punto del intervalo en el que se anule la derivada de f(x).

B. Calcula el dominio y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion
2

g(x)=In ( ;(2 +J (Nota: In=logaritmo neperiano)

C. Enuna circunferencia de radio 10 cm, se divide uno de sus diametros en dos partes
que se toman como diametros de dos circunferencias tangentes interiores a ella. ¢ Qué
longitud debe tener cada uno de estos dos diametros para que sea maxima el area
delimitada por las tres circunferencias (region sombreada)? {los diametros son 10u}

E. Define funcion derivable en un punto. Calcula, si existen, los valores de ay b, para
1-x

o
que sea derivable la funcién f(x) = {a =-2;b= 1}
x> +ax+b six>0

six<0

(Galicia, septiembre 2011)
A. Calcula los valores de a, b, ¢ sabiendo que y=ax’+bx+1 y y=x’+c, tienen la misma
recta tangente en el punto (1,2).

B. Calcula los extremos relativos de la funcion f (x) = x*—8x* +1. Calcula también el maximo

absoluto y el minimo absoluto de esta funcion en el intervalo [-3,3].
D. Calcula los valores de ay b para que la funcion f(x)= f (x) = ax* + bxIn x tenga un punto de

inflexion en el punto (1,2). Para estos valores de a y b, calcula el dominio y los intervalos de
concavidad y convexidad de f(x). (Nota: In=logaritmo neperiano)
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(Galicia, junio 2012)
A. Enunciado e interpretacion geométrica del teorema del valor medio del calculo diferencial

B. a) Enuncia el teorema de Bolzano. Probar que la funcion f(x) = x*+2x—4 corta al eje
OX en algun punto del intervalo [ 1,2]. ¢ Puede cortarlo en méas de un punto?

b) Calcula |im(2";2jx
x>0\ X°+X+2

(Islas Baleares, 2010)
Se considera la funcioén y = f(x) definida en el intervalo[0, 7] de la forma siguiente:

-1 si x=0
X% —

f(x)= si O<x<rx
senx
0 Si X=rx

a) Estudie la continuidad
b) Dibuje la funcion en unentornodex=0ydex = 7

(Galicia, septiembre 2012)

(x-1)

X% +1

A. Calcula las asintotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f (x) =

B. a) Enunciado e interpretacion geométrica del teorema de Rolle.

i : Zyax+b si x<2
b) Si ¢ > 2, calcula los valores de a,b,c para que la funcion f(x) = {X Fax+ X<

X+1 Si x>2
cumpla las hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo [0,c].

(Galicia, junio 2013)

A. a) Enuncia el teorema de Bolzano. ¢ Tiene la ecuacion x* +2x—2=0 alguna solucion en el
intervalo (0,1)? ¢ Tiene esta ecuacién mas de una solucién real?
ax’ +bx+1-e*

sen(x?)

B. Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los intervalos de concavidad y
convexidad de la funcion f (x)=x*—4x* +4x .

b) Calcula los valores de a 'y b para que Iing

C. En una circunferencia de centro O y radio 10 cm. se traza un diametro g 1
AB y una cuerda CD perpendicular a ese diametro. ¢ A qué distancia del centro //’ i “l\
O de la circunferencia debe estar la cuerda CD, para que la diferencia entre L——(\s—l Y8
las &reas de los triangulos ADC y BCD sea méaxima? ‘\?i\\)i&/}’

D. Enuncia el teorema de Rolle. Determina el valor de a para que sea
aplicable el teorema de Rolle a la funcion f (x) = x> +ax—1 en el intervalo [0,1]. Para este valor

de a, calcula un punto c<(0,1) en el que la recta tangente a la gréafica de f(x) sea paralela al eje
OX.
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(Galicia, septiembre 2013)

2x
. e+l
A. Calcula: Ilim
X—>c0 Xex

B. Calcula el dominio, las asintotas, los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los

maximos y minimos de f(x) = ijl
eX

(Galicia, junio 2014)

A. Calcula la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de f (x) =2x>—6x*+1 en su punto
de inflexion.

B. Calcula lim In(2x—1)

x—1 X2 _\/;

C. Enuncia el teorema del valor medio del calculo diferencial. ¢Se puede aplicar, en el

(Nota: In = logaritmo neperiano)

intervalo [0,1], este teorema a la funcion f (x) :ZL’? En caso afirmativo, calcula el
—X

punto al que hace referencia el teorema.
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1)

2)

3)

4)

5)

EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS DE LIMITES

Calcula:
] 1 1 C) Ilm( X+1 _ X j
a) lelr;(x—z)-{l+x_2+(x_2)2} -4\ x2-16 x—4
2x+1
. [ x*—4x-5
. NX+4 -2 L 7 -
) g5 9 5
Calcula:
5 —=3x" +x+1 _ X*+x*-5x+3 . 45%* +1000
a) lim — d) lim— 5 H lim—-
x>o 10X° 4+ X° 44X x>1 X* —4X° +5x -2 X0 X
3 2 4 3
by lim XT3 +0x+8 e) lim—— 9) fim XX
x>-2 X*4+4X° +4X x>o X +eX" —X+458 x>w  §
64+ x° 3
c) h) fim XX
x>-4 64 +16X xoo fy 11
Resuelve, indicando la indeterminacion:

X—>0

x—-1 X+1

b) Ixim[(x“—l).(x—l)_q d) 1@0(\/x2+x+1—\/x2+3)

X+1

Calcula los siguientes limites, usando cambio de variable si es necesario.

) 5 _1 . ex_e ] 2x
a) lim-x ¢ lim——— o lim>——1
x> 3y x»O(ex) _e3 x—0 3% _1
4x-1 »
b) lim=~— ) lim———%_

x—1 (ex )3 _e3

Calcula los limites relacionados con el niimero e.

a) lim 1+ = d) lim(1+(x-2))- . (3x—2
o 2X 3x g) !(E[]o 3
x-1 . X+4 X
b) Iim(1—§] ® lIml 33 h) fim(1+2x)*
lim| -3 o lim (1+2x)
-3x . X+
0) m(uz—lxj D 1m(2x+3j
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5. PRIMITIVAS DE UNA FUNCION

» Definicion
Se llama primitiva de una funcion f a cualquier funcion F que tenga por derivada la funcion f, es decir
F'(x) = f(x).

o Teorema
Todas las primitivas de una funcién se diferencian en una constante. (Por tanto las primitivas de una
misma funcion tienen gréaficas paralelas).

» Definicién de integral indefinida
Se llama integral indefinida de una funcion f al conjunto de todas sus primitivas, y se representa

[OLS
Sea F una cualquiera de las primitivas de f, entonces:
I f(x)dx = F(x)+C (al nimero real C se le llama constante de integracion)

» Propiedades lineales
Como consecuencia de las propiedades de derivacion:

a)  [(fxg))dx= [ f(x)dx+[g(x)dx

b) jaf (x)dx = aj f (x)dx (esta relacion permite introducir constantes dentro del signo de

integracion o sacarlas fuera, segin convenga)

» Calculo de integrales inmediatas
Teniendo en cuenta que la integracidn es el proceso reciproco de la derivacion, llega con utilizar la
tabla de derivadas para obtener:

n+l

Jkdx=kx+C J'x”dx:x +C n=-1
n+1
Jldx:ln|x|+C Iexdx=eX+C
X
_[a*dx: & +C jsenxdx=—cosx+C
Ina
Icosxdx=senx+C J' . dx=Il+tg2xdx:tgx+C
cos’ X

dx=-cotgx+C _—1dx:arccosx+c

J1-x?

dx =arctgx+C

J.senzx

J

dx = arcsen x+C I

2

1—x? 1+ X
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EJEMPLOS:

5
3 3
j\/_dx jx?'dx—x C=X—+C=§3/;+C
5 5
3 3
J-xsen(x2+5)dx:ij'2xsen (x2+5)dx=—%cos(x2+5)+c

. J-1+x —= j1+(x) —garctx(x)+C

» Calculo de primitivas

o0 Integrales casi inmediatas y/o ajuste de la constante.

Una integral casi inmediata es del tipo ff(u(x))u'(x) dx donde f(x) es una funcion integrable

inmediatamente y u(x) es una funcion derivable. En esta situacion, si F(x) es una primitiva de f(x)
entonces podemos resolver la integral casi inmediata asi:

[ fu0))-u'(dx=F(u(x)+C
La razon de esta igualdad reside en la regla de la cadena del calculo diferencial. Al ser F una primitiva
de f, tenemos que F =f, entonces:

(F(u0)))=(Feouy(x)=Fux)-u(x)=fu(x)-u(x)

Por tanto F(u(x)) es una primitiva de f (u(x))-u’(x)

EJEMPLOS:
2
° .[de:J.LX'ldX:&—i-C
X 2
. J' e¥™.cos xdx =e*™ +C

J.X33)f1:J‘X31+1.3X2dX: L|x3+l|+C

En muchas ocasiones hay que introducir constantes de ajuste antes de aplicar esta técnica. Esto
ocurre cuando tenemos que resolver una integral del tipo Ih(x)dx y sabemos que, para una cierta

constante k, la integral Ik-h(x)dx es casi inmediata, entonces podemos escribir:

J'h(x)dx = %J'k -h(x)dx

(Si en una integral multiplicamos dentro del integrando por un numero distinto de 0 multiplicamos
fuera de la integral por su inverso, la expresion obtenida es igual a la integral inicial)
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0 Método de integracion por partes.
Se basa en la derivada del producto de funciones:

(U(X) - v(x))'= U (x) - V(X) +u(x) -V'(x)

integrando:
u(x) - v(x) = [u'(x) - v(x)dx+ [u(x) v (dx = [u(x)- v (x)dx = u(x) - v(x) - [u'(x) - v(x)dx Haciendo
dv =v'(x)dx Y du =u'(x)dx, se obtiene:

_[udv = uv—jvdu

A la hora de aplicar esta formula, hay que elegir u y dv en el integrando (lo que exige intuicion y
entrenamiento), si la nueva integral es mas complicada que la de partida hay que cambiar de eleccion.

EJEMPLOS:

o IZX COS Xdx = 2xsenx —stenxdx = 2xsenx+2cosx+C
u=2x = du=2dx

dv = cos xdx = v = senx

° IInxdx:xInx—Ix~£dx:xInx—Idx:xInx—x+C
X

u=Inx :du:ldx
X

dv=dx =>v=x

. Ixz cos xdx =x2senx —Iszenxdx =x2senx — (— 2X COS X —I— 2cos xdx)z x?senx + 2xcos X — 2senx + C

u=x> = du=2xdx u=2x = du = 2dx
dv = cos X = v = senx dv = senx = v = —Ccos X
En algunos casos hay que aplicar este método varias veces. Ej: _|'x2 -e*dx
A veces vuelve a aparecer en el segundo miembro la integral de partida, en este caso se despeja.
Ej: Iex - senxadx
0 Método de cambio de variable.
Se basa en la regla de la cadena:

Se utiliza cuando dentro de la integral aparece la derivada de alguna funcion que estd también dentro
de la integral; es decir, cuando la integral tiene una forma como:

jf(u(x))-u‘(x)dx
Haciendo el cambio de variable: t =u(x), tenemos que dt =u'(x)dx, por tanto la integral quedara:
j f (t)dt

De esta manera la integral resulta mas facil de resolver. Una vez resuelta hay que deshacer el cambio
t=u(x).
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EJEMPLOS:
1 1
cos(x?)- xdx == [ cos(x?)-2xdx = =sen(x?)+C
e Jcos(x) ~ Jeos(x?) > sen(x)

dx —5.[ dx=5- j :%In(x2+5)+c

.Jx+5

° _[(1+X).\/;dx

x?+5 x?+5
=I 1 .idxzzj' 1 1 dx = arctxy/x +C

e Ay e
Ej: IXZinx; J'lix~2\l/§dx; ISsen“x-cosxdx

0 Integracion de funciones racionales.
Las integrales a resolver son de la forma:

j PEX; dx, donde P(x) y Q(x) son polinomios.

Si el grado de P es mayor o igual que el de Q, se hace la division y quedaria:

SEX; C(x)+ RE ; donde C(x) es el cociente y R(x) es el resto. Por tanto:

P(x) R(x) . s . .
———=dx=|C(x)dx+ | —=dx, ademés |C(x)dx es facil de integrar pues es la integral de un
I Q(x) I I Q(x) I

polinomio.

Nos queda por integrar jg(—)(;dx, que es una funcidn racional, pero ahora el grado del numerador es
X

menor que el grado del denominador.

La integracion de estas funciones depende del tipo de raices del denominador. Veamos los siguientes
casos:

El denominador solo tiene raices reales sencillas:

Si Q(x) tiene n raices reales sencillas a,,4d,,...,d,, se puede descomponer como:

RO _ R(x) A LA A

QX)) (x-a)-(x—a,)-....(x—a,) x—a Xx-a, X—a,

Siendo A constantes que se hallan haciendo las sumas del Gltimo miembro e igualando el numerador
obtenido con el numerador del principio. Para despejar estas constantes lo mas rapido es darle valores

a las “x” (preferentemente las raices ;).
La integral quedara descompuesta de la manera:

jggi -2 e - o [ A o

donde cada sumando es facil de integrar puesto que: J' A
X_

" dx=AIn|x-a|+C

J- 5x+5

Ej: _
) J-—5x+4 2X% +3x-2
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El denominador tiene raices reales, pero algunas multiples:

Si el denominador tiene una raiz maltiple, al descomponerlo ésta da lugar a tantas fracciones como su

orden de multiplicidad:

Si, por ejemplo, x, es raiz real simple, x, es raiz real doble y x, es raiz real triple.

P(x)_ A LA A A A
2 2 3

Q) =% (x-%) (x-x) x% (x-x) (x-x)

donde los Ai son constantes que hay que determinar.

. -7 3x? —5x+1
Eji: | ———dx; [———dx
: J.(3x—2)5 ‘[

X3 —2x% + X

El denominador tiene raices complejas simples:
Si en el denominador aparece un factor cuadratico irreducible tipo ax®+b (que no tiene raices reales),

. . Mx+N .
en la descomposicion le corresponde una fraccion de la forma———, siendo M y N constantes a

ax’ +b
determinar.
Tenemos que calcular una integral del tipo: '[MX;JFEd

Esta integral se descompone en dos: una de tipo neperiano y otra de tipo arco tangente. Para la primera
integral, se hace que en el numerador aparezca la derivada del denominador manejando las constantes

y luego la segunda integral queda de la formaj dx.
ax’*+b
Ejemplo:
2x+1 4 2X
I4x2+9 j4x +9 j4x2+9 - I4x +9 _I42 -

79
9 9
2

:—In|4x +9|+— — de:—ln|4x +9|+ arctg(23Xj+C

3
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EJERCICIOS

Calcula las siguientes integrales indefinidas:

1)

2)

3)

4)

5)
6)
7)

8)

9)
10)

11)

12)
13)
14)
15)
16)

17)
18)

19)

20)
21)
22)
23)

J'(l—x)&dx

IX3+5X2_4

2

dx

2

_[ SX 5 ax

(x +2)

I1+X

J'xcotgx dx

_[ (1+1tg x)2 dx
J' e%°*2* sen 2xdx

1
'[ dx
COSec X — cotg x

2
J\/l)i7dx
J'(cos X —sen x)2 dx
I X+3

N

X’
-[x2+1dx

1
dx
‘[\/l—9x2
J‘\/l+sen 2xdx

-[3x2)i6>1(+2dX
sen X cos xdx
]

-[4+1x2 dx

,[ COS X

1-sen X
thx+senx

CoS X
'[ xsen xdx

Jx3 In xdx
_[In(l—x)dx

J x% cos xdx

dx

dx

24)

25)

26)
27)
28)

29)

30)
31)
32)
33)
34)
35)
36)

37)

38)
39)
40)
41)

42)

43)
44)
45)

46)

J‘eixdx
szexdx
J.arctg xdx
I(In x)2 dx

In x
fx—d

_[ arcsen xdx
j xarctg xdx
I e’ sen xdx

J' x? arctg xdx
J. sen’® xdx
'[cosg xdx

J cos® xsen xdx

1

J‘(1+ X* )arctg x x

cos/x
Jde

X
-[senz(l—xe’)dx

cotg x
e g

>— X
sen” x

fioet

1
-[3+x2 ax

1
J'de
1
_[ Y dx
1
‘[\/9—4x2 >
1
dex
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47)

48)
49)
50)
51)
52)
53)
54)

55)

56)

57)

58)
59)
60)

61)

62)

63)

64)

65)
66)

Ix-ﬂdx
1

-[xlnxdx

jl_eXdX

dx

J-x4—3x2—3x—2
x® —x*—2x

I X+5
X2 +X—2

I X3+1
X —5x+4

X—3
_[—3 5 dx
X* —4x° +4x

dx

dx

X2 +2x+1

Vo™

1
J-1+ex x

1
J'mdx
j ! dx

\/\/;+1

1
J.—&_g&dx
Rz

X
2 3
_[sen X-C0S” X dx

dx




67) J cos® x dx 13 J J1— x2dx J- (S
4 ) 76) X1+
68) J'cos X dx X =sent at
X =1g
2 V3 —x?dx
69) >en X dx 74) -[ sen(Inx)dx
cos* x 77)
70 o xd x =+/3sent Inx -t
co =
) J. g X0X v X2 -1 dX jearcsenxdx
71) J- cos® X dx 75) _[ 3 78)
1+sen x ¥ = sect arcsen x =t
72) J 1 dx 79) Ix-arcsen X dx
1+tgx X=sent

80) Hallar la funcion definida en todo namero real que verifica las dos condiciones siguientes:
a) f'(x)=x%"

b) Su gréfica pasa por (0,2). { f(x)=e*(x*—2x+ 2)}

CUESTIONES:

1°) La funcién f (x) =4x—6 tiene infinitas primitivas. ;Cudl de éstas toma el valor 4 para x =17

2°) Calcula una primitiva de la funcion f (x) =37 que se anule cuando x=0.

3% Obtén la familia de curvas en las que la pendiente de las rectas tangentes a dichas curvas en
cualquier punto viene dada por la funcion f (X) = xe**. Obtén la curva de dicha familia gue pasa
por A(O, 2).

4°) De una funcion sabemos estos datos: y’’=8, y’(0)=0, y(0)=5. ;Se puede calcular la funcién y?
Razona la respuesta.

59) La gréafica corresponde a la funcién f (X) primera derivada de una cierta funcién f.

+ a) Estudia el crecimiento e decrecimiento de f.
/ b) Estudia la concavidad, convexidad y puntos de inflexion de f.
c) Obtén la ecuacion de f.

R d) Obtén la expresion de la funcion f que pase por el punto
e (2, -4) y dibujala.

6°) De una funcién f se sabe que su grafica pasa por (0, 0) y que su derivada es:

2x se x<1
f'(x)= . Halla la funcion f y representarla.
2 se x2>1

7°) Halla f si sabemos que f (0)=1,f'(0)=2y f"(x)=3x.

89) Halla un polinomio que tiene como derivada x> +x—6 y tal que el valor de su maximo sea tres
veces mayor que el de su minimo.

9°) Un alumno escribe que una primitiva de f (x)= 1 es F (x) =log x. ¢Es correcta la contestacion?
X
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SOLUCIONES:

0 NN c 28) xIn®x—2xInx+2x+C
- +
3 5 29) _INX_1.¢
x? 4 X X
2) ?+5X+§+C 30) xarcsenx++1—x2+C
3) 1 ~+C 31) 1xzarctgx+1arctgx—ix+c
6(x3+2) 2 2 2
32) lexcosx+lexsenx+C
5 —_—— j—
4) 2&+2‘F 2 2

1 1 33) lx3arctgx+lln|1+x2|—£x2+C
5) Elnsenxz:—Zln|1+cotgzx2|+c 3 6 6

-1 1
34) —cosxsenx+—=x+C
6) tgx+|n|1+tg2x|:tgx—2ln|cosx|+C 2 2

1, 2
- 1 gaeosax 35) 508 xsenx+§senx+C
8) InfL—cosx|+C 36) —%cos“x+c
9) _?2\/1— x*+C 37) Inlarctgx|+C

10) x+cos®*x+C 38) 2senyx +C

1
11) —/1-x* +3arcsenx+C 39) gcotg(l—x3)+c

12) x-—arctgx+C
) x—arctgx+ 40) e 4C

1
13) 5arcsen3x+C 41) g arctgy® +C

14) —cosx+senx+C

15) %In|3x2—6x+2 +C 42) farCtg[
X
16) L en?xac 43) arcsen§+C
1 X 44) arcsen—— + C
17) —arctg—+C
) 5 arctg 7 NA
18) —Inf1—senx|+C 45) %arcsenz—;+c
1
19) m—ln|cosx|+c 46) —242—x+C
20) senx—xcosx+C 47) E\/(x—1)3+3\/(x—1)5+c
21 L 4 L C ° °
) 2 X INX= X 48) Infinx|+C
22) xInfl-x/-x-InL-x|+C 49) —3X+ix+c
23) x?senx —2senx + 2xcos X +C 2e Xe
24) —e x> -5e"+C 50) arctg2”
25) —e*x—-e*+C In2
26) &*x* —2e"x+2¢" +C 51) %|n|x_q_%m|x+q+c

27) xarctgx—%ln |1+ x2|+C
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52 3 5
) 2 67) senx— ZSesn X + Sen X +C

x+% 1 Injx|-Zin|x+1-ZIn[x-2|+C 5
2 3 3

53) —In|x+2|+2In|x-1+C 3x , sen2x , sendx

%) &4 2 ¢
x2 65 2
54) 5x+—+—In|x—4|—=In{x-1+C 3
) Sx+ g Infx 4= infx -4+ 69) 9% ¢
1 3 3 3
senx
71) senx— +C

56) x—2|n|x+q—$+c

1 1 ) 1
57) |n|X|—|n|x—1|—$+C 72) E|n|1+tgx|—zln|1+tg X|+EX+C

1 X 2
58) %In|x2+1|+§arctgx+c 73) 5 aresem+> l=x7+C

74) garcseni+§\/3— x> +C

1
59) 2In|x-1+———In|x*+1 —arctgx+C
) 2In|x—1+—~In|x" +1-arctg 73
60) 2\/X+1—2|n‘\/X+1+1‘+C 75) i[arccosi_i l_in_{_C
2 X XV X
61) x—In ex+1|+C

V1+x2
62) In‘\/1+ex—1‘—In‘x/1+ex+1‘+c 76) =+ C

(mf - x[sen|ln x| —cos|In X|]+C
3

—J1++/x [+C 2
earcsenx (X + [1_ X2 )
78)

2
64) 2\6/x3+3\6/x2+6E’/x+6|n‘\5/x—l‘+c 2 . y

79) —arcsenx ——arcsenx +—+1—-x* +C
65) 2\/x+4+2In‘\/x+4—2‘—2In‘\/x+4+2‘+c ) 3 4 4

63)

+C

sen®x  sen’x

66
) 3 5

+C
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SELECTIVIDAD

(Galicia, junio 2008)

Calcule: —de 2In|x+1—=In|x+3[+C
x?+4x+3

(Galicia, septiembre 2010)

NG In X°+
Calcule: len(1+x2)dx { In|x? +]4 ¢ ]4+C}
(Galicia, junio 2011)
A. Define integral indefinida de una funcion. Calcula sz cos xdx

{xzsenx + 2XCOS X — 2SenX + C}

B. Define primitiva e integral indefinida de una funcion

(Galicia, septiembre 2012)

a) De una funcién derivable f(x) sabemos que pasa por el punto (0,1) y que su derivada es

f7(x) = xe*. Calcula f(x) y la recta tangente a la gréafica de f(x) en el punto correspondiente
ax=0.
b) Enuncia el teorema fundamental del calculo integral.

(Galicia, junio 2013)

Calcula .[X +3

dx
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6. INTEGRAL DEFINIDA

» Sumas superiores e inferiores de Riemann de una funcion asociada a una
particién

Se llama particién de un intervalo [a,b] a un conjunto ordenado y finito de ndmeros reales

P={X%,%,....X,} talesque a=x, <X <X, <..<X,=b.

La particion divide el intervalo [a,b] en n intervalos mas pequefios:

XX ] % T [T [0,

Sea f (x) una funcion continua y positiva en el intervalo [a,b], vamos a intentar calcular el area

comprendida entre la gréafica de esta funcion, el eje OX, y entre ay b.
Por ser f continua en [a,b] también lo es en cada intervalo [x_,, %] y por tanto alcanza un minimo

m, y un maximo M, en cada uno de ellos.

a b a b
Se llama suma inferior de Riemann de f asociada a la particion P al nimero real:

L(FP)=(x =% ) M+t (X =Xy )My oo+ (X, =X,y )-m, :Zn:(xi—xi_l)-mi

i=1
Esta suma corresponde al area de los rectangulos inferiores o inscritos a la grafica de la funcion; es una
aproximacion por defecto del &rea que buscamos.
Se Ilama suma superior de Riemann de f asociada a la particion P al nimero real:

S(f,P)=(%=%) M 4.4 (X =X )M +..4+ (X, — X, )- M, =in]1:(xi —X_1)-M;

Esta suma corresponde al area de los rectangulos superiores o circunscritos a la grafica de la funcion;
es una aproximacion por exceso del area que buscamos.

Si en la particion aumentamos el nimero de puntos los intervalos se hacen méas pequefios, y tanto la
suma inferior como superior de Riemann se aproximan mas al area buscada. Por tanto:

limI(f,R,)=limS(f,P,) yeste nimero sera el area.

n—oo

> Inteqgral definida
Se llama integral definida de la funcion fen [a,b] al limite:

n—oo

if(x)dx:Lml(f,Pn)=|ims(f,Pn)

Los nimeros a y b se llaman limites inferior y superior de integracion, respectivamente.
La funcién f recibe el nombre de integrando.
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> Interpretacién geometrica de la integral definida
El célculo de los valores minimo y maximo de f en cada subintervalo no siempre es facil, por lo que en
la practica se toma el valor de f en un punto cualquiera de ese subintervalo.

dx representa la longitud de cada subintervalo, cuando el

namero de ellos, n, tiende a infinito.

f(x)dx representa el area de rectangulos en los que dx seria la base
y f(x) la altura.

Cuando x se “desplaza” de a a b, se van obteniendo esos
rectangulos y la integral, se “encarga” de sumar sus areas.

a dx b

> Propiedades de la integral definida
b b
(f =) (dx=[ f(x)dx= [ g(x)dx

b
k-f(x)dx:k-jf(x)dx
c : b
f (x)dx :j f (x)dx+j f (x)dx, siendo a<c<b

f(x)dx=0

(@)
~—
Dy T DD DT DT D — T

f(x)dx = —jl f (x)dx

> Teorema del Valor Medio del Célculo Integral
“Si f es una funcién continua en [a,b], existe al menos un punto ¢ del intervalo [a,b]tal que

Tf(x)dx:(b—a)-f(c)”

o Interpretacién geométrica del Teorema del Valor Medio del Calculo Integral
El area limitada por la gréfica de f (x) el eje OX y las rectas x=a y x=b es igual al area del

rectangulo de base (b-a) y altura f (c), siendo c un determinado punto de [a,b].

f (c)recibe el nombre de altura media o valor medio de f (x) en [a,b].

f(b)
Ry En este ejemplo, llegaria con tomar ¢ de manera
f(c) que las areas residuales R1 y R> fueran iguales.
R
f(a) ..........
a C b
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» Teorema Fundamental del Calculo Integral

“Sea f continua en [a,b], entonces la funcién de area F(x) :.[ f (t)dt es derivable en (a,b) y ademas,

F'(x)=f(x) Vvxe(ab)”
> Regla de Barrow

b
“Si f es continua en [a, b] y G es una primitiva de f, entonces: j f(X)dx=G(b)-G(a)”

» Calculo de areas planas limitadas por funciones
1) Célculo de areas limitadas por una funcion y el eje X.

a) Si la funcion f es positiva en [a,b]:

b
A= j f (x)dx
b) Si la funcion f es negativa en [a,b]:

A= —i f(x)dx =

j' f (x)dx

EJEMPLO: Calcular el area del recinto limitado por la gréfica de la funcién f (x) =—x*+4 el eje de
abscisas y las rectas x=0y x=2.

1.- Obtenemos los ceros de f: X +4=0=>x==2

2.- No existe ningun cero de f en (0, 2) por lo que:

3 2 3 3
A= IZ(_XZ +4)dX = —X—+4X = _2_+8 _ _O_+0 :E Por tanto, A:Euzl
i 3 0 3 3 3 3

c) Si la funcion f no tiene signo constante en [a,b]:

En este caso es necesario calcular el &rea de todos los recintos que se forman entre la
funcion y el eje X. Para ello primero se hallan los puntos de corte de la funcion con el
eje X que estan entre ay b, en el ejemploc y d:

i f (x)dx

A= + +

'C[ f (x)dx

j‘ f (x)dx

a




EJEMPLO:

Calcula el area del recinto limitado por la grafica de la funcion f(x) =—x*+x+6 el eje de abscisas y
las rectas x=-1y x=4.

1.- Obtenemos los ceros de f: —x*+x+6=0=>x=-2:x=3

2.- En este caso 3 (-1, 4) y determina dos subintervalos, [-1, 3] e [3,4]. Por lo tanto, el area sera:

A:U_Sl(—x2 +x+6)dx‘+U:(—x2 +x+6)dx‘:

3 2 3 3 2 4
—X—+X—+6x —X—+X—+6x
3 2 . 3 2 \
Si te fijas en la grafica de f, podemos comprobar que cambia de signo en el intervalo [-1, 4].
6
A

56 17 129

3 6 6

Por lo tanto, A= 473 u?.

+

En caso de que precisemos calcular el area limitada por la grafica de una funcién f y el eje de abscisas,
sin especificar las rectas x=a y x =D, deberemos entender que la region de la que queremos calcular
el area es la determinada por los puntos de corte de la gréafica de la funcion con el eje x.

A\
N N

2) Célculo de areas limitadas por dos funciones:
Primero es necesario hallar los puntos de corte entre las dos funciones, por ejemplo ay b:

A:j.f(x)dx—ig(x)dx:i(f—g)(x)dx f

Si no queremos comprobar cuél de las dos
funciones va por encima, podemos utilizar

el valor absoluto:
b

[(f-9)()dx

Si las gréaficas se cortan en mas de dos puntos, se calcula independientemente el area de cada region.
Por ejemplo si se cortan en cuatro puntos a, b, c y d:

A

a b
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C

j g) (x)dx|+

b

j g)(x)dx

j g) (x)dx|+

a h c d
EJEMPLO: Calcular el area limitada por las gréficas de f(x)=—x*-4x+5y g(x)=x*—x—6 entre
las abscisas -3 e 1.

Representamos las funciones:

A
La grafica de f esta situada encima de
g. Por tanto:
1
A=[(F)-g(x))dx=

- f?,[(—x2 ~4x+5) — (x* — x—6) Jdx =

-3
1 ='|113(—2x2 —-3x+11) dx:%:

v

12,

% A=
3

En caso de que nos pidan calcular el area limitada por las graficas de dos funciones, sin especificar las
rectas X=4dy X =b, suponemos que la region de la que queremos calcular el area es la definida por

los puntos de corte de ambas gréficas.
EJEMPLO: Calcular el area limitada por las gréficas das funciones f(x)=x+1y g(x)=x*+1.

Representamos graficamente el recinto descrito:

A

Igualamos las funciones para calcular el

punto de corte:
X+1=x*+1=x=0;x=1

Por tanto:

v

A=[1(F00- g k= [} (x+D~ (¢ +D) b= [} (X" + ) =2 = A=-2u°
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EJERCICIOS

1) Calcula:
4 e 4
a) I de {Ing} b)Jx3Inxdx se +1
5 X7+ X 5 1 16
dx
—_— In4!.
VX+1+x+1 { }

3) Comprueba el teorema del valor medio del célculo integral, para:

a) f(x)=1+2cosxen[-r,7] {i%}

b) f(x)=sen*(x)en[0,7] {%Y%}
c) f:xe[0,3]> f(x)=vx+1 {18%}
d) ;[Inxdx {eel‘l}

4) ¢Es aplicable el teorema del valor medio del calculo integral a la funcion f(x) =

0
2) Calcula sin deshacer el cambio: j
-1

en el

X
V14 x2

intervalo [0,1]? En caso afirmativo, comprueba su verificacion. {c = 0'46}

5) Comprueba la siguiente igualdad y calcula el valor de c.

X

cost 1
£2sent+3 t:EIn|25enx+3|+c {c=—|n\@}
tsent , . , . -1
6) Dada F(x)ijdt, (x>1), calcula F'(z) y F"(x). {F (r)=0;F (72')2—}
1 T
tP—4t+3

7) Sea F(x) = j ————dt. Calcula sus extremos relativos e intervalos de monotonia.
e
0

8) Calcula el area comprendida entre la grafica de la funcion f (x) =—x>+4x y el eje de abscisas.

7]
3
9) Area del recinto limitado por las dos parabolas de ecuaciones y =x*-2x,e y=-x’+4x. {9}

10) Calcula el area limitada por la curva y = x* =5 y larecta y = 2x + 3. Representa graficamente esta

area. {36}
11) Area delimitada por las graficas de las parabolas y = x?,e y=+/x.. {%}
12) Calcula el area de la region del semiplano y >0 limitada por la curva y =Inx, su tangente en

x=1ylarecta x=3. {4-In27}
13) Area encerrada entre la curva y =e* y la cuerda de la misma que tiene por extremos los puntos de

abscisas 0 y 1. {3—;6}
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14) Area comprendida entre la grafica de f(x) =senx y las tangentes a ésta en los puntos de abscisas

7° -8
0vym.
yr { -

15) Calcula el area del recinto limitado por la pardbola 2y* = x—2, el eje de abscisas y la tangente a

la pardbola paralela a la recta 2y = x —3. Hacer un dibujo del recinto descrito. {%}

16) Calcula a y b para que la funcion f(x) = ax+b+§ tenga una tangente horizontal en el punto
X

(-2,-6), y determina el &rea limitada por la graficade f(x), el eje OXylasrectas x =1y x =2
{a=b=2;area=5+8In2}
17) Utiliza el célculo integral para obtener la formula que expresa el area de un triangulo en funcion
de una base y su correspondiente altura. (Indicacion: supongase que los vértices del triangulo son
los puntos (0,0), (b,0) y (a,h), con a, b y h positivo, y razénese separadamente los casos a=b, a<b

y a>b).
18) Comprueba la verificacion de la tesis del teorema del valor medio del célculo integral para la

funcion f(x) _2X*L o el intervalo [-2,e-3].
X+3

19) Calcula el area del recinto delimitado por la grafica de la funcion f(x) =

X T el eje Xy larecta

222

20) Halla el area de la region del plano limitada por las rectas x = ?1 X = % el eje X y la grafica de

2(1-¢™
la funcion f(x) = x-e*. {E_Eel _M}

X2

9 9 9

21) Dada la funcion f(x) =x-+/3-2x, determina su campo de definicién y las zonas de crecimiento
y decrecimiento. Calcula el area de la region acotada del plano delimitada por la gréfica de f y el

eje OX. {ﬂ}

5
22) Obtén el area de la region del plano acotada por las rectas x=0, x=7x Yy las graficas de las

funciones f(x)=e*senx y g(x) =—e". {Sez—l}

23) Teniendo en cuenta que f(x) =2x*—3x*+k toma valores positivos y negativos, halla el valor de
k de forma que el area de la region limitada por el eje OX, las rectas x =—1;x =2 y la curva f(x)
quede dividida por OX en dos partes iguales.

24) Sea f(x)=ax’+bx+c. Determinaa, by ¢ de forma que J'OZ f(x)dx=2,f(0)=0y f(1)=4.
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25) Se consideran las curvas y = x> e y=b, donde b es un ndmero del intervalo (0,1). Ambas curvas

se cortan en un punto (a,b) de abscisa positiva. Halla b sabiendo que el area encerrada entre ambas
curvas desde x =0 hasta x =a es igual a la encerrada entre ellas desde x =ahasta x =1.

SELECTIVIDAD:

(Galicia, junio 2008)
Calcula el area del recinto limitado por las parabolas y = x> —4x; y = —%xz + 2X {16u2}
(Galicia, septiembre 2008)
A. Calcula: Ilex (2x-1)dx {3-¢}
: !
B. Definicion de primitiva de una funcion. Enunciado de la regla de Barrow.
(Galicia, junio 2009)

A. Calcula el area del recinto limitado por la gréfica de g(x) =2x>—3x* ylarecta y =2x . {%uz}

B. Calcula: Ims ¢ ~dx;  (Nota: In = logaritmo neperiano {1}
° (1+¢* 3

(Galicia, septiembre 2009)

2
A. Calcula el area del recinto limitado por el eje OX y la parabola y =XT_ X. {%uz}

B. Enuncia e interpreta geométricamente el teorema del valor medio del célculo integral.

(Galicia, junio 2010)
A. Enuncia el teorema fundamental del calculo integral. Sabiendo que .[OX f (t)dt = x° (1+ x) ,con

f una funcién continua en todos los puntos de la recta real, calcula f(2). {f(2)=16}
B. Calcula jz X+l {In2}
X%+ X

C. Dibuja y calcula el &rea de la region limitada por la recta x+y=7 y la gréfica de la
pardbola f(x)=x*+5. (Nota: para el dibujo de las graficas, indicar los puntos de corte con

los gjes, el vértice de la parabola y concavidad o convexidad) {Z—JUZ}

(Galicia, septiembre 2010)

A. Dibuja y calcula el area de la region limitada por la gréafica de y=—-x*+1 vy las rectas

tangentes a esta parabola en los puntos de corte de la parabola con el eje OX (Nota: para el
dibujo de las graficas, indicar los puntos de corte con los ejes, el vértice de la parabola y la
concavidad o convexidad)

B. Enuncia e interpreta geométricamente el teorema fundamental del calculo integral.
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(Galicia, junio 2011)

Dibuja y calcula el area de la region limitada por la gréfica de la parabola f (x) = x*—2x+1
su recta tangente en el punto (3,4) y el eje OX (Nota: para el dibujo de la gréafica de la parabola,

indica los puntos de corte con los ejes, el vértice y la concavidad o convexidad) {%uz}

(Galicia, septiembre 2011)
A. Enuncia la regla de Barrow. Calcula Le(i— In xj dx
X

B. Dibuja y calcula el area de la region limitada por la gréfica de la parabola f(x)=-3x*+3
y larecta y =-9 ( Nota: para el dibujo de las graficas, indica los puntos de corte con los ejes,
el vértice de la parabola y la concavidad y convexidad)

(Galicia, junio 2012)

A. Dibuja y calcula el area de la region limitada por la parabola y =3x—x* y su recta normal
en el punto (3,0) (Nota; para el dibujo de las graficas, indicar los puntos de corte con los ejes,

el vértice de la parabolay la concavidad y convexidad {A = %uz}
3 —
B. Calcula I35X3—3X+ldx {S—EIn3+§In 2}
2 X=X 2 2

(Galicia, septiembre 2012)

e(x-1)°
A. Calcula (Xz—)dx
txt+1

B. Dibuja y calcula el area de la region limitada por la parabola y=-x*+2x+3, la recta

tangente en el punto donde la parabola tiene un extremo y la tangente a la parabola en el punto
en el que la tangente es paralela a la recta y = 4x. (Nota: para el dibujo de las graficas, indicar
los puntos de corte con los ejes, el vértice de la parabola y la concavidad o convexidad)

(Galicia, junio 2013)

Dibuja y calcula el area de la region limitada por la grafica de f (x)=x*—-4x*>+4x Y la

bisectriz del primer cuadrante. (Nota: para el dibujo de la grafica de f(x), es suficiente utilizar
el apartado anterior y calcular los puntos de corte con los ejes)
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(Galicia, septiembre 2013)
A. Si f(x) es una funcion continua en el intervalo [1,4] tal que If dx 2y _[f =-4

¢Cual es el valor de j5f x)dx ? Enuncia las propiedades de la integral definida que utilices.

B. Dibuja y calcula el area de la region limitada por la grafica de la parabola
f(x):—x2+9x,ylas rectas y =20; x—y+15=0. (Nota: para el dibujo de la grafica de
la parabola, indicar los puntos de corte con los ejes, el vértice de la pardbola y la
concavidad o convexidad)

C. a) Define primitiva de una funcién y enuncia la regla de Barrow.

b) Calcula j X'+2

(Galicia, junio 2014)

X

2x

1
A. Calcula: _[
o e +3e” +2

B. Dibujay calcula el area de la region limitada por la gréafica de la parabola f (x) =X’y

la recta normal a la gréfica de f(x) en el punto correspondiente ax=1. (Nota: para el
dibujo de las gréficas, indicar los puntos de corte con los ejes, el vertice de la parabola y
concavidad o convexidad).
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BLOQUE: ALGEBRA

1. MATRICES

> Definicion y elementos de una matriz
Cualquier conjunto de nameros dispuestos en m filas y n columnas de la forma

& By e Qj e 8,
8 8y e Bpj e 8sn
A= | e,
&, Qe a e a,
Ay Ay e WA A

se llama matriz m x n. (o de dimensién m x n)

) -2 4 0 )
Ej: A= es una matriz 2 x 3

3 5 3

También se puede denotar A= (aij )mxn ; mientras que a, representa un elemento de la misma.

Dos matrices son iguales cuando tienen la misma dimension y los elementos que ocupan el mismo
lugar en ambas son iguales.

> Tipos de matrices
o Matriz fila

Tienesélounafila. Ej: A=(3 2 6 4)
0 Matriz columna

-8
Tiene sélounacolumna.  Ej:  A=|+2
3

0 Matriz rectanqular
Tiene diferente nimero de filas que de columnas.

o Matriz nula
Una matriz se dice que es nula si todos sus elementos son 0. Se representa por O y se llama también
matriz cero.

. 0 0O
Ej: O=
0 0O

0 Matriz traspuesta
Dada una matriz A, se llama traspuesta de A, y se denota por A, a la matriz que se obtiene
intercambiando filas por columnas.
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b2 1 3
Ej: =3 4 At:(z 4 3
5 6

0 Matriz simétrica

1 2 3
Es la que coincide con su traspuesta. A=A' Ej: A=[2 4 5
3 5 6
0 Matriz antisimétrica
Si su opuesta coincide con su traspuesta.
o 1 2
Ejj A=|-1 0 3 -A=A
-2 -3 0

0 Matriz cuadrada
Una matriz n x n se dice que es una matriz cuadrada de orden n (tiene igual niamero de filas que de
columnas).

4 2 5

Ej: A=|1 3 0] esunamatriz de orden 3
7 5 8

En una matriz cuadrada los elementos a;;,d,,,..,d,, (elementos de la forma @;;) forman la diagonal
principal, y los elementos a . a,, ,.a,, ,.....a, (€lementos . con i+ j=n+1) forman la diagonal

secundaria.

Ej: En el ejemplo anterior la diagonal principal es 4, 3, 8; y la diagonal secundaria es 5,3,7.
Dentro de las matrices cuadradas también se pueden distinguir las siguientes:
e Matriz diagonal, si vi = j;a, = o(los elementos no pertenecientes a la diagonal principal son

nulos)

-2 00
Ejj A= 0 5 0
0 0 4

e Matriz unidad, o matriz identidad, es una matriz con los elementos de la diagonal principal iguales
a 1. Se representa con | o Id.

1 00
Ej: I=]0 1 O
0 01
e Matriz triangular superior, si a, — o, siempre que i > j (los términos por debajo de la diagonal
principal son nulos).

2 6 4
Ej: A=|0 2 5
0 0 9
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e Matriz triangular inferior, si a, = o, siempre que i < j (los términos por encima de la diagonal
principal son nulos).
7

00
Ej: A=|5 3 0
1709

» Suma de matrices.
La suma de dos matrices A=(a; ) y B=(b; ) de la misma dimension es otra matriz de esa dimension

que se obtiene sumando los elementos que ocupan el mismo lugar, A+B= (aij + bij)
. 3 -1 4 5 1 6 8 0 10
EJ: + =
2 3 -3, (-3 01 -1 3 -2

O Propiedades.
a) Asociativa.

b) Conmutativa.
c) Elemento neutro: la matriz nula.
d) Elemento simétrico: la matriz opuesta (la formada por los elementos opuestos)

» Producto de una matriz por un escalar.
El producto de un escalar ke R por una matriz A:(aij) es otra matriz de la misma dimension que A

que se obtiene multiplicando sus elementos por Kk, kA:(k X" )

. 2 3 4 6
Ej: 2- =

R
O Propiedades.

a) k(A+B)=kA+kB

b) (k+h)A=kA+hA

c) k(hA)=(kh)A

d) 1A=A

Nota.
El conjunto de matrices de la misma dimensién con la suma y el producto por un escalar (Am,+, )

es un espacio vectorial sobre R.

» Producto de matrices.

Dadas dos matrices A y B, solo se puede hacer el producto AB si el nimero de columnas de A coincide
con el nimero de filas de B.

El producto de la matriz A= a; ) de dimension m x n por la matriz B=(b; ) de dimension n x p es otra

matriz C:(cij) de dimension m x p, tal que cada elemento c; se obtiene multiplicando escalarmente
lafila i de la primera matriz por la columna j de la segunda:

n
C; =auhy; +a,b, +..+a,b, = kZaikbkj
=1
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120
o (1201].101:(434]
4 01 3)(3 2 0| (10 13 6
11 2

O Propiedades.

a) Asociativa: A(BC)=(AB)C
b) Distributiva respecto de la suma: A(B+C)=AB+AC
c) Solo las matrices cuadradas tienen elemento neutro: la matriz unidad.

Notas.
El producto de matrices NO cumple, en general, la propiedad conmutativa.
El producto de matrices s6lo es una operacion interna con las matrices cuadradas.

Potencias de una matriz cuadrada: A" =A-A---A A=
n 1
Am'An:Am+n A_A
AZ=A-A
A® = A?. A= A. A’(asociativa)

Propiedades de la traspuesta de una matriz:
A"=A"T A=A-AT

(a) = A
(A+B) =A"+B!
(A-B) =B'-A'
(kA) = kA"

(orden cambiado)
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EJERCICIOS
1) Dadas las matrices Az[i > 1}, B:[_2 4 1JyC:[2 4 iJ.HaIIa. 4A-3B+C/2

2 -2 2 1 3 8 2

2 1
2) Determina dos matrices cuadradas, X e Y, de orden 2 tales que: X—2Y:£ jy

-2 0
9 -3
2X +Y =
0 5

L 2 3 1 0 1 10 3 2
3) DadaslasmatricesAz( 40 2], B=|-2 3 1|yC=|2 0 -1 -2|,
- 0 -1 -1 04 2 -1

calcula el producto ABC de las dos formas posibles.

l a
4) Dadas A:(
01

una formula para A".

1 b
j y B :(0 J, halla AB. ;Conmutan A y B cualesquiera que sean a y b? Da

5) Si Ay B son matrices cuadradas de la misma dimensién e | es la matriz unidad correspondiente,
saca factor comin: AB-3A%B+5AB?.

6) Escribe ejemplos (si no es posible explica por qué) de:
a) Una matriz simétrica de orden 3.

b) Una matriz simétrica de dimension 2 x 3.

c) Una matriz antisimétrica de orden 3 no nula.

d) Una matriz a la vez simétrica y antisimétrica.

e) Una matriz triangular superior de dimension 3 x 4.

f) Una matriz a la vez triangular superior e inferior.

0100
. 0 01O . .
7) Dada la matriz J = 000 10 Halla las potencias de J hasta obtener la matriz nula. Sea A

0 00O

una matriz cualquiera de orden 4. Describe el efecto que tiene sobre A la multiplicacion JA.
¢ Cuantas veces es necesario repetir el proceso para obtener la matriz nula?

1 -2 -1 0
8) Determina la matriz X, de modo que 2A+3X =B, siendo Az( j yB:( J

2 -3 1 -2
-1 4
X = /3
-1 4/3
1 0 00
9) Calcula X si aX+bl=0,siendo | = yO= :
01 00
2 -3 1 2 512 -1 1 2 3
10)Si A=|-1 0 3|, B={0 111/yC=|4 -2 4 -3| Calcula
3413

2 2 -2 5 1 -2 0
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70 8 20 39 -2 20 -10 19
a) A’C -3 -21 58 -15 b) A(B+C) 23 9 -6 4
22 30 -68 24 -6 0 18 0

41 -5 30 -37
-34 8 28 23
8 20 -4 O

¢) A(2B-3C)

01 0 01
12) Halla las matrices A que verifican (0 ZJ.AZK j {A:(a b CJ}

1 : .
11)Dada A= (2 3). Determina todas las matrices X que conmutan con A.

00 2 00 1
1 -1 2 2 1 -3
13)Si A=|5 2 1|yB=|2 0 1 | Halla:
4 1 3 3 -1 2
3 77 3 77
(A+B) {0 2 0 b) A'+B! 0 20
-1 25 “12 5
6 17 19
) (AB){[-1 4 1 d)B'A" -1 4 -1
0 -11 -5 0 -11 -5
-5 6 6
e) (BA) {|-3 -1 -3 f)(at) (A}
—4 7 1

a 0
14) Dada la matriz A= [1 bj , ¢cOmMo deben ser las constantes a y b para que se verifique la igualdad

AP =A?

1 2
15) Obtén las matrices que conmutan con A = (0 j .
. 10
16) Sabiendo que A = L1 , calcula A®® + A%, I A0 =

17) Si A es una matriz cuadrada n x n, tal que A’

1

350 1

{a=lyb=0,a=0yb=1}

)

1 oj_A32:(1 0

32 1

)

= A, el es la matriz unidad (n x n), ¢qué matriz es

B%,si B=2A-1?
18) Dada una matriz A, ¢existe alguna matriz B tal que el producto AB o bien BA sea una matriz fila?

19) Siendo A una matriz de dimension 2x4, ;existe una matriz B tal que AB sea una matriz de 3 filas?
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20) Calcula A% siendo A=

N O O
SO N O
S O N

coso. —-seno. O
21)Siendo A=| sena. cosa. O |, calcula A%, A®, ..., A".
0 0 1

SELECTIVIDAD

(Galicia, septiembre 2010)
Pon un ejemplo de matriz simétrica de orden 3 y otro de matriz antisimétrica de orden 3.

(Castilla — La Mancha, junio 2008)
1 00

Dada lamatriz A=|1 1 0], se pide:
0 01

Encuentra la expresion general de la potencia n-ésima de A. En otras palabras, calcula la
expresion de A" donde n es un ndmero natural cualquiera.

(Comunidad Valenciana, junio 2008)
Sean | y A las matrices cuadradas siguientes:

10 17 29
| = . A=
01 -10 -17
Se pide calcular, escribiendo explicitamente las operaciones necesarias:

Las matrices A’ y A°

Los numeros reales « y g para los que se verifica:

(1+A) =al + gA

3 2 m n
A= , M=
1 3 p q
Encontrar las condiciones que deben cumplir m, n, p y q para que se verifique que el producto
de ambas matrices efectuado en las dos formas posibles sea el mismo.

(Pais Vasco, junio 2008)
Sean Ay M las matrices:

(Navarra, junio 2009)

2
Dada la matriz A= (1 3) , calcula A3yA3"3
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(Cantabria, junio 2009)
Justifica si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa. En el caso de que
consideres que la afirmacion es falsa pon un ejemplo ilustrativo.
Si Ay B son dos matrices cuadradas cualquiera, entonces AB = BA

Si B es una matriz cuadrada, entonces (I + B)2 =1 +2B+B? (siendo I la matriz identidad del
mismo orden que B)

(Pais Vasco, junio 2009)
Obtener las matrices Ay B que cumplen las condiciones:

8 3 1 2
3A+2B = y 2A-3B =
5 4 -1 -6

(Castilla — La Mancha, junio 2011)

: 4 5 01 .
Dadas las matrices A= y B= , Se pide:
-3 -4 10

X+3Y =A
X+Y=B
b) Encuentra una formula general para B", donde neN

a) Resuelve este sistema matricial: {

(Extremadura, junio 2011)

x 1 10
Calcule las matrices de la forma X:(y Ojque cumplen la ecuacion X - X' = [O 1) , donde

X * es la matriz traspuesta de X.

(Islas Canarias, junio 2011)

-1 0 1 2 -1 1
Dadas las matrices A= 3 1 -1y B=|{0 1 3}:
2 1 0 2 -2 1
. X -3y =A
Resolver este sistema
3X+4Y =B
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2. DETERMINANTES

> Definicion de determinante de una matriz cuadrada
Es un nimero que se asocia a cada matriz cuadrada; depende de sus elementos y de la posicion que
ocupan en ella. Este nimero resulta de sumar (o restar) todos los productos que pueden obtenerse
tomando un factor y s6lo uno de cada fila y un factor y s6lo uno de cada columna.

» Determinante de orden 2

Dada la matriz cuadrada de segundo orden A= (a“ a“j se llama determinante de A a:
a'21 a22
a; a4
det(A) = |A| =" ?| = 18,5, — 8,8
a21 22

El determinante de una matriz de orden 2 es igual al producto de los elementos de la diagonal principal
menos el producto de los elementos de la diagonal secundaria.

» Determinante de orden 3.
Dada una matriz cuadrada de tercer orden A su determinante es:

&; dp dj
|A| =18y @y Ayg| = 84385855 18,8538, T 838,85, — 38,85 — ;8385 — 8,3,,3,;
8y 8y g

0 Reglade Sarrus.
Para recordar el desarrollo del determinante de orden 3 se puede usar la regla de Sarrus:
Los productos con signo positivo estan formados por los elementos de la diagonal principal, y los de
las dos diagonales paralelas con su correspondiente vértice opuesto.
Analogamente se forman los productos con signo negativo pero tomando como referencia la diagonal
secundaria.

NOY e

" e ]
< o\é\‘ con signo + o~y s 4 | consigno-—
<Y N o Al

> Definicion de menor complementario y de adjunto de un elemento
Si en una matriz cuadrada de orden n suprimimos la fila y la columna del elemento ga; se obtiene otra

matriz de orden n-1. Al determinante de esta matriz se le llama menor complementario de aj. Lo
denotaremos por ¢ . Se llama adjunto de aj; y se designa por A; al nimero (-1)"' &

ij -

3 7 31
. : 2 0 7
Ej: En la matriz A=
-1 2 2
0 4 6 5
3 3 11
el menor complementariode a,, =-1es a;, =|4 0 7(=198
0 6 5

ysuadjuntoes A, =(-1)"" a,, =-198
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Se llama matriz adjunta de una matriz cuadrada A, y se representa por Adj(A), a la matriz que se obtiene
al sustituir cada elemento a; por su adjunto correspondiente A, .

> Desarrollo de un determinante por los elementos de una linea
El determinante de una matriz de orden n es el nimero que se obtiene al sumar los productos de los
elementos de una fila o columna por sus respectivos adjuntos.

a; 4a;, ... 4
d,; ay, ... dy,

= a11A11 + a12A12 +..+a, Aln
d, QA ... Ay,

Definicion

Una fila (o columna) de una matriz se dice que es combinacidn lineal de otras filas (o columnas) si esa

fila (0 columna) la podemos obtener como suma de las otras, cada una de ellas multiplicada por un

namero real.

Si alguna fila (o0 columna) es combinacion lineal de otras filas (o columnas), se dice que el conjunto

formado por todas ellas es linealmente dependiente. En caso contrario es linealmente independiente.
> Propiedades elementales de los determinantes

a) El determinante de una matriz es igual al de su traspuesta. (Esta propiedad permite aceptar para
las columnas las propiedades que se demuestren para filas y viceversa).

b) Si una matriz tiene una fila (o columna) de ceros, su determinante es cero.

¢) Si cambiamos las dos filas (o columnas) de una matriz, su determinante cambia de signo.

d) Si una matriz tiene dos filas (o columnas) iguales, su determinante es cero.

e) Si multiplicamos cada elemento de una fila (0 columna) de una matriz por un namero, el
determinante de la matriz queda multiplicado por ese nimero.

f) Siuna matriz tiene dos filas (o columnas) proporcionales, su determinante es cero.

g) Siuna fila (o columna) de una matriz es suma de dos, su determinante puede descomponerse
en la suma de los determinantes que tienen en esa fila (o columna) los primeros y segundos
sumandos, respectivamente, y en las demas los mismos elementos que el determinante inicial.

all + alll alZ + a'|12 all alZ alll allz
a21 a22 a21 a22 a21 a22

h) Si a una fila (o columna) de una matriz le sumamos otra fila (o columna) multiplicada por un
numero, el determinante de la matriz no varia.

i) Si una fila (o columna) de un determinante es combinacion lineal de otras filas (o columnas),
entonces el valor del determinante es cero. (ver propiedades fy g)

J) Si Ay B son dos matrices cuadradas del mismo orden, entonces:

det(A-B)=det(A)-det(B)

Como consecuencia:
At A=
1

det(A)
Nota importante.
Debido a la propiedad i), para que los vectores (fila 0 columna) de un determinante sean linealmente
independientes, una condicion necesaria y suficiente es que el determinante sea distinto de cero.

det(A*-A)=det(A*)-det(A)=1=>det(A™)=
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EJERCICIOS

1) Comprueba el valor de los siguientes determinantes:

012 3 1 1 1 1 y+z X X
014 9 2 3 4 10 =
—_12 _672 y X+1Z y 4xyz
018 27 4 9 16 100 z Z X+y
111 1 8 27 64 1000 a1 1 1
1 0 3 -1 3 X X X 1 a 1 1 3
~(a+3)(a-1)
21 4 1 X 3 X X (a+
-0 —3(1+x)(3-x) |t tal
0 0 1 3 X X 3 X 1 1 1 a
1 2 -1 5 X X x 3
100
2) Halla los “valores propios” de la matriz A=|2 2 4], es decir, los valores de x tales que
112
|A-x-1|=0. {x=0,x=1x=4]
-1 x X X
L L Xx -1 x X
3) Resuelve la siguiente ecuacion: =0.

X x -1 X
X X x -1
4) Enuncia las propiedades de los determinantes que permiten comprobar “sin hacer el desarrollo”
a d a+pd
que el determinante de esta matrizesnulo: |[b e b+ pe |.
c f c+pf
a b c

5) Sabiendoque |[d e f|=6 determina, sin desarrollar, el valor de los siguientes

g h i
determinantes:
2a 2b 2 a b c 2b c+3a alb
a) d/3 e/3 f/3 b)| a+d b+e c+f | c)|2e f+3d d/5
g h i a+d+g b+e+h c+f+i 2h i+3g g/5
a b -2a 3b
. . -1 x 0 O i
6) Se considera la funcion f (x)= o 1 % o sabiendo que f(0)=-3y f(1)=f(-1)
0 0 -1 x

Determinar ay b.

7) Existe alguna matriz real regular (determinante distinto de cero) A, de orden impar tal que
A =-A%?
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SELECTIVIDAD

(Galicia, junio 2009)
Sea M una matriz cuadrada de orden 3 con det(M) = -1y que ademas verifica M*+M +1 =0,
siendo | la matriz unidad de orden 3. Calcula los determinantes de las matrices: M+1y 3M+3l.
{IM +1]=1[3m +31| =27}

(Galicia, septiembre 2010)

Sea M una matriz simétrica de orden 3, con det(M) = -1. Calcula, razonando la respuesta, el
determinante de M+ M, siendo M la matriz traspuesta de M.
M +M|= -8
(Galicia, junio 2011)
Sean C1, C2, C3 las columnas primera, segunda y tercera, respectivamente, de una matriz

cuadrada M de orden 3 con det(M) = 4. Calcula, enunciando las propiedades de determinantes
que utilices, el determinante de la matriz cuyas columnas primera, segunda y tercera son,

respectivamente, - C2, 2C1 - C3, C2 + C3. {8}

(Madrid, junio2008)
Dada la siguiente matriz de orden n:

1 1 1
-1 9 1
-1 -1 9
-1 -1 -1 .. -19

se pide:
a) Calcular el determinante de la matriz A,
b) Calcular el determinante de la matriz A,

c) Calcular el determinante de A5
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3. APLICACIONES DE LOS DETERMINANTES

» Definicion
Se Illama rango de una matriz al nimero de filas o columnas linealmente independientes.

Propiedad
El rango de una matriz es el orden del mayor determinante distinto de cero que se puede formar con
las filas y columnas de la matriz. Es decir, es el madximo orden de los menores no nulos. Esto se basa
en dos resultados reciprocos:
-Si dos vectores fila o columna de una matriz cuadrada son linealmente dependientes, su
determinante es cero.
-Si el determinante de una matriz cuadrada es cero, sus filas y columnas son linealmente
dependientes.
Ej: Si una matriz 4 x 5 tiene rango 3, significa que existen tres vectores fila o columna linealmente
independientes, los correspondientes al menor de orden 3 distinto de cero, y los deméas son
combinacion lineal de ellos.

» Calculo del rango de una matriz
Dada una matriz, se elige en ella un menor no nulo de orden k. Se llama orlar el menor a formar un
determinante de orden k+1 afiadiendo una fila y una columna al menor, para asi buscar el menor no
nulo de orden maximo.

1 2 3 1
Ej: Lamatriz|2 0 1 4| puede tener como maximo rango 3, pero
1 -2 -2 3
1 2 3 1 2 1
1 5:—4:&0 yorlando|2 0 1/=012 0 4=0,portanto el rango es 2.

1 -2 -2 1 -2 3
También se podia hacer directamente viendo que la segunda fila es suma de las otras dos.

o Transformaciones elementales
Son las transformaciones que podemos realizarle a una matriz sin que su rango varie. Es facil
comprobar que estas transformaciones no varian el rango usando las propiedades de los determinantes
Si se permutan 2 filas 0 2 columnas el rango no varia.
Si se multiplica o divide una linea por un nimero no nulo el rango no cambia.
Si a una linea de una matriz se le suma o resta otra paralela multiplicada por un ndmero no nulo el
rango no varia.
Se pueden suprimir las filas o columnas que sean nulas, las filas o columnas que sean proporcionales
a otras, sin que el rango de la matriz varie.

» Calculo del rango por el método de Gauss
El método de Gauss consiste en aplicar transformaciones elementales a una matriz con objeto de
conseguir que los elementos que estan por debajo de la diagonal principal se anulen (aij = 0, i>}). Para
conseguir "triangular” la matriz debemos dejar en la diagonal principal elementos no nulos, salvo que
la fila sea nula.
Una vez aplicado este proceso de triangulacion, el rango de la matriz es el numero de filas no nulas de
la matriz obtenida. Esto es consecuencia de las propiedades de los determinantes.
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Ejemplo: Calcular el rango de la matriz

1 1 0
M=6 3 3
-1 1 -2

Por comodidad, es adecuado que el elemento a,, sea 1 o —1. De no ser asi, podemos permutar
filas o multiplicar toda la fila por un escalar.

1 10
M=l6 3 3
-1 1 -2

1 1 0 1 1 0 1 10

—L=bfh 5l 0 -3 3 |—Bhthylg -3 3 | =2kh 0 -3 3

-1 1 -2 0 2 -2 0 0 0

Las filas nulas podemos eliminarlas, y por tanto queda:
1 1 0
0 -3 3

» Definicidén de matriz inversa de una matriz cuadrada
Dada una matriz cuadrada A llamaremos matriz inversa de A a otra matriz A que cumple:
A'-A=A-A'=1,siendo I la matriz unidad.
Matriz regular (o invertible): Si tiene inversa.
Matriz singular (o no invertible): Si no tiene inversa.

Concluimos que rg(M)=2.

» Teorema. Condicidn necesaria y suficiente para la existencia de matriz

Inversa
“Una matriz cuadrada tiene inversa si y solo si su determinante es distinto de cero.”
Demostracion:
“=" Silamatriz A tiene inversa A! entonces A-A™" =1,
por tanto det(A- A™) =det(l),
usando la propiedad j) de los determinantes det(A)-det(A™) =1

.. 1
or consiguiente det(A™?)=——— vy det(A) =0
yp g (A7) det(A) y det(A) =

“&”  Si el determinante de la matriz A es distinto de cero, se puede calcular la matriz inversa como
veremos a continuacion.

» Calculo de la matriz inversa
“La suma de los productos de los elementos de una fila (o columna) por los adjuntos de otra fila (o
columna) distinta es nula.”
Demostracion:
Cojamos la fila i de una matriz cuadrada A y los adjuntos de otra fila j, tenemos que probar
que: a,A; +a,A;, +...+a,A, =0
Por otro lado, consideremos el determinante donde la fila j ha sido sustituida por la fila i, y
desarrollémoslo por los elemento de la fila j:
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& 8, .. G

all ai2 ain
d=agAp T AL +a A

filaj—>la, a, .. a,

anl an2 ann

pero por otro lado sabemos que este determinante es cero pues tiene dos filas iguales, entonces
Ay +a AL+ +a,A, =0

in"jn

Multipliguemos una matriz cuadrada A por la traspuesta de su adjunta (lo haremos en el caso de una
matriz de orden 3, en cualquier otro orden se hace de forma analoga):

ail a12 al3 Ail A21 A’:l
A- Adj(A)t =8y Ay Ay A12 Azz A32 =
aSl a32 a33 A13 AZS A33
A, A, A, tapA,  apA T ap A, taghA,  a A ta,A,ragAy) ([Al 00
= a21A11 +a, A12 + azsA13 a21A21 +a, Azz + azsAzs a21A31 +a, %2 + a23A33 =10 |A| 0
8y A A, FaRA, Ay A AL A, FaA, Ay A FaL A, FagA, ) (0 0 (A

: 1 .
entonces A-|%~Adj(A)t =1, portanto A™ =W-Adj(A)t.
Analogamente se demuestraque A™-A= 1

Ejemplo:
-
=-3
2 —
: -1 -2 _ -1 -1 1 (-1 -1
Adj(A) = Adj(A)' = At=—. =
o= a5 a5 {5 )

> Propiedades
1) La matriz inversa, si existe, es unica.

2) (A‘l)_1 = A (involutiva)
3) (AB)_l =B™. A" (orden cambiado)

WIN Wk
|
[BEY
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» Calculo de la matriz inversa utilizando el método de Gauss

Consideremos una matriz cuadrada A de dimension n y consideremos la siguiente matriz (A/l)
donde | es la matriz unidad de dimension n. El método de Gauss-Jordan consiste en transformar
mediante las transformaciones elementales por filas, la matriz (A/l) en otra matriz de la forma (I/B).
En caso de conseguirlo, la matriz B es la inversa de A.

ail a12 a13 100 4 100 bll b12 b13
3.21 a22 323 O 1 0 transformaciones N 0 1 0 b21 b22 b23
0 0 1]|b

a31 a32 a33 O O 1
Recuerda que las transformaciones elementales son:

31 b32 b33

e Sumar filas.
e Multiplicar por un escalar no nulo una fila.
e Sumarle a una fila el producto de un escalar por otra fila.

Ejemplo: Calculemos la matriz inversa del ejemplo anterior:

1 101 0) (5 (1 1|1 0) L, (3 0]1 1) &%
22" <11 17271772 —
2 -1]0 1 0 -3|-2 1 0 -3|-2 1
10/ 1

3 3
0o 1|2 1

3 3

Ecuaciones matriciales
Veamos, con algunos ejemplos, como se resuelven ecuaciones en las que aparecen matrices:

2

1
1) Dadas las matrices A= (0 1

-1
j y B= ( 5 j , calcula una matriz X que verifique la igualdad
AX =B+2X

Podemos resolverla de dos formas:

a) La matriz X debe ser 2x1 para que se puedan realizar todos los calculos indicados en la

ecuacion, por tanto:
1 2\ a -1 a a+2b -1+ 2a
= +2 = = =
o e A o)
{a+2b=—1+2a {—a+2b=—1
=

-b=6+2b 3b=-6

] -3
Asia=-3yb=-2=X =[ 2}
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b) Empleando la matriz inversa:

Para despejar X tenemos que multiplicar por la inversa de A—21 (Ojo: tener en cuenta que el
producto de matrices no es conmutativo)

AX —2X =B
(A-21)X =B
(A-21)"(A-21)X =(A-21)"B
X =(A-21)"B

12 L (-1 -2/3
A-2l = L (A-21)" = por tanto:

0 -3 -1/3
-1 -2/3\-1 -3
X - =
0 -1/3)\ 6 -2

8 -9

2 0
Dadas las matrices A= y B=
0 6 -7

1 J Hallar una matriz X tal que AXA™" =B

Primero despejamos X, multiplicando por A™ por la izquierda y por A por la derecha:

ATAXATA=AT'BA= X = A'BA

o2 0)
i e A
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EJERCICIOS

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

Sean P y Q matrices cuadradas de orden n que tienen inversa, ¢tiene inversa la matriz PQ?
Razona la respuesta.

-1 1 2
Calcula lainversade lamatriz P=| 2 0 1
-1 3 -1

- . 4 1 13 0 -2
Resuelve la ecuacion AX —B=C siendo: A:( j Bz[ j y

-1 0 45 -1 -3
0 2 1 2

C-= .
(—5 2 -1 —3]

x=2 0 2
Si A=| 0 x-2 0/, hallalos valores de x para los que A tiene inversa. Halla la matriz Y
0 0 x
de orden 3, que es solucion de la ecuacion AY +B =1, siendo A la matriz anterior para x =3,
1 0 -1
I lamatriz identidady B={2 0 O
31 0
0 3 4
Dada A=| 1 -4 -5/, demuestraque A*+1 =0 (O es la matriz nula). Justifica que A es
-1 3 4

inversible y obtén A™. Calcula razonadamente A™.

., . . -1 0 11 11
Resuelve la ecuacion matricial AXB=C, siendo A= , B= yC= :
0 1 1 2 00

1 2
Resuelve la ecuacion matricial ABX —CX =2C, siendo A=|2 1|, B:(3 1 1) y
01 2 -1 1
1 1 0
C=-1 2 1|
1 -11

Calcula a 'y b para que la matriz

w DN
D O -

1
0 | tenga rango 2. {a=b=-3}
b

3

1

0

2 3 2 0 0 3 5 4
9) Resuelve XA-2B+3C =D, siendo A= , B= , C= y D=

-1 1 1 4 2 0 -3 6

10) ¢ Para qué valores del parametro k, la siguiente matriz admite inversa?

A=

1

2
3

2 -1
0 1
2 k
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11) Siendo A una matriz cuadrada de tercer ordeny A' su traspuesta, demuestraque A+ A' es una
1 21

matriz simétrica. Obtén la matriz inversa de (A+ At), donde A={0 1 0.
2 0 3

_ 31 . .
12) Dada la matriz A:(5 2], construye la matriz Y =3A'A-21, y resuelve la ecuacion

2 0
AX = .

13) ¢ Para qué valores del parametro k tiene inversa la matriz A= ? Calcula la inversa

~ O k=
= X O
N O B

para k =1.
14) Sea A una matriz cuadrada de orden 3 diagonal.
a) ¢Qué condiciones deben cumplir los elementos de A para que admita inversa?
b) ¢Y cuales para que dicha inversa coincida con A?

15) Obtén un vector no nulo (a,b,c) de manera que las matrices siguientes tengan,

11 a 2 0 a
simultdneamente, rango 2: |1 0 b |y |0 -1 b|.
11 c 3 1 c

16) Supongamos que Ci, Co, C3 y Cs son las cuatro columnas de una matriz cuadrada A, cuyo
determinante vale 3. Calcula razonadamente:

a) El determinante de la inversa de A.

b) El determinante de la matriz 2A.

¢) El determinante de una matriz cuyas columnas son: 2C1-Cz, Cs, 5C3 y Co.

a b C
17) Si el rango de (Z 2 (f:j es 2, scual serdelrangodelamatriz| d-a e-b f-c |?
2a—d 2b-e 2c—f
18) Sea A una matriz cuadrada de orden n y sea | la matriz unidad de orden n. Demuestra que si
A’ +5A =1, entonces A posee inversa.

0 -1 0
19) Dada lamatriz A=|1 0 0], calcula A +A™.
0 0 1
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SELECTIVIDAD

(Galicia, junio 2008)
-2 m O

Dadalamatriz A= 0 0 m|. Calcula los valores de m para los cuales A tiene inversa
1 -1 0
Param =1, calcula la matriz X tal que XA+ X -2A=0

m=0y#2X=|2 0 2

(Galicia, septiembre 2008)
-1 0 -m
a) Estudia segun los valores de m, el rangode lamatriz M= -1 0 O
2 -m m
{sim#0=rgM =3;sim=0=rgM =1}
b) Para el valor m = 1, resuelve la ecuacion matricial MX =3A', siendo A= (1,0,1) y A= matriz

traspuesta de A. Para este valor de m, ;,cuénto valdra el determinante de la matriz 2M #?
0
X =| -6 [;det(2M*) =-8
-3
(Galicia, junio 2009)

. alo o0 . . : . :
Dada la matrizA= 10 , calcula los rangos de A-A" y A" -A, siendo A'la matriz
a

- - : 0
traspuesta de A. Para el valor a =1, resuelve la ecuacion matricial A-A'X =B, siendo B = (3)

{'fg(At A)=rg(A-A)=2 X = (_le}

(Galicia, septiembre 2009)

1 2 3
a) Estudia segun los valores de m, el rango de lamatriz M ={ 2 m m+2
m 8 12

{simz4=rgM =3;sim=4=rgM =1}

0 -1 -1 4
b) Resuelve la ecuacion matricial A*>- X =B, siendo A= , B= A X = Y
2 -1 0 -1/2
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(Galicia, junio 2010)

-1 1 O
Dadalamatriz A={ 0 1 O
0O 1 -1

a) Si I es la matriz identidad de orden 3, calcula los valores de A para los que A+ Al no tiene
inversa. Calcula, si existe, la matriz inversa de A—21 .

-1/3 -3 0
A=+L(A-21)"=| 0 -1 0O
0 -13 -13
b) Calcula la matriz X tal que XA+ A' =2X, siendo A' la matriz
traspuesta de A. -3 -3 0
X=|1Y3 53 13
[ 0 -13 —]/3}

(Galicia, septiembre 2010)
. o . 1 -1 2 -2
Calcula una matriz X simétrica y de rango 1 que verifique X - ) =

by

(Galicia, junio 2011)

a 00
DadalamatrizA=|b 1 0], calcula todos los valores de ay b para los que
0 01
At = Alsiendo A' la matriz traspuesta de A. {a=+1Lb=0}

(Galicia, septiembre 2011)

a) Si A es una matriz tal que A®+1 =0, siendo | la matriz identidad y O la matriz nula de orden
3. ¢Cuél es el rango de A? Calcula el determinante de A*°. Calcula A en el caso de que sea
una matriz diagonal verificando la igualdad anterior.

2 1
b) Dada la matriz B = %[2 O] , calcula una matriz X tal que BXB—-B=B"

(Galicia, septiembre 2012)
a 0 a

a) Calcula, segun los valores de a, el rango de A=|a+1 a 0 |. Paraa=1, calcula
0 a+l1 a+l

el determinante de la matriz 2A"- A™

-1/2 x 0
b)Sea B=| y 1/2 0].Calculaxey para que se cumpla que B™ =B'
0 0 1

(Nota: A', B! representan la matriz traspuesta de A y B respectivamente).
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(Galicia, junio 2013)

1 1
Dadas las matrices A=| -1|, B=|1/|, sean B! la matriz traspuesta de B e | la matriz identidad de
0 1

orden 3.
a) Estudia, segln los valores del parametro A , el rango de AB' + A1
b) Calcula la matriz X que verifica: AB'X — X =2B

(Galicia, septiembre 2013)
a) Sea M una matriz cuadrada de orden 2 tal que M? =4M . Determina la matriz X que verifica la

ecuacion matricial (M -2 )2 X =1, siendo | la matriz identidad de orden 2.
X

b) Determina todas las matrices B de Iaforma(
y

z] que verifiquen B® = 4B . Si alguna es inversible,

calcula su inversa.

(Galicia, junio 2014)

[EEN

m
a) Estudia, segln los valores de m, el rango de la matriz A= 1 m 2
1 m
b) ¢ Coincide A con su inversa para algun valor de m?

1 3
c) Determina una matriz simétrica X de orden 2 tal que X (J = (5} y el determinante de la matriz

3X sea -9.
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4. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

> Definiciones
Se llama ecuacion lineal con n incdgnitas a una relacion del tipo: a;x, +a,X, +...+a,X, =b

donde X, X,,...,X, son las incégnitas; a,,a,,...,a, los coeficientes y b el término independiente.

Los n ndmeros reales (s,,s,,...,s, ) son una solucion de la ecuacion si al sustituirlos por las incognitas

se verifica la ecuacion.
Se llama sistema de m ecuaciones con n incégnitas a todo sistema de relaciones de la forma:

ag X, +apX, +..+a, X, =b

1n*n

Ay X F X, +...+8,,X, =D,
A X, + X, +..+ 8, X, =b,,
Donde los numeros reales a; son los coeficientes del sistema; los numeros reales b; son los términos

independientes; y x; son las incognitas del sistema.
Los n nameros reales (s,,s,,...,s,) son una solucion del sistema si al sustituirlos por las incognitas
verifican a la vez las m ecuaciones.

» Sistemas homogéneos
Un sistema se llama homogéneo cuando todos los términos independientes son cero.
Un sistema homogéneo siempre es compatible, pues tiene al menos la solucion (0,0,...,0) que se llama
solucién trivial.

» Sistemas de ecuaciones equivalentes
Dos sistemas de ecuaciones son equivalentes cuando tienen exactamente las mismas soluciones.
Si dos sistemas de ecuaciones son equivalentes, entonces tienen el mismo numero de incognitas,
aungue no es necesario que tengan el mismo nimero de ecuaciones.
A veces, para resolver o estudiar un sistema de ecuaciones conviene encontrar otro sistema equivalente
pero mas sencillo, para ello se pueden utilizar los criterios de equivalencia:
- Si se multiplican o dividen los dos miembros de una ecuacion de un sistema por un namero real
distinto de cero, resulta otro sistema equivalente al primero.
- Si a una ecuacion de un sistema se le suma o resta otra ecuacion del mismo, resulta un sistema
equivalente.
- Si en un sistema de ecuaciones una ecuacion es combinaciéon lineal de otras, puede suprimirse y el
sistema resultante es equivalente al dado.

» Forma matricial de un sistema
Un sistema de m ecuaciones con n incognitas también se puede escribir de forma matricial:

all a12 v a1n Xl bl
a21 a'22 aZn X2 _ b2
aml amZ amn Xn bm

Es decir, M-X=B, donde M es la matriz del sistema (de dimension mxn) y esta formada por los
coeficientes del sistema, X es la matriz columna formada por las incognitas y B la matriz columna
formada por los términos independientes.
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Se llama matriz ampliada del sistema (de dimension mx(n+1)) a la matriz que resulta de afadirle a la
matriz del sistema la columna formada por los terminos independientes:

> Clasificacion de los sistemas atendiendo al nimero de soluciones

. [ x+y=3
DETERMINADOS (solucion Unica).Ej: L
X—y=

p
COMPATIBLES:
e . [ x+y=1
INDETERMINADOS (infinitas soluciones).Ej:
2X+2y=2
X+y=1
2x+2y=3

INCOMPATIBLES (no tienen solucion). Ej:{
\
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5. DISCUSION Y RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES
LINEALES

» Enunciado del Teorema de Rouché-Frobenius
“Un sistema de ecuaciones lineales es compatible, si y solo si, el rango de la matriz de coeficientes M
es igual al rango de la matriz ampliada M™.”

» Discusion de sistemas de ecuaciones lineales

- Si el sistema es compatible, el rango indica el nUmero de ecuaciones linealmente independientes, por
lo que se puede prescindir de las ecuaciones linealmente dependientes.
- Si el rango es igual al nimero de incognitas, el sistema tiene solucion Unica (compatible
determinado).
- Si el rango es menor que el nimero de incognitas, el sistema tiene infinitas soluciones (compatible
indeterminado), en este caso, alguna o algunas de las incognitas quedaran en funcién de las demas.
Resumiendo:
¢ rango(M) =rango(M”) = sistema compatible

= rango(M) =n sistema compatible determinado

= rango(M) <n = sistema compatible indeterminado
¢ rango(M) #rango(M") = sistema incompatible

En el caso particular de los sistemas homogéneos que ya sabemos que siempre son compatibles, segun
el teorema de Rouche-Frobenius:

- Si rango (M) = n, el sistema es compatible determinado, la solucion es la trivial.

- Si rango (M) < n, el sistema es compatible indeterminado.

Algunos sistemas dependen de uno o mas parametros y habra que estudiar, segun los valores de estos
parametros, si el sistema es 0 no compatible. (Habra que discutir el rango de la matriz del sistema
segun los parametros).

» Enunciado de la Regla de Cramer
“En el caso de los sistemas que tienen igual nimero de ecuaciones que de incognitas y que la matriz
de coeficientes tiene determinante distinto de cero, se puede obtener cualquier incognita xi como el
determinante de la matriz que se obtiene al cambiar la columna i del determinante de la matriz de
coeficientes por la columna de los términos independientes, todo ello dividido por el determinante de
la matriz de coeficientes”.

> Discusion vy resolucion por el método de Gauss
Se llama sistema triangular a un sistema de la forma:

ag X +anX, +.o..+a, X, +..+a,X, =b

m™m 1n*n

Ay Xy + oot By X+ + 8,5, X, =D,

A Xy + oo+ 80 X, =D,

mm*'m mn“'n

Los sistemas triangulares tienen la ventaja de que son mas faciles de resolver.
En un sistema el rango de la matriz de coeficientes siempre es menor o igual que n, por lo que si el

numero de ecuaciones es mayor que el rango de M podemos eliminar las que son combinacion lineal
de otras para obtener un sistema equivalente que tiene como mucho tantas ecuaciones como incégnitas.
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El método de Gauss consiste en transformar el sistema de ecuaciones en otro equivalente que sea de
forma triangular. Pasos:
a) Eliminamos las ecuaciones que veamos que son proporcionales a otra.
b) Intercambiamos las ecuaciones y las incognitas de forma que quede primero la mas sencilla
y, a poder ser, que tenga un coeficiente que sea divisor de los demas.
c) Por transformaciones sucesivas columna a columna, empezando por la primera, conseguimos
ceros en el tridngulo inferior; operando por filas.
d) Si nos quedan mas incdgnitas que ecuaciones, pasamos las incognitas sobrantes al 2°

miembro.
e) Despejamos la incognita de la dltima ecuacion y volvemos hacia arriba sustituyendo y
despejando.
Ejemplo:
3X+y—-4z=-8 y+3x—4z=-8
3x+2y-7z=-9 Escribo laincdgnita y de primera: {2y +3x-7z=-9 trabajo con la matriz
—7x-3y+z=9 —-3y-7x+z2=9
1 3 -4 -8 |:2' =F,-2F, 1 3 -4 -8
ampliada: | 2 3 -7 -9 opero por “filas”: obtengo:|0 -3 1 7
-3 -7 1 9 F, =F;+3F 0 2 -11 -15
1 3 -4 -8 y+3x-4z=-8
F, =3F,+2F, obtengo |0 -3 1 7 |pasando a sistema: -3x+z=7 loresolvemos
0 0 -31 -31 -31z=-31
empezando por la Gltima ecuacidén y hacia arriba sustituyendo:
z=1

-3X+1l=7T=x=-2
y+3(-2)-41=-8=y=2

Discusion:
Sea un sistema de m ecuaciones y n incognitas. Después de reducirlo a forma triangular:
a) Se obtiene alguna ecuacion de forma: ¢ = 0, con c distinto de cero, el sistema es incompatible.
b) En otro caso es compatible. Si r es el nUmero de ecuaciones no triviales (distintas de 0=0)
b1) Si r=n, solucidn unica (S.C.D.)
b2) Si r <n, soluciones infinitas (S.C.1.)

Ejemplo:
X—-2y+3z=14
a) { 2x+y-z=-3
5x+z=1
1 -2 3 14\ . 1 -2 3 14 1 -2 3 14
2 1 -1 —3|2=F272h 1y 5 g —31|F; =F;-2F, »|0 5 -7 -31
5 0 1 1)27F™R g 10 _14 69 0 0 0 -7
X—2y+3z=14
pasando a sistema: 5y—7z=-31  Entonces sistema incompatible.
0=-7

95



b1) Ejemplo caso anterior 3 ecuaciones y 3 incognitas.

X—2y+3z=14
bz) 2X+y-z=-3
5x+z=8
1 -2 3 14\ . 1 -2 3 14 1 -2 3 14
F, =F, -2F, -
2 1 -1 -3|2 —-|0 5 -7 -31|F; =F,-2F,»|0 5 -7 -31
5 0 1 8)2~F SR g 10 _14 _e2 0 0 0 O
Xx—-2y+3z=14
pasando a sistema: 5y -7z = -31Entonces como tenemos 2 ecuaciones y 2 incdgnitas, S.C.1.,
0=0
pasamos una incognita (que sobra a parametro). Hacemos z =« Yy queda: resolvemos igual que
antes:
:‘31;7“ sustituyendo en la primera: x:_8;“ : solucién del sistema; (—8"5“,—"31;7“,(1)

> Discusion vy resolucion de sistemas de ecuaciones lineales con un
parametro

Ejemplo:

Discute, segun los valores del pardmetro:
X+y+z=1
ky +kz =2 Consideramos las matrices M y M*
kx + ky +

z=1
1 11 1 111
M={0 k Kk M*=10 k k 2
k k 1 k k 1 1

Estamos estudiando un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas, por eso el rango de la matriz del
sistema es menor o igual que 3. Para que este sistema sea compatible determinado se tiene que cumplir
que el determinante de la matriz del sistema sea diferente de cero. Veamos para qué valores del
parametro k el determinante es cero. El determinante de M es:

IM|=(k+k*+0)—(k*+k*+0) =k(1—k)
Asi, |M | =0< k=0 o k=1 Entonces podemos concluir que para todos los valores del parametro

k0,1 se cumple que [M|=0 vy, por lo tanto, rang(M)=rang(M*) = n = 3. Es decir, el sistema sera
compatible determinado para todos los valores reales del parametro k excepto parak =0y k=1

Estudiaremos ahora esos dos casos:

k=0
1 11 1111
Las matrices son: M={0 0 O M*=0 0 0 2
0 01 0 011



Ya sabemos que rang(M)< 3 porque ‘M‘z 0, vemos que el rang(M) = 2. Veamos si rang(M*) = 3.
Para eso vamos a elegir menores de orden 3 para ver si alguno es diferente de cero:

111

0 0 2[=-2%0

011

Por lo tanto para k = 0 el sistema es incompatible

k=1
111 1111
Las matrices son: M=0 11 M*=10 1 1 2
111 1111

Ya sabemos que rang(M)< 3 porque \M\: 0. Si encontramos un menor no nulo de M de orden 2,

podemos decir que rang(M) = 2. Elegimos el menor que resulta de seleccionar las dos primeras filas y
las dos primeras columnas:

11
=1#0
0 1
Veamos el rango de la matriz ampliada:
111
IM|=0 01 2=0
111

Por lo tanto rang(M) = rang(M*) = 2, es decir, el sistema es compatible indeterminado.
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EJERCICIOS

1) Clasifica por el teorema de Rouche-Frobenius :

X+2y+3z=2
2x+y=2 2x-oy+3z=1 3x+2y+22=2
+y= =
A. y [SCD)B. {x+3y-z=0 {scCl}cC. y (5.1

-X+y=0 Xx—y+4z=1

3Xx—-2y+2z=1
2X+y—-2=3
2) Comprueba que los siguientes sistemas son compatibles determinados y resuélvelos por la Regla de
Cramer:
2Xx+4y+6z =18 2x+3y—-7z=-1 y+z=1
A. J4x+5y+5z=21 B. {3x+4y-6z=5 C.{x+y-3z=8
3X+y—-2z=4 5x—-2y+4z=-7 X—-2y=-1

{(4.-23); {(-15.2)} {38.2.-1)}
3) Clasifica segun sus soluciones, utilizando el método de Gauss, los sistemas siguientes. Resuelve los
casos de compatibilidad.

3X+2y+2=3 (v i27 =1
A dx+y+z=1 {SCD%(22_1J} B.{ y a {SCl.>@y,y)
A R X+y—-z=1
2x—-3y+z=-1
2X+4y—-2z2=-4
X+y=5
xty-z=1 X+y+22=2
C.{3x+3y—-3z=3 c.l. -3,2)} D. B S.1.
y {sc.ul.—»(4+2,-3,2)} 2x+y+z=11 { }
4dx+4y—-4z7=4
y+z=7
5x+7y—-5z=-1
3X-2y+7z=1 31y 11 ’3
E. {x-5y+2z=8 S.C.I.—)(_ L7 72— ,zj
13 13
—-2Xx+10y -4z =-16
4) Discute, segun los valores del parametro:
x—z=1 a=3,a#1= S.C.D.
ay+3z=2 a=3=S.l.
4x+y—-az=1 a=1=S.I.

5) Discute, segun el parametro, y resuelve cuando sea posible:

L+a)x+y+z=1 a¢0;a¢—3:>S.C.D.:>(_a3, 33,a(a+32))
a+ a+ a+
A L x+(l+a)y+z=1+a a=0=SCl.=01-y-2y,2)
x+y+(l+a)z=1+a’ a=-3=S.l.
X—ay+az=a
a#-1=S.C.D.=(0,0,)
B.{—x+ay+z=1
a=-1=SCl.=(-1-y+zy,2)

X+y+az=a
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6) Discute el sistema y resuélvelo para los valores del parametro que lo hagan compatible
mx+2y+3z=0
2X+my+2z=2
2X+my+3z=m-2

7) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y resuéelvelo
en los casos en que es compatible.

X—-y—-z=0
x+(@*-a-1)y=-1
x+(@° -a-1)y+(a-2)z=1-a’

8) Cuando en el afio 1800 Beethoven escribe su primera sinfonia, su edad es diez veces mayor que la
del jovencito Franz Shubert. Pasa el tiempo y es Shubert el que compone su célebre Sinfonia
Incompleta. Entonces la suma de las edades de ambos musicos es igual a 77 afios. Cinco afios después
muere Beethoven y en ese momento Schubert tiene los mismos afios que tenia Beethoven cuando
compuso su primera sinfonia. Determina el afio de nacimiento de ambos compositores.

9) De tres numeros, X, Y, z, sabemos lo siguiente: que el primero mas el segundo suman 0; que el
primero mas el tercero suman 1; que la suma de los tres es 0 y, para terminar, que el primero
multiplicado por un nimero k més el doble de la suma del segundo y el tercero da 1.

a) ¢ Qué puede decirse del valor de k?

b) ¢Cuénto valen esos tres numeros?

ay+bx=c
10) Se tiene el siguiente sistema de ecuaciones, en el que las incognitas son x, y, z: {cx+ay =b

bz+cy=a
Halla la solucidon sabiendo que es Unica.

SELECTIVIDAD

(Galicia, junio 2008)
a) Discute, segun los valores del parametro m, el sistema de ecuaciones lineales:
2X+3y+z=m
X—-2y+2=2 si m# —1= SI, sin solucion
Ix 4+ y+22 -1 si m=-1= SCI, o soluciones
b) Resuélvelo, si es posible, para el caso m = -1. {Si m = —1sol = (x = 51;47y _ 5—7/1 %)}
(Galicia, septiembre 2008)
a) Discute, segun los valores del parametro m, el sistema de ecuaciones lineales:
3X—y-3z=m
X+y-z=1 {si m=—2= SCD, Unica solucién}

si m=-2= SlI, sin soluciones
mx+3y+2z=3 1= e st S SOt

b) Resuélvelo, si es posible, para el caso m = 0. {Sim=0, sol(5/8,3/4,3/8))|
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(Galicia, junio 2009)

. . . . . . X+y-2=5
a) Resuelve, si es posible, el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

2X+Yy-22=2
b) Calcula el valor de m para que al afiadir al sistema anterior la ecuacion:
X+2y—z2=m

resulte un sistema compatible indeterminado.

(Galicia, septiembre 2009)

a) Discute, segun los valores del parametro m, el sistema de ecuaciones lineales:
X-y+2=0

2Xx-y—-z=0
X—-2y+4z=m
b) Resuelvelo, si es posible, para el caso m = 0.

(Galicia, junio 2010)

a) Discute, segun los valores del parametro a, el sistema de ecuaciones lineales:
ax+2y+2z=a

X+y+z2=0
2X—Yy+2z=a
b) Resuélvelo, si es posible, para el caso a = 0.

(Galicia, septiembre 2010)

a) Discute, segun los valores del parametro m, el sistema de ecuaciones lineales:
mx+y—-2z=0

X+y+z=0
X=y+z=m
b) Resuélvelo, si es posible, enloscasos m=0y m=-1.

(Galicia, junio 2011)

a) Discute, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
mx—-2y+2z=1

2X+my+z=2
X+3y—z=m
b) Resuelve, si es posible, el sistema anterior para el caso m = 1.

(Galicia, septiembre 2011)

a) Discute, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
X+my+3z=1

X+2y+mz=m
X+4y+3z=1
b) Resuelve, si es posible, el sistema anterior para el casom =4
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(Galicia, junio 2012)

X—2y+3z=5

X—3y+2z=-4

a) Calcula el valor de ¢ para que al afadirle la ecuacion ax+y+z=9, resulte un sistema
compatible indeterminado. Resuélvelo, si es posible, para a =0.

b) ¢Existe algun valor de « para el que el sistema con estas 3 ecuaciones no tiene solucion?

A. Dado el sistema:

m m m?
B. Dada lamatriz A=| 1 m* m?
1 1 1
a) Estudia, segun los valores de m, el rango de la matriz A.
X 1
b) Resuelve, si es posible, el sistema A-| y |=| 1| parael valor m=1
Z 1
(Galicia, septiembre 2012)
X+y=m
a) Discute, segun los valores de m, el sistema x—my =-13
3x+5y =16
b) Resuélvelo, si es posible, para m=2.
(Galicia, junio 2013)
X+my+z=2
a) Discute, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema :{mx-y+z=0
2X—-y+2z=1

b) Resuelve, si es posible, el sistema anterior para el caso m=1

(Galicia, septiembre 2013)
A. ¢Cuando un sistema de ecuaciones lineales se dice homogéneo? ¢ Puede ser incompatible
un sistema de ecuaciones lineales homogéneo? Justifica la respuesta.

m 0 1
B. Dadalamatriz A=| 0 -1 0
1 0 m

a) Calcula, segun los valores de m, el rango de A.

b) ¢ Coincide A con su inversa para algin valor de m? Param = 0, calcula A®

c) Si m=2 y A es la matriz de coeficientes de un sistema de tres ecuaciones lineales con tres
incognitas, ¢podemos afirmar que el sistema tiene solucion Unica? Justifica la respuesta.

(Galicia, junio 2014)

a) Discute, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
3X—-y—-2Z=m+9
mx+3y—-z=0
3X—y+5z2=0
b) Resuelve, si es posible, el sistema anterior para el caso m=-9
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BLOQUE: GEOMETRIA

1. VECTORES EN EL ESPACIO

> Vectores en el espacio
Un vector fijo es un segmento orientado y viene determinado por su modulo, direccion y sentido.

B Mddulo de AB es la distancia de A a B. Se designa por |E| :

Direccién de AB es la de la recta que contiene a Ay a B, y de todas las rectas
g paralelas a ella.
AB Cada direccion admite dos sentidos opuestos: el que vade A a B y el que va
A de B a A.
Dos vectores son iguales cuando tienen el mismo maédulo, la misma direccion
y sentido.
Tenemos asi el espacio de los vectores libres \° en el cual podemos definir las operaciones de producto
de un vector por un nimero, suma e resta de vectores.

0 Operaciones con vectores

A) Producto de un vector por un numero.

Sean u=0Ae\®y LeR. Definimos Au como vector que tiene la misma direccién que OA ,
mismo sentido si A>0, y sentido contrario si A<0,y de modulo :

|E| =4|- |O—A| . a 2a

[
»

v

Si =0, Au=0 (vector nulo)

~l-u=-u (vector opuesto) —3a

P
<

B) Suma de vectores.
La suma la definimos de la siguiente forma:

Sean u=0A e v=AB dos vectores libres, siendo O, A y B puntos arbitrarios del espacio, y
OA y AB dos representantes de ellos. Graficamente la suma sera:

- -

/ v
\7 R W’

S U4V
u+v=0A+ AB=0B

C) Resta de vectores.
Definimos u—v como: U—V=u-+(-Vv)

Propiedades.
(" Asociativa: (U+V)+W=U+(V+W)
Suma Conmutativa; U+V=V+U
ﬁ,Q,VVeV3 4 Existe vector nulo: u+0=0+u=u
Existe vector opuesto: u+(-u)=0

\
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Asociativa: « (,Bﬁ) =(epf)u

Producto (a+p)u=au+pu
u,ve® { Distributiva:
a, feR a(a+0)=aa+a\7

| Producto por la unidad: 1.v=v

Polo tanto, (\?, +, -R) es un espacio vectorial real

o Dependencia e independencia lineal de vectores

Combinacion lineal de vectores.
Dados los vectores u,,U,,...,u, € \°y o, @, ..., € R laexpresion a,u, +a,U, +...+a,U, sellama

combinacion lineal de u,,u,,...,u, .

EJEMPLO:

Dependencia e independencia lineal.

Sean los vectores Uy, U,,...,U. e\?.

Se dice que forman un conjunto linealmente dependiente si existen escalares o, a, ...,«, € R notodos
nulos tales que:

U+, +...+a U =0

Esta definicion es equivalente a:

U,,U,,...,u, €\* son linealmente dependientes si alguno de los vectores lo podemos escribir como
combinacion lineal de los restantes.

Se dice que uj@ﬂ e\® forman un conjunto linealmente independiente si dada cualquier
combinacion lineal nula:

U +a,U, +...+a U =0

implica que todos los escalares son nulos.

Asi:

Dos vectores alineados son linealmente dependientes.

Dos vectores no alineados son linealmente independientes.

Tres vectores coplanarios (estan en el mismo plano) son linealmente dependientes, pero tres vectores
no coplanarios son linealmente independientes.
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Base. Sean X, y, z tres vectores no coplanarios (por lo tanto L.i.). Cualquier otro vector se puede poner
como combinacion lineal de x,y,z de forma dnica. Asi, decimos que x,y,z forman una base:
B={x.5.2).

Si los tres vectores son perpendiculares entre si, se dice que es ortogonal. Si ademas, su mddulo es 1,
se dice que es ortonormal.

Coordenadas de un vector respecto de una base.

Sea una base B:{i,y,f}. Entonces, dado u e\3, existen a, b, ¢ R tales que:

u=ax+by+cz

A los nimeros a, b, ¢ le lamamos coordenadas de u respecto de la base B.

Se expresa: u(a,b,c).

Normalmente trabajaremos con la base {T, i, IZ} = {(1,0, 0),(0,1,0), (0, 0,1)} que se conoce como base

candnica.

Operaciones con coordenadas.
Sean los vectores u = (X, Y;,z) Y V=(X,,Y,,Z,). Entonces:

U+v=_0%+X,Y,+Y,,2+12,)
ku = (kx, ky,, kz,)
Como consecuencia de estos resultados sera mas facil trabajar con los vectores.

» Producto escalar de dos vectores

- - - -
Dados dos vectores uy v, se llama producto escalar de dichos vectores al nUmero real:
u-v= |ﬁ|-|§|-cos(ﬁ,\7)

0 Propiedades
e Definido positivo: u-u =

—

u

—

u

—

u

: -cos(ﬁ,ﬁ): :

- -2
u‘-cosooz‘u‘ >0

-, - ’ - - —~|2 - - -
de esta expresion deducimos el médulo de un vector: u-u :‘u‘ :‘u‘:\/u-u
R - — - -
e Conmutativo: u-v=v-u
3 -> - -\ - - -
e Homogéneo: k-|u-v |=lk-u|-v=u-|k-v

. . . -> [ - -> > o o
e Distributivo respecto de lasuma: u-| v+ w |=U-V+U-W

0 Interpretacion geométrica
“El producto escalar de dos vectores coincide con el producto del médulo de uno de ellos por la
proyeccion del otro sobre él.”

N

- - - - - - -
uov:|u|'|v|-cos[u,vj:|u|.proyuv
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Proyeccion de

Proyeccién de P ) ae |
v u sobre v=u

v sobre u=Vv’

o0 Expresién analitica

N > o7 > 2 2
u-v=|u i+u, j+u,k |- v, i+v, j+Vv K

Aplicando las propiedades del producto escalar:

> Pl 27 il e 27 e e e o

U-v=uv, i i+uVv, i j+uv, i K+u,v, ji+u,v, jj+u,v, jk+uv ki+ugv, k j+u,v, kk
. POl ardiidn e

teniendoencuentaque i i =jj=kk=1 vy ij=ik=jk=0

- >
Ilegamos a que u-v=uV, +U,V, + U3V,

» Modulo de un vector

. - - - - - 2
Teniendo en cuentaque u-u s u|-Ju|-cosO=u|
podemos obtener el médulo de un vector utilizando que

- - —> 2 2 2
|ul=vu-u=-+/u +u, +u;

Se cumplen las siguientes propiedades:

—

U0 u=0
[u+v|<| J | +] U| (desigualdad triangular)
[kulHk]-[ul

o Vector unitario
Un vector es unitario si su modulo vale 1.

o Angulo que forman dos vectores
Podemos obtener el angulo que forman dos vectores a partir de su coseno, despejandolo de la

férmula del producto escalar:

u,v; +U,v, +UsVv,

/%)
(@]
wn
TN
<l
<\
~—
I
c
</

- - 2 2 2 2 2 2
uj-|v| \/ul +U; +U; -\/vl +V; + Vs

0 Ortogonalidad
Como consecuencia, dos vectores no nulos son perpendiculares (ortogonales), si y sélo si, su

producto escalar es cero.

105



> Producto vectorial de dos vectores

El producto vectorial de dos vectores u y v €S otro Vector ux v que se obtiene:
En el caso de que los dos vectores sean proporcionales o alguno de
ellos sea nulo, su producto vectorial es el vector cero.

En caso contrario, es otro vector que tiene por modulo el producto
de los modulos de los vectores por el seno del &ngulo que forman,
su direccion es perpendicular a ambos vectores, y su sentido el del
avance de un sacacorchos que gira en sentido positivo del primer
vector al segundo.

—

|0 V| =l |v]- sen(@, V)

O Propiedades

e Anticonmutativa: uxv = —(Vx uj
e Homogénea: (k . ujx v =k (ux vj = ux(k . vj

e Distributiva respecto de la suma: u>< (v+ wj = (UX vj (ux wj

o Expresidén analitica

- - > > 2 2
UXV = U T+U, JFU K [x[ Vv, T+V, j+V, K |=

:ulv1(7x7)+ulvz(?xT)Jrulvs(TxEj+u2vl(Tij+u2v (]x Jj uzva( X )+u3vl(zx?j+
i

- - - - - -
+ U5V, | Kx J [+Uuyv,| kxk uvzk UVSJ uvk+u Vs T+URY, j—UyY,

- - —
i ] k
., - 4 4
Para recordar esta expresion se puede utilizar: UxXV=U U, U
V1 V2 V3

0 Interpretacion geométrica
“EI médulo del vector producto vectorial de dos
vectores es igual al area del paralelogramo que
forman esos dos vectores”.

- - - - -
[uxv]Hul|-|v|-sena=u|-h=Db-h

I
|
|
|
|
|
|
|
|
B

Célculo del area de un triangulo.
Si conocemos los tres vértices de un triangulo OAB, para obtener su area llega con calcular:

Area =%|C;Ax58|
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> Producto mixto de tres vectores

. NN N ; - = > -> [ -
Se llama producto mixto de tres vectores u, v y w al nimero real: u,v,W|=uU-| VXW|.

0 Expresidn analitica del producto mixto
Utilizando las expresiones analiticas del producto escalar y vectorial se llega a que:

u u, U
- > - > (> -
Wl WZ W3

O Propiedades

-> > - o > > o >
WV ,W I = V,Wu|=|WuUu,V

<l

- > >
u ,v,w} =0 < los tres vectores son linealmente dependientes (estan en el mismo plano)

- - - - - >
a-ub-v,c-w|=abc|u,v,w

-> o o - - o> - - - -
u+u',v,wi=|u,v,w|+|u,v,w

0 Interpretacién geométrica

Consideramos tres vectores no nulos U,V Y W, de forma que generen un paralelepipedo, tal como
indica la figura:

El volumen del paralelepipedo viene dado por:
V = 4area de la base-altura = |\7va|-|6 .COSar = ‘[G,Q,vﬂ‘ ,

siendo a el angulo que forman Uy VxXW.

o “El valor absoluto del producto mixto de tres vectores

es igual al volumen del paralelepipedo que forman los
tres vectores”
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Por tanto, como en un paralelepipedo se pueden construir 6 tetraedros con el mismo volumen, el
tetraedro que tiene a tres vectores como aristas concurrentes en un
mismo Vvértice tiene como volumen 1/6 del valor absoluto del producto

mixto de esos tres vectores.

Si conocemos los Vértices de un tetraedro ABCD, su volumen se puede calcular como:

Volumen =%|[ﬁﬁﬁ]|
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EJERCICIOS

1) Dados los vectores del espacio G = (1,2,3) y V = (4,5,6), determina el mddulo de los vectores G +v
y G-V.

2) Determina A e ¢ para que el vector (A, ¢, -9,-4) sea combinacion lineal de los vectores
(1,2,-5,3)y(2,-1,4,7).

3) Descubre que valores de a hacen linealmente dependientes los vectores (1,1,a),(2,1,a) y (0,1,1).
V.

4) Los vectores iy v cumplen [i|=5y [v|=2,yademés -V =10. Calcula i x
5) Dados los vectores U =(1,2,3) y V = (2,-14), calcula:

a) Su producto escalar.

b) EI mddulo de cada vector.

c) El angulo que forman.

d) El valor de m para que W =(0,3,m) sea ortogonal a v .

e) La proyeccion de G sobre v, y viceversa.

f) Su producto vectorial.
g) El &rea del paralelogramo que forman.

6) Comprueba si los vectores a = [0%33 y b =(2,,3) son unitarios.
7) Sean @ = (1,\/6,—3) y V= (— 7.3, JE). Calcula cuanto mide:
a) La proyeccion ortogonal de v sobre .

b) La proyeccion ortogonal de G sobre v .

8) Sabiendo que [i|=5,[V|=2, [W =1 yque G-V=-4, G-Ww=3y V-w=1, determina el valor de
k para que los vectores X = 2ii + kv —kw € ¥ =0 +V —3W sean ortogonales. {k = 6}

9) Si dos vectores tienen la misma direccion, ;como serd su producto escalar, segun tengan el mismo
u opuesto sentido?

10) Sabiendo que [i+V|=8y |i—V|=6, calcula V. {7}

11) Dados los vectores u, V e W tales que ‘D‘ - 3,‘\7‘ :1,‘\7\/‘ —4yu+v+w=0, calcula la suma de los

productos escalares uv+uw+vw

12) La tercera componente de un vector G del espacio es 1. Determina las otras dos componentes
sabiendo que G es perpendicular al vector (1,—2,0) y que, ademas, es combinacion lineal de los

vectores (1,01) y (L1,0). {(212)}
13) Dados los vectores G = (-11,2) y V = (2,3,-1), calcula el &rea del paralelogramo determinado por

iy v. V83|

14) Halla el volumen del paralelepipedo cuyas aristas son los vectoresU=(2,1,0), j=010) y

V=(321).
15) Calcula el valor de x para que los vectoresd=(x+221), V=(x-1x-13) vy
W =(2x+1,x+1 x+6) sean linealmente dependientes. x=0;x=Lx=-2}
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16) Dados los puntos A(1, X, -2), B(y, 1, -1) C(2, x, -3) e D(1, 2, 3), calcula el volumen del tetraedro
ABCD, sabiendo que la cara ABC es un triangulo rectangulo isosceles recto en A.

17) Sean los vectores u (2, 0, 1), V (2k, 1,0) e W (4, k, 1), calcula:

a) Los valores de k para que el volumen del paralelepipedo determinado por u, V e W sea
de 16 ud.

b) Los valores de k para que los vectores u,v y w sean linealmente independientes.
18) Calcula el volumen del tetraedro de vértices A=(x11),B=(1-12), C=(x-13) vy

D= (y +1-2,2— 2y), sabiendo que las aristas AB y BD son perpendiculares y que las aristas AB
y AC forman un angulo de 45°.
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2. RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO
Llamamos sistema de referencia a un conjunto R={0O; i ] IZ} formado por:
Un punto fijo, O, chamado origen.
Una base (f, ] IZ) del espacio vectorial de los vectores libres \°.
Sea la aplicacion @:R® —— B,
P ——0F
Esta aplicacion es biyectiva; es decir, dado un punto P lo hacemos corresponder
con el vector libre OP .

Como (T, T,IZ) es una base de \?, existen a, b, ¢ %R tales que:
OP =ai +hj +ck
A la terna (a,b,c) le lamamos coordenadas de P respecto del sistema de referencia .
Vamos a considerar siempre un sistema de referencia ortonormal.

Coordenadas de un vector dado por sus puntos.
Sea el vector de origen P(x,,Y,,z)y extremo Q(X,,Y,,Z,)
P

A @:w_@:(xz1yZ’ZZ)_(X11y11Zl):(X2 =X Y, Y 4, _Zl)
O Q

Punto medio de un segmento
Sea el segmento de extremos P (X, Y;,2,) Y Q(X,,Y,.2,).

Consideremos el paralelogramo al que dan lugar los vectores OP y OQ .
El punto medio del segmento PQ es un punto

M tal que: O—M:%@:%(@HTQ) -

2 72 2
Por lo tanto, las coordenadas del punto medio del segmento vienen dadas por:
M :(x1+x2 Y, +Y, Zl+22j

(&+& i+ Y, A+éj

2 2 2

Simétrico de un punto respecto de otro.
Llamamaos simétrico del punto P respecto do punto M a otro punto P’ tal que M es el punto medio
del segmento PP’.

Sea P(x,Y:,Z) Y M(a,b,c). Silas coordenadas de P* son («, 4, ) tenemos que:

a:X“LOl:mz:Za—x1

M:(X1+a’yl+ﬂ’zl+7]:> b:yl+ﬂ:>ﬂ:2b_y1
2 2 2 2

c=zl%:>;/:20—zl
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> Ecuaciones de la recta

Una recta r del espacio queda determinada por un

R
direccionu = (u,,u,,u, ), que se llama vector
director de la recta.

escribir:
OX =OP+4 U

que se llama ecuacion vectorial de la recta.
O también (x,y,2)=(a,b,c)+ A(u,,u,,u,)
Igualando cada coordenada, obtenemos:
X=a+Au,
y =b+ Au, que se Ilaman ecuaciones paramétricas de la recta.
Z=C+Au,
Despejando el parametro A , se obtiene:
X—a

ﬂ/:

b z-c . .
A= = = = gue son las ecuaciones continuas de la recta.

Nota: Puede ocurrir que u, =0 para i=1,i =2 6 i =3. Entonces si por ejemplo u, =0, aparece:
Xx-a y-b z-c

0o u, - U,
La primera proporcion es meramente simbolica. Lo Unico que quiere decir es que X=a

Multiplicando estas ecuaciones en cruz, tendremos:
(x—a)u, =(y-b)u,

que son las ecuaciones implicitas o reducidas de la recta.
(x—a)u, =(z-c)y,

punto P(a,b,c) de dicha recta y un vector con su

Para hallar cualquier punto X de la recta, podemos

(Veremos que cada una de ellas representa un plano, y por tanto, la recta se escribe como la

interseccion de dos planos)
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> Ecuaciones del plano

5 Sea un sistema de referencia ortonormal
R={0; i,],k }.
i — .
o= Un plano zen el espacio queda
'm<: determinado por un punto P(a,b,c) y

dos vectores
u=(u,u,,u,) yv=(v,Vv,,Vv,) nonulos

0 ¥ . . . <z .
7 y con distinta direccion (linealmente
// independientes), que se llaman vectores
& directores.

Para hallar cualquier punto X del plano
se puede escribir:

PX = AV + ud

PX —OX —OP

O también:

(x,y,2) = (a,0,€) + A(v;,V,, ;) + 11(U;, Uy, Us)

Igualando cada coordenada, obtenemos:
X=a+Av, + uu,

} = OX =OP + A + 40, que se llama ecuacién vectorial del plano.

=y =Db+ AV, + U, que son las ecuaciones paramétricas del plano.
Z=C+ AV, + pru,

Por otra parte, el vector PX tiene que ser combinacion lineal de los vectores Uy u ; al ser estos
Xx—a y-b z-c
tres vectores dependientes se tiene que: | v, v, v, =0
u, u, U,

Desarrollando el determinante, obtenemos una expresion de la forma:
Ax + By +Cz + D =0, que es la ecuacion implicita o general del plano.

Vector caracteristico de un plano.
Un plano puede estar definido por un punto A = (a,b,c) y un vector perpendicular a dicho plano

.
n=(n,,n,,n,) que se llama vector caracteristico del plano.

Si cogemos cualquier punto X = (x, Y, z)del plano se cumple que AX y 1 son perpendiculares, por
lo que su producto escalar es cero. Por tanto:

A -H=0:>(x—a)-nl+(y—b)-n2 +(z-c)-n,=0=n,x+n,y+n,z—na-n,b-n,c=0

Es decir, obtenemos la ecuacion implicita del plano: Ax+By+Cz+D =0 donde n=(A,B,C)
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Ecuaciones de los ejes y de los planos coordenados

0Z=tk

oY=tj’

Ecuaciones de los ejes coordenados

Vectorial | Paramétrica
X=t
EjeOX| ¥ =7 y=0
z=0
x=0
H —> e d =t
Eje OY X =t] z:o
x=0
EieOZ| Y-t K )Z/i:)

Los ejes de coordenadas
no se pueden expresar en

forma continua

Planos: ecuaciones de los planos coordenados

Plano OYZ

x=0

—

Ao OV
=

Vectorial Paramétrica | Implicia

x=t

Plano OXY %:t?JrS? {y:s z=0
z=0
Xx=t

Plano OXZ —tT+s® {y=0 y=0
z=5s
x=0

Plano OYZ —tT+s¥ {y=t x=0
zZ=5
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» Posiciones relativas de dos planos
Dos planos pueden ser secantes, paralelos o coincidentes.
Si los planos tienen ecuaciones 7 : Ax+By+Cz+D=0Yy 7 :Ax+B'y+C'z+D'=0, habra que

B C|-D
-D

A B C
Si rango(M) = rango(M*) = 2, (los coeficientes no son proporcionales), el sistema es compatible
indeterminado, al ser tres incognitas, dos de ellas dependeran de la tercera, es decir al resolverlo
aparecera un parametro, la solucion sera una recta; los planos son secantes.

Si rango(M) =1y rango(M*) = 2, (los coeficientes son proporcionales pero el término independiente
no), el sistema es incompatible, no tiene solucion, los planos no se cortan, por tanto son paralelos.

Si rango(M) = rango(M*) = 1, (los coeficientes y el término independiente son proporcionales), el
sistema es compatible indeterminado, como sobra una de las ecuaciones, una de las incognitas quedara
en funcion de las otras dos, por tanto las soluciones vendran dadas por dos parametros, la interseccion
es un plano, por tanto los planos son coincidentes.

estudiar el sistema formado por ambas ecuaciones:{

Rango(M) | Rango(M*) | Posicién

SECANTES
2 2 i i 7

PARALELOS

1 2 4

COINCIDENTES

1 l Y A—
/
» Posiciones relativas de tres planos
A B C|-D
En el caso de tres planos el sistema a estudiar tiene la siguiente matrizampliada:| A* B' C' -D'
AII BII CII _ Dll

Si rango(M) = rango(M*) = 3, el sistema es compatible determinado, tiene solucién Unica, por tanto
los tres planos se cortan en un punto.

Si rango(M) = 2, rango(M*) = 3, el sistema es incompatible, los tres planos no tienen ningun punto
comun. Como rango(M) = 2, al menos dos planos se cortan en una recta. (Puede ocurrir que los tres
planos se corten dos a dos en rectas paralelas o que dos de ellos sean paralelos y el otro plano corte a
ambos).

Si rango(M) = rango(M*) = 2, el sistema es compatible indeterminado, como hay tres incdgnitas, dos
de ellas dependeran de la tercera, por tanto al haber un solo parametro la solucion es una recta, los tres
planos se cortan en una recta. (Puede ocurrir que los planos sean distintos y se corten en una recta o
que dos de ellos coincidan y el otro los corte en una recta).
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Si rango(M) = 1, rango(M*) = 2, el sistema es incompatible. Como rango(M) = 1 los tres planos son
paralelos.(Puede que coincidan dos de ellos).

Si rango(M) = rango(M*) = 1, el sistema es compatible indeterminado. Como sobran dos de las
ecuaciones y hay tres incdgnitas, una de estas incognitas depende de las otras dos, es decir, las
soluciones vienen dadas con dos parametros, por lo tanto, las soluciones forman un plano: los tres
planos son coincidentes.

Rango(M) | Rango(M*) | Posicién

/
3 3 /oy

secantes en un punto

secantes dos a dos dos planos paralelos
0 cortados por el otro

2 s .4 -
-’H

planos secantes dos coincidentes
en una recta distintos Yy uno secante
A {?
planos paralelos distintos paralelos y dos coincidentes
- ~
1 2
Coincidentes
1 1
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» Posiciones relativas de una recta y un plano
Puede ocurrir que se corten en un punto, que la recta esté contenida en el plano o que la recta sea
paralela al plano.
Si el plano viene dado por la ecuacion = : Ax+ By +Cz+ D =0 Y la recta por
[ Ax+B'y+C'z+D'=0
" {A"x+ B'y+C"z+D"=0

A B C|-D
La matriz ampliada a estudiar sera:| A* B' C'-D'

A" B" C"-D"
Hay que tener en cuenta que el rango minimo de M es 2, ya que los planos que determinan la recta
son secantes. Por tanto, los casos posibles son:
Si rango(M) = rango(M*) = 3, el sistema es compatible determinado, la solucién es un Gnico punto,
plano y recta se cortan en un punto, son secantes.
Si rango(M) = 2, rango(M*) = 3, el sistema es incompatible, al no tener solucion la recta y el plano
son paralelos.
Si rango(M) = rango(M*) = 2, el sistema es compatible indeterminado, como la solucion viene dada
con un parametro es una recta, por tanto la recta esta contenida en el plano.

\ Secantes

3 3 \

r

Rango(M) | Rango(M¥*) | Posicion

\
Faralelos
2 3
Recta incluida
en el plano
2 2 P
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Nota:

Si la recta viene dada por ecuaciones paramétricas es mas sencillo sustituir estas ecuaciones en la
implicita del plano, quedard como Unica incognita el parametro:

A(Xo +k-u))+B(y, +k-u,)+C(z,+k-u;)+D=0

Si esta ecuacion tiene una unica solucién la recta y el plano son secantes. Si no tiene solucién son
paralelos. Y si tiene infinitas soluciones la recta esta contenida en el plano.

> Posiciones relativas de dos rectas
Dos rectas pueden ser secantes, paralelas, cruzadas o coincidentes.
Si las rectas son:
r'{ Ax+By+Cz+D=0 | A"x+B"y+C"z+D"=0

Ax+B'y+C'z+D'=0 S'{A"'x+B"'y+C"'z+D"':O

A B cC|-D

A B C'|-D
B" C"|-D"

A" B C'"-D"

El sistema a estudiar tendra la siguiente matriz de coeficientes y ampliada:

Hay que tener en cuenta que como minimo rango(M) = 2, pues las dos primeras (o las dos ultimas)

ecuaciones forman una recta y son independientes.

Si rango(M) = 3, rango(M*) = 4, el sistema es incompatible, no tiene solucion, ademas las rectas no

pueden ser paralelas porque seria rango(M) = 2, por tanto las rectas son cruzadas.

Si rango(M) = rango(M*) = 3, el sistema es compatible determinado, al tener una Unica solucion, las

rectas se cortan en un punto.

Si rango(M) = 2, rango(M*) = 3, el sistema es incompatible, como rango(M) = 2 las rectas tienen la

misma direccion, por tanto son paralelas.

Si rango(M) = rango(M*) = 2, el sistema es compatible indeterminado, las soluciones vienen dadas

por un parametro, es una recta, las rectas son coincidentes.

RANGO(M) [RANGO(M*) [ POSICION
Se Cruzan

se cortan

X

son paralelas

| 7

son coincidentes
2 2 /
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Nota:
Si las rectas vienen dadas por las ecuaciones paramétricas, podemos encontrar un vector director de
cada una facilmente.
Si los vectores son proporcionales, las rectas tienen que ser paralelas o coincidentes. Para saber cudl
de estos casos es, cogemos cualquier punto de una de ellas y vemos si pertenece a la otra, en caso
afirmativo son coincidentes y en caso contrario son paralelas.
Si los vectores no son proporcionales, las rectas se cortan o se cruzan. Para saber de qué caso se trata,
habra que ver si el siguiente sistema tiene o no solucién:

Xog+A-U =Xg+u-Vv,

Yo+ A Uy =Y{o+u-V,

Zo+A-Uy=2Z"g+p-V,
Si tiene solucidn las rectas se cortan, si no la tiene las rectas se cruzan.

Tambien con los vectores direccion de las rectas y el que une un punto de cada una de ellas.
Si los tres vectores son I. dependientes se cortan, si son independientes se cruzan.
u u

v |=0—se cortan v |#0 - se cruzan

PQ PQ
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EJERCICIOS:

1) Calcula las coordenadas del punto medio del segmento AB, siendo A =(3,4,-3) y B =(1,0,4).

2) Halla todas las posibles ecuaciones de la recta que pasa por los puntos A(3,-1,0) y B(5,4,7).

3) Halla unas ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por A(0,1,2) y B(1,2,-1). Decide si
P(-2,-1,8) y Q(1,1,-3) pertenecen a esa recta.
4) Expresa en paramétricas la recta: {X —2y+2z+4=0
-X+2y+z=0
., 2X+y—-2=0
5) Halla la ecuacion de la recta que pasa por A(1,-1,2) y es paralela a la recta: 1
X—y=

6) Halla todas las posibles ecuaciones del plano determinado por los puntos A(1,3,4), B(2,7,1) y
C(3,1,7).

7) ¢Qué ocurre si intentas obtener el plano determinado por A(2,1,4), B(3,2,6) y C(4,3,8)?

8) Halla la ecuacion (implicita) del plano que contiene al punto P(-3,2,1) y a la recta
(x,y,2)=(1+t,1-2t,3-t)

9) Halla las ecuaciones continuas de la recta que esta contenida en los planos:
T X=y+2-1=0y 7,:2Xx+2-1=0

10) Halla las ecuaciones reducidas de la recta que pasa por A(1,0,-1) y es paralela a los planos:
i 2X+y—-2-2=0y 7,:Xx+y-2=0

11) Halla la ecuacion del plano que contiene al punto P(3,1,-2) y a la recta:
x+4 y-1 z+1
-2 3 0

12) Halla la ecuacion del plano que contiene a las rectas:
X—2 y+3 z+1 y x+4 y-1 z+4
2 -3 -1 -2 3 1
13) Halla la ecuacion del plano que contiene a larecta x =y =z y es paralelo a:

X—=3 y+1_£

2 1 2
14) Estudia la posicion relativa de los siguientes planos y en los casos posibles su interseccion:

Q) a:x+y-5z2=-4 B:3x—y+2z=1
b) a:x+y—-5z2=-4 pB:-3x—-3y+15z=1
C) a:Xx+y-5z2=-4 B:-3x—-3y+15z2 =12
d) a:x+3y+2z=0 B:2x—-y+z2=0 0:4x-5y-32=0
e) a:x-y+z=0 B:3x+2y-2z=1 S5:5x=1
B

) a:2x+3y-5z2+7=0 :3Xx+2y+3z-1=0 0:—X+y—-8z+3=0

15) Determina el valor de k para que los siguientes planos se corten a lo largo de una recta:
a X+y+z=2 P:2x+3y+z2=3 0 kx+10y+4z=11
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16) Estudia la posicion relativa de los siguientes planos segun los valores de a:
a.ax+y+z=1 o:x+y+az=1

17) Discute la posicion de los siguientes planos segun los valores de a:
a:3x—ay+2z-(a-1)=0 B:2x-5y+3z2-1=0 5:x+3y—(a-1)z=0

18) Halla el punto de interseccion del plano «:3x+2y-11z-5=0 Yy la recta:
r:(x,y,z)=(2t,3t+1t)

se corten. Halla el punto

X+y=2 y—-3z=k
y—-z=3

19) Halla el valor de k para que las rectas r : y s:
y—2z=2

de corte.

20) Estudia la posicién relativa del plano determinado por los puntos A(1,3,2), B(2,0,1) y C(1,4,3),

x=3t-1
ylarecta:{y=t+2 {se cortan en un punto}
z=2t
21) Determina m y n para que los siguientes planos sean paralelos:
a:6x-—my+4z+9=0 p:9x-3y+nz-n=0 {m=2;n=6}
22) Estudia la posicion relativa de las siguientes rectas y si tienen algin punto comin héllalo:
X=t X=2+2S .
D rily—2-t ysidy=_os {comuden }
(t,2-t1+3t)
z=1+3t Z=7+6s
b) rix=-y=-z s:{ x=2 {se cruzan}
y=X+2
C) rix-l=y-2= 2=l . x=3_y-3_z+l {se cortan (1,2,1)}

2 -2 -1 2

2X+y—az=2
X—-y—-z=a-1
los valores del parametro a.{ a=-1a=2 Se cortan; .-_1 paralelos; a=2recta contenida en
plano}

23) Estudia las posiciones relativas del plano x +ay—z =1 yde la recta{ segun

24) ¢Cuadl es la posicion relativa de estos tres planos? Justifica la respuesta.

3Xx-5y+2z-4=0 r(M):2
2X-5y+32-1=0 {secantes dos a dos porque r(M*)=3}
X+3y—-4z=0
25) Estudia si los puntos A(2,-1,0);B(3,0,1);,C(~1,2,1) estén alineados. Calcula a y b para que el
punto D(a,b+1,2) pertenezca a la recta AB. {No; a=4;b=0}

26) Estudia, segun los valores del parametro A, la posicién relativa de los planos:
a=X+y+Az=0 pf=x+Aly+z=0 y=AX+y+Az=0

¢Existe algun valor de A para que los planos se corten en el punto (0,3,3)?
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27) Encuentra la ecuacion del plano que pasa por el punto P(1,1,1) y contiene a la recta

11x+y-11=0
{ z=0
x=1+21
28) Estudia la posicion relativa de larecta < y=41 yel plano x+y+z=3 y obten, si fuese
z=1-2A
posible, puntos de contacto. {son secantes; (3,1,—1)}

29) Dadas: la recta r definida por los planos x=z-1, y=2-3z, Yy la recta s por los planos
x—4=5z e y=4z-3,estudia su posicion relativa y halla la ecuacion del plano que contiene
aryesparaleloas. {se cruzan; —7x+4y+19z-15=0}

30) Obtén la ecuacion de una recta que pasa por el punto de interseccion del plano

T.X+y—-z+6=0 con la recta s:%=y—2=z+1, y es paralela a la recta

{(-9+t,-1-3t-4-13t)}

3X+y-4=0
4x-3y+z-1=0

31) Determina la ecuacion del plano perpendicular al segmento AB donde A(-1,0,3) y B(1,4,-1),
por su punto medio.

32) Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto A(3,-1,2) y cuyo vector normal es ﬁ(2,1,8).

33) Halla la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(3,2,-1) y B(4,0,2), y es perpendicular al
plano dado por x -5y +2z-6=0.

34) Los puntos P=(-134) y Q=(53-2) son simétricos respecto a un plano. Calcula la
ecuacion de ese plano. {x-2-1=0}

35) Calcula los valores de m e n para que los tres planos:
m2X=Yy=27=1 m,:X-2y—-71=2; m,:MX—-Yy+Z=n Secorten en una recta.

X—y+z=1
36) Dados los puntos A(-2,-4,-3) y B(2,6,5) vy la recta {Zx yy 379 averiguar si existe alguna
+ V- =

recta tal que contenga los puntos A'y B y corte a la recta r. Razonar la respuesta.

37) Halla las ecuaciones parametricas de una recta sabiendo que corta a la recta r de ecuaciones
x =y =z, es paralela al plano de ecuacion 3x+2y—z =4 y pasa por el punto A(1,2,-1)
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3. ESPACIO EUCLIDEO TRIDIMENSIONAL: ANGULOS,
PERPENDICULARIDAD DE RECTAS Y PLANOS

> Angulo gue forman dos rectas

El 4ngulo que forman dos rectas que se cortan es el menor de los dos angulos que forman.
S

<)

A U

En el caso de dos rectas que se cruzan, el angulo que forman es el angulo que forman dos rectas
secantes paralelas a las dadas.

Para calcular el angulo que forman dos rectas r y s, se calcula el coseno del angulo que forman sus
vectores directores, teniendo en cuenta que el angulo obtenido puede ser el suplementario del que
buscamos. Para solucionar esto llega con tomar el valor absoluto del coseno del angulo que forman los
vectores directores.

cos(r,s)=

- -
cos| u,,V,

o Condicién de perpendicularidad de dos rectas
Dos rectas son perpendiculares si y solo si el producto escalar de sus vectores directores es cero.

> Angulo gue forman dos planos

El angulo de dos planos que se cortan es el menor de los
angulos diedros que determinan.

El angulo que forman dos planos 7 y «, coincide con el
angulo que forman sus vectores caracteristicos o con su
suplementario. Para solucionarlo, al igual que con las
rectas, cogemos el valor absoluto del coseno de dicho
angulo.

-> >
cos| n_,n,

o Condicidn de perpendicularidad de dos planos
Dos planos son perpendiculares si y solo si el producto escalar de sus vectores caracteristicos es cero.

> o

n_-n

4 24

cos(z, ) =

—

n

T

—

-n

o
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> Anqgulo gue forman recta y plano

Se llama angulo de una recta r y un plano 7 que se cortan, al angulo agudo que forma la recta con su

n
”
-,
4
’
-,
rd
-

proyeccion sobre el plano.

Para calcular el angulo que forman, primero hallamos
el angulo que forman el vector director de larectay el
vector caracteristico del plano, o su suplementario en
el caso de que no sea agudo.(Como siempre, para no
tener problemas, cogemos el valor absoluto del

C0Seno).

Pero el angulo que buscamos es el complementario de

éste, por tanto:  (r,7)= o = 90°- 3
- -
v-n

- >
seno. = Ccosf3 = cos(v, nJ = -

v|-|n

o Condicioén de perpendicularidad de recta y plano

Una recta y un plano son perpendiculares si y solo si el vector director de la recta y el caracteristico

del plano son proporcionales.
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1) EJERCICIOS

1) Halla el angulo que forman:

a)  Lasrectas x¥l_y _z+4 y x+2_y-1_
2 -3 2 0 2

b) Lasrectas x =Y = 2—2 x-1_y-b_z-c
2 3 2 1 1

z

c) Larecta x= y:% conelplano z=0

d) Larecta X+2=yT_1=§yelplano Xx—3y+6z+5=0
e) Losplanos 2x+6=0 Yy 3x-5y+z-1=0
f)  Larectar:(x,y,z)=(210)+k(1-2,4) yelplano n:x—y+3z-1=0 {a.=807°}

2) Calculael valor del parametro k para que los planos ©:2x -6y +5=0Y n':3x—ky+z—-1=0 sean
perpendiculares e indica un vector director de la recta interseccion para el valor de k obtenido.
{k =-1,0 = (31-10)}
x-1 y+1 z _ .,
3) Dada la recta r ] yel plano 7:x+y+z-4=0, hallar la ecuacion de la recta

proyeccion ortogonal de r sobre .

4) Determina la ecuacion del plano perpendicular al segmento AB donde A(-1,0,3) y B(1,4,-1), por
su punto medio.

5) Los puntos P =(-13,4) y Q =(5,3,-2) son simétricos respecto a un plano. Calcula la ecuacion de
ese plano.

6) Halla el punto simetrico del punto A(2,0,1) respecto de la recta g = y—_l?’ =z-2.

{se calcula el plano ortogonal a la recta que contiene al punto, después el punto de corte del plano
con la recta (P) y como AP = PA" entonces se calcula {A'=(2,4,5)}}

7) Obtén la ecuacion del plano que pasa por el punto P(3,5,0), es perpendicular al plano

X+2y-1=0

X—y+z-3=0 aralelo a la recta
Y yP {x—22+1:0

X—2z2+3=0 . -
8) Dada larecta r: { +4 0 yelplanor:x+2y+3z-1=0, se pide hallar la ecuacion de una
y-z-4=
recta situada en el planor, que pase por el punto P(2,1,-1) y sea perpendicular ar.
. . . X+2y—-2=0
9) Determina la ecuacion del plano que contiene a la recta r : ey y es paralelo a la recta
y+3z+4=0
s x-1_y_ z+5
2 3 5
. . X—2y-6z=1
10) Determina A para que exista un plano que contenga a la recta o2y 37— 6 y que sea
X—2y—-3z=

perpendicular al vector (-6,8,1). Explica bien el porqué de la respuesta.

125



11) Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(2,-1,1) y se apoya en las rectas:
rE{x—y+3z:4 G X_y+2_z-1
X—y+z2=2 3 1 -1
{ es la recta interseccién del plano que contiene a r y al punto A, con el plano que contiene a sy al punto A}

12) Halla el punto simétrico de (-1,2,5) respecto al plano x +2y +z = 2.

13) Halla la ecuacion del plano o que es perpendicular al plano 2x+y+2z+1=0 Yy que contiene a

X=1+t
la recta de ecuacion r:Jy=-1+2t
z=1-2t
. . X=2 y-2 1z-
14) Calcula la proyeccion ortogonal de la recta: r: - 1 - 1 sobre el plano
X=A-u
y=2-1+3u
2=3+21-2u
15) Sean las rectas o Xl_y-2_z g XZ2_y+l z+2
-2 2 —4 3 1 1

a) Hallar la ecuacion de la recta t que pasa por el origen y corta a las dos rectas anteriores.
b) Hallar la perpendicular comun a las rectas r y s.

y=2x+1 o X+3_y+3_2+2
z=2x+1 S 2 2 1

encuentra una recta bisectriz de r y s (una recta bisectriz de otras dos pasa por el punto de interseccion
de estas, esta en el mismo plano que ellas y forma el mismo angulo con ambas)

16) Dadas las rectas: r: {
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4. APLICACIONES DE LOS PRODUCTOS ESCALAR, VECTORIAL Y
MIXTO AL CALCULO DE DISTANCIAS.

» Distancia entre dos puntos
La distancia entre dos puntos A=(a,,a,,a,) Yy B =(b,,b,,b,) se puede obtener calculando el mddulo

del vector KB )

-

AB :\/(bl_a1)2+(b2_a2)2+(b3_a3)2 ’
» Distancia de un punto a un plano
Para hallar la distancia de un punto P(p,, p,, p;)a@ un plano z:Ax+By+Cz+ D=0 al que no

pertenece, habria que hallar Q, punto proyeccion ortogonal de P sobre el plano y después calcular la
distancia entre P y Q.

P

Esta distancia viene a ser el médulo del vector QP .
Si tomamos cualquier otro punto A(a,a,,a;) del
plano se cumple que:

- -

N
AP = AQ+ QP, si multiplicamos escalarmente esta
expresion por el vector normal del plano:

n-AP=n-AQ+n-QP=n-QP,yaque n L AQ.

Ademas como n // QP, se tiene que:

—

QP

—

n-AP =

—

n

—

QP

—

QP -(x1) = n-AP=n-

=

Como n=(AB,C) y AP =(p,—a,, p, —a,, P; —a;)
> | |Ap, +Bp, +Cp, — Aa, — Ba, — Ca,|
QP =
/A2 +B?+C?
pero por pertenecer A al plano, cumple su ecuacion:
Aa, +Ba, +Ca,+ D=0 = D =-Aa, —Ba, —Ca,, queda por tanto:

d(P,7) =

|Ap, + Bp, +Cp, + D|
~JA* +B?+C*?
Ejemplo: Hallar la distancia entre el punto P(2,-1,3) y el plano 7 =3x+2y-z+1=0.
32+2(-1)-3+1
d(P,7z)=| - |= 2 u.l.
JE+2241? 14

o Distancia entre dos planos paralelos
Se halla la distancia de un punto de uno de ellos al otro plano.

o Distancia entre una recta y un plano paralelos
Se halla la distancia de un punto de la recta al plano.

d(P,7) =
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EJEMPLOS:
e Calcula la distancia entre los planos 7, =x+y+z-1=0y 7,=X+y+2+3=0.

Estos dos planos son paralelos. Tomemos entonces un punto de 7z, .
Si x=0ey=0, entonces z=1.
SeaP (0, 0,1) e,

11+3 4
d(z,,z,)=d(P,x :|—:— u.l.
( 1 2) ( 2) \/m \/5
i . X+y+z+3=0
e Calcula la distancia entre la recta r: yelplano 7:3x+2y+2z-1=0.
2X+y+z-1=0

El vector director de la recta es v(0,1,—1)y el vector normal del plano es n(3,2,2). Como V-fi=0

entonces son paralelos.
Buscamos un punto de la recta:
X+y=-3 . :
tiene como soluciones x=4ey=-7
2x+y=1
Calculamos la distancia del punto P(4,-7,0) al plano .
|34+2(-7)+20-1] 3

d(P,z) = > _ul
NI +22 427 V17

» Distancia de un punto a una recta

Si z=0, obtenemos el sistema {

Sea una recta r de vector director V y un punto P exterior a la recta.
Llamamos distancia de P a r a la distancia que hay entre P y la proyeccién P’ de P sobre r.

. dist(P,r)=dist(P,P")

- - - -

v <l

P
Métodos para hallar P’.

1°) P’ es la interseccion de r y el plano que pasa por Py es perpendicular a r.
2°) P” es de forma (x(t), y(t), z(t)).

Sea A un punto de la recta y \7 su vector director. Entonces:

P(x(t), y(1), z(1))
P’ A

PPV = PPW=0
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3°) Método para hallar directamente la distanciade P ar.
Sea la recta r determinada por el punto Ay el vector director V.
d(P,r) = altura del paralelogramo.

A:b-h:|\7|-d(P,r) |\7xﬁ>’|

= d(P,r)= il

A:|\7xﬁ|

X+2 y-2 7+
2

EJEMPLO: Dada larecta r:

métodos anteriores.

1°) Hallamos el plano 7 talque 7 LryPer.
7:X+2y+k=0 pasapor (-1,2,3)=> -1+4+k=0=k=-3
X=-2+t
Interseccion del plano 7:x+2y—3=0 ylarecta r:<y=2+2t
z=-1
(-2+t)+2(2+2t)-3=0=-2+t+4+4t-3=0=1t=1/5

Por lo tanto, la proyeccion de P sobre r es P'(%Q,E,—lj.

5
d(P,P'):\/(_?nglj +(%—2) +(-1-3)" = % ul.

2°) P’ en paramétricas es (-2+t,2+2t,-1).

Por lo tanto, PP' = (-1+t,2t,—4) y el vector director de la recta es (1,2,0). Luego:
(-1+t)+2-2t=0=1t=1/5

La proyeccion de P sobre res P (?%—1} y estamos en el caso anterior.

|\7xﬁ _
3% d(P,r) = |q| ,siendo A(-2,2,-1),V(1,2,0) y P(-1,2,3).
Y
i ]k VAAP|=64+16+4 =+/84
j
VxAP=[1 0 4|=-8+4j+2k |g|:\/1+_4:\/§
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» Distancia entre dos rectas
La distancia entre dos rectas, rys, d (r, s) es la minima distancia entre un punto cualquiera de r y un

punto cualquiera de s.

Si las rectas son coincidentes o secantes, su distancia es cero.

Si las rectas son paralelas, su distancia se calcula tomando un punto cualquiera de una de las rectas, y
calculando su distancia a la otra recta.

Si las rectas se cruzan:

Consideramos un punto A y un vector director G de la recta sy un punto B y un vector director v de
larectar.

Unimos los puntos A y B. El volumen del

paralelepipedo determinado por AB,U y v, esel
valor absoluto del producto mixto de estos

vectores, V =

s

>V
X=5+41 X=4+3u
EJEMPLO: Dadasasrectas r:<y=-1 y s:qy=3-u hallar la distancia entre ambas.
z2=8+24 Z=5+4u
Tenemos u, (1,0,2),v,(3,~1,4), A (5,-1,8), B,(4,3,5) y AB(1,—4,3)
1 0 2
Huﬁ,ﬁ,p@ﬂ: 3 -1 4f|=|-3-24+2+16/=9
1 -4 3 = d(r,s)=3ul.
u xv,|=|(2,2,-1) =3

Hay otros métodos para hallar esta distancia:
Vamos a verlos mediante el ejemplo anterior:

1° método: Buscamos el plano paralelo a s que contiene ar.

/ x-5 1 3
r:y+l 0 -1=2x+2y-z=0

s — |
d z-8 2 4
BT ” s’ Un punto de larectases P,(4,3,5)
e s 2:4+2:3-5|
- Por lo tanto: d(r,s)=d(P,,7) =———=—=3 ul.
(r.s)=d( ) V4+4+1
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2° método:

w

\

r——————
\

d(s,r)=d(P,P") siendo P(4+3u,3— 1,5+4u) yP'(5+4,-1,8+21)

_ PP L v,
PP'estalque: < _.Porlo tanto:

PP'Lv,

Q+A-3u, 4+ u,3+24-4u)-(3,-1,4)=0

A+ A—3u,~4+ 11,3+ 24 —44)-(1,0,2) =0
Resolviendo el sistema al que da lugar, tenemos que: A =3y u=2.
Tenemos asi dos puntos de la perpendicular comun:

P.(10,1,13) y P.(8,-1,14) = d(s,r) =d(P,,P) =22 + 2 +1* =3 u.l.
x-8 y+1 z-14
2 2 1

Calculamos la perpendicular comun:
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EJERCICIOS

1) Halla la distancia del punto P(1,0,-1)

A la recta 2x-y+2-3=0 Alplano z—y=0
X+y—-2-3=0
2) Sea el plano de ecuacion m: x+ 2y +3z =5.

a) Encuentra la ecuacion de un plano paralelo a © y cuya distancia al origen sea 3. ;Cuantas
soluciones hay?

b) Calcula el punto P del plano  que esta mas préximo al origen.

c) Sea Q el punto (1,1,1). Se sabe que los segmentos OP y OQ son dos lados de un paralelogramo.

Hallar los vértices y el area de dicho paralelogramo.

x=1 y-2 z7+6 | x+y-2z=3
-1 3 2

3) Halla la distancia entre las siguientes rectas: r: S:
X—2y+2z=0

4) a) Determina si los puntos P(0,1,0), Q(0,0,-1), R(1,0,1) y S(1,1,1) estan en el mismo plano.

b) Halla la ecuacion del plano = que pasa por P, Q y R, y de la recta r que es perpendiculara t y
pasa por S.

c¢) Halla la distanciade S a =.

5) Calcula la distancia entre las rectas r y s, siendo:
X y-1 z+3 S_x—1_y+1_z

0 1 2 1 -1 3
Obtén la ecuacién de la recta perpendicular comun a ambas.

6) Calcula la longitud del segmento de la recta r comprendido entre los planos a y B:

2x—-y =0
r. a:3Xx+z2=5 p:x—y—-2=0
X-z=0

7) Dados el punto A(1,0,-1) y el plano ~ =2x-y+3z =4, calcula:
a) La ecuacion de la recta que pasa por A 'y es perpendicular a .
b) El punto simétrico de A respecto a .
c) Ecuacién del plano que pasa por Ay es paralelo a .

8) Estudia la posicion relativa de los siguientes planos:

x=1+3t+s . _
a{ — Lix+2y+2+3=0

z=t-s
Calcula la distancia entre ambos planos.

9) Pon un ejemplo de dos rectas (distintas a los ejes coordenados) que se crucen en el espacio
euclideo y calcular la distancia entre ellas.

. . . X=41+3 yZO
10) Determina la distancia entre las rectas: , _ |y _ E{ 5 0
X—-2y+z=
z=-1+1
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11) Dada la recta r, determinada por los puntos A=(-2,13) y B =(~10,2). Calcula los puntos de r
tales que su distancia al punto C = (~2,3,0) es de /18 unidades. Calcula la distancia del punto C

alarectar. {(_3’2’4);[—?1,—?2%);(1:%}

3Xx+2y-z-1=0
X+y-1=0

a) Determina la ecuacion de la recta s que corta perpendicularmente a r y pasa por (0,2,2), y las
coordenadas del punto P interseccion dery s.

b) Calcula la ecuacion del plano & que contiene ary a sy la de la recta t perpendicular a r por el

12) Sealarectar: {

punto P.
X=SEp 6 y-11 242
13) Hallados puntosde r:<y=-2 y de s: X; = y—3 = Z+2 que se encuentren a la minima
Z=-5+p
distancia.
14) Encuentra una recta paralela al plano 7 :2x-5y+z—-2=0 que se halle a 24/30 de distancia.
15) Encuentra los puntos de la recta r:)(%Z:yT_l:i2 que estan a distancia 1 del plano
m:2X+2y+2-5=0
SELECTIVIDAD
(Galicia, junio 2008)
A.a)Sean i , v dos vectores tales que [i|=3 , [V|=4, |i-V|=5. Calcula el angulo que

forman los vectores & y v. Calcula el producto mixto [d,V,d x V], siendo G xv el producto
vectorialde Gy v.

X=1+62
b) Dadas las rectas: r: X;3: y2—1: ”21; Siqy =41
- z=—4\

Estudia su posicion relativa.
Calcula la ecuacion del plano que pasa por el punto P(l,l, 1) y contiene la recta r.

B. a)¢Son coplanarios los puntos A(1,0,0),B(3,1,0),C(1,1,1) y D(3,0,-1)? En caso

afirmativo, calcula la distancia del origen de coordenadas al plano que los contiene.
b) Calcula el punto simétrico del punto P(0,0,1) respecto del plano r:x—2y+2z-1=0
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(Galicia, septiembre 2008)

A. a) Calcula la distancia del origen de coordenadas al plano que pasa por el punto P (1,1, 2) y
4x+y—-2=0

y+z=0

b) Calcula el area del triangulo que tiene por vértices los puntos de interseccién del plano
m:X—2y+2z-3=0 con los ejes de coordenadas. ¢Es un triangulo rectangulo?

es perpendicular a la recta r: {

X=3+21+2u
B. a) Dados los planos 7z, : x—2y+2z-1=0; T, Y= 24-2u
z=1+1-3u

estudia su posicion relativa y calcula la distancia entre ellos.
b) Dado el punto P(2,1,7), calcula su simétrico respecto al plano 7, .

(Galicia, junio 2009)
X-—y+7=0
A. Sear la recta que pasa por los puntosP(0,8,3) y Q(2,8,5) y s larecta s: { y_g’
y-zz=
a) Estudia la posicion relativa de r y s. Si se cortan, calcula el punto de corte.
b) Calcula la ecuacidn de la recta que pasa por Py es perpendicular al plano que contiene a
ryas.

B. Sea 7 el plano que pasa por los puntos A(1,-1,1),B(2,3,2),C(3,1,0) y r la recta dada por
;- X=7 y+6 z+3

) -1 2

a) Calcula el angulo que forman la recta r y el plano 7. Calcula el punto de interseccion de r

y .
b) Calcula los puntos de la recta r que distan 6 unidades del plano =.

(Galicia, septiembre 2009)
A. Dados los planos 7, : Xx+y+2-1=0; 7,:y-z+2=0;ylarecta r:izz

y+1l z-1
1 1

a) Calcula el angulo que forman 7, y z,. Calcula el angulo que forman =, y r.
b) Estudia la posicion relativa de la recta r y la recta interseccion de los planos 7z, y 7z,.

B. a) Calcula la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(2,3,5) y es perpendicular al

X=-14+24
plano 7:{y= 2+21+u
2==2+31+u

b) Calcula la distancia d del punto P(2,3, 5) al plano . Calcula el punto de 7 que esta

més proximo al punto P(2,3,5).
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(Galicia, junio 2010)

A. Sea r la recta que pasa por el punto P(l, -1, —2) y es perpendicular al plano
a:Xx+2y+3z+6=0. Seas la recta que pasa por los puntos A(l, 0, O) y B(—l, -3, —4)

a) Estudia la posicidn relativa de las rectas r y s. Si se cortan, calcula el punto de corte.

b) Calcula la distancia del punto A(l, 0, 0) al plano B que pasa por el punto P (1, -1, —2) y es
paraleloa « .

B. Dada la recta r: y
Xx—2+4=0

a) Calcula la ecuacion del plano « que pasa por el punto Q(O,2,2) y contiene a la recta r.

Calcula el area del tridngulo que tiene por vertices los puntos de interseccion de « con los ejes
de coordenadas.
b) Calcula la ecuacion general del plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plano

o .
(Galicia, septiembre 2010)

X+y+z2-3=0
3X+5y+3z2-7=0

a) Calcula la ecuacion general del plano 7z perpendicular a r y que pasa por el punto
P(2,-1,-2).
b) Calcula el punto Q en el que r corta a = . Calcula el angulo que forma el plano 7 con cada
uno de los planos coordenados.

A. Dada larectar: {

Xx=3-34 4x—3y-12=0
B.Dadas lasrectasr:< y=-44 ; s: y -
5y-4z-4=0
z=-6
a) Estudia la posicion relativa de r y s. Si se cortan, calcula el punto de corte y el angulo que

formanrys.
b) Calcula, si existe, el plano que las contiene.

(Galicia, junio 2011)
A. a) ¢Son coplanarios los puntos A(1,0,2),B(0,-11),C(-1,-2,0) yD(0,2,2)? Si existe,

calcula la ecuacion del plano que los contiene.
b) Calcula la ecuacion general y las ecuaciones paramétricas del plano que es perpendicular
al plano «:2x+y-3z+4=0 y contiene la recta que pasa por los puntos

P(-112) yQ(2,3,6)

B. a) Calcula la ecuacion del plano que pasa por el punto P(1,2,—3) y es perpendicular a la
2X+y+2=0
3X—2z+1=0

b) Calcula la distancia d del punto Q(—1,0,-2) al plano :x—2y+3z+12=0. Calcula, si
existe, otro punto de la recta que también diste d del plano gz

recta r: {
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(Galicia, junio 2012)

A. Dados los puntos A(3,0,2),B(1,-2,0),C(1,-1,3) y D(4,4-2,-1).Determina el valor de

A paraque A, B, Cy D sean coplanarios. ¢Para algun valor de A son A, B, Cy D vértices
consecutivos de un paralelogramo?

Calcula las ecuaciones paramétricas del plano 7z que pasa por el punto C y es perpendicular
a la recta r que pasa por los puntos Ay B.

B. a) Si [V|=6,|W|=10 y |V +W|=14, calcula el &ngulo que forman los vectores Vv y w.
b) Calcula las ecuaciones paramétricas y la ecuacion general del plano que pasa por los
3x+2y-3=0

untos A(-1,5,0) yB(0,1,1) y es paralelo a larecta: r:
P ( )y ( )y P {2y—3z—1:0

(Galicia, septiembre 2012)

A.Dadoel plano 7:x—-2y+3z+6=0

a) Calcula el area del tridngulo de vértices los puntos corte de 7z con los ejes de
coordenadas.

b) Calcula la ecuacion general del plano que es perpendicular al plano 7, paralelo a la
recta que pasa por los puntos B(0,3,0) y C(0,0,—2) y pasa por el origen de coordenadas.
c) Calcula el punto simétrico del origen de coordenadas respecto del plano
T:X—2y+32+6=0
X=3+A1+2u
B. a) Estudia la posicion relativa de los planos 7, : X+Yy+z-5=0, 7, :qy=1-A-pu
z2=1+pu
Si se cortan en una recta, escribe sus ecuaciones paramétricas.
b) Calcula la ecuacion del plano 7z,, que pasa por el origen de coordenadas y es
perpendicular a 7, y =,. Calcula la interseccion de z,, 7, y 7,.

(Galicia, junio 2013)

3X+y+z2-6=0

2X+y-2=0

a) Estudia la posicion relativade ry 7. Calcula la distanciadera =

b) Calcula la ecuacion general o implicita del plano que contiene a r y es perpendicular a .

A. Dadosel plano n:x+y-z-1=0 Yy la recta r:{

B. a) Calcula las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por el origen de coordenadas
y es perpendicular al plano 7z determinado por los puntos A(1,0,2), B(2,1,3) y C(3,0,0).

b) Calcula los posibles valores de a para que el punto P(a,a,a) equidiste de la recta r y del
plano 7 del apartado anterior.
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(Galicia, septiembre 2013)

X=2+t
X—2y+2+1=0
A. Dadas las rectas r: S:ay=3+2t
2y—71-2=0
1=2+2t

a) Estudia la posicion relativa de r y s. Si se cortan, calcula el punto de corte. Si determinan
un plano, calcula la ecuacion general o implicita de ese plano.

b) Estudia la posicion relativa de ry el plano 7z :4x—-4y+2z+7=0. Calcula la distancia de
rar.

X=3+31+u

B. a) Dado el planoa:{y=-31+u calcula las ecuaciones en forma continua de la reta r
2=3+1-u

que pasa por el punto P(2,—3, —4) y es perpendicular al plano a. Calcula el punto de corte

de r con a.
b) Calcula la ecuacién implicita o general del plano que pasa por los puntos

P(2,-3,-3) y Q(3,—2,—-4) y es perpendicular al plano a.

c) Calcula las ecuaciones parametricas de la recta interseccion del plano
B:5x—4y+2z-19=0 con el plano a.

(Galicia, junio 2014)

A. a) Calcula el punto simétrico del punto P(—2,0, 2) respecto al plano 7:3x+2y+z-3=0
b) Sea r la recta perpendicular al plano 7:3x+2y+z-3=0y que pasa por el punto

2x—y—-3z=0

Xx—2-10=0

Calcula la ecuacién del plano paralelo a s que contiene arr.

B. a) Define el producto vectorial de dos vectores. Dados los vectores
u=(2,2,0), v=(11,-1) , calcula los vectores unitarios y perpendiculares a los dos
vectoresuyv.

P(—2,0,2). Consideremos la recta s:{ .Estudia la posicion relativa de r y s.

b) Calcula el valor de o para que la rectar:ﬁzy%zzz;ﬂr2 no corte al plano

7:5Xx+ay+4z=5. Paraese valor de « , calcula la distancia de la recta al plano.
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