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6.INICIACION AL CALCULO DE DERIVADAS. APLICACIONES

6.1 INTRODUCCION

En nuestro entorno gran parte de la informacién que recibimos viene dada en forma de grafi-
cas de funciones. Muchas veces, para interpretarlas, no es suficiente con analizar los valores
de las variables, es necesario también observar como varian esos valores. Por ejemplo, en
economia se suelen estudiar variaciones del precio de un producto a lo largo del tiempo.

En fisica, se estudia la velocidad de un movil, que es la variacién del espacio que recorre en
funcién del tiempo. Cuando intentamos calcular esas variaciones en intervalos cada vez mas
pequefios, es decir, la velocidad instantanea, aparece el concepto de derivada.

Veamos como:
espacio recorrido
tiempoempleado

velocidadmedia=

La velocidad media de un intervalo [to, to+h] viene dada por v/ :w, siendo e(t) el
m h

espacio recorrido en el tiempo t.

Si hacemos que h sea suficientemente pequefio, tendremos la velocidad en el instante t,.
. e(t,+h)-e(t
Vzllm—( o*h)-e(t)
h-0 h
6.2 CONCEPTO DE DERIVADA.

= Tasa de variacion media de una funcion.

Dadas las graficas de las funciones f(x) y g(x) ambas son crecientes pero la “rapidez” de creci-
miento es mayor en g(x) que en f(x):
Recorrida la misma distancia en x (distancia h=b-a) las distancias de sus imagenes son distintas

y mayores en g(x) ( g(b) - g(a) > f(b) - f(a) ).

A a(x)
g(b) -
) 1 )
b) - 1) 9(b)- (&,
f(a) g(@) M
/ /
< / a b g / a b g
h h
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Veamos como podemos conocer esta “rapidez” analiticamente:

Sea f una funcion real. Llamamos tasa de variacion media (T.V.M.) de f en el intervalo [a, b] al
cociente entre la variacién de f(x) y la de x en el intervalo [a, b]:

f(b) - f(a)

T.V.M.[, p)(f) = b_a

Consecuencias:

- Si comparamos dos o mas funciones crecientes la de mayor tasa crece mas rapido. Del mismo
modo, si comparamos dos funciones decrecientes la de menor tasa decrece mas rapido.

- Si la tasa de variacién media en el intervalo [a,b] es positiva entonces la funcién es creciente
en [a,b].

- Por el contrario si la tasa es negativa en [a,b] entonces la funcidn es decreciente en [a,b].

EJERCICIO: El numero de alumnos de un centro escolar afectados por la gripe a lo largo de un

mes viene dado por la funcion f(x)= 800—x2, donde x indica los dias del mes transcurridos. Cal-
cula la tasa de variacion media correspondiente a los intervalos [3, 5]; [13, 15]; [10, 20]. éEn
cual de estos intervalos disminuyd mas rapido el nimero de alumnos enfermos?

Interpretacion geométrica de la tasa de variacién media

Sillamamos h=b—a = b =a +h, a la expresion de la tasa de variacidn media también se puede
escribir como:

VM. = f(a+h)-f(a)
' h

Graficamente la tasa de variacién media de f en el intervalo [a, b] representa la pendiente de la
recta que pasa por (a, f(a)) y (a+h, f(a+h)) (recta secante a f en esos puntos)

A

¢
fla+h *)

f(a+h) - f(a)

f(a)

%

v

A
4

/ /
a a+h
h

f(a+h)-f(a)
h

Pendiente de la recta = tana =
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=  Definicion de derivada de una funcién en un punto
La derivada de una funcién f en el punto de abscisa x = g, se define como el siguiente limite, si
existe:

fla+h) -f(a) _ lim f(x) - f(a)
h

f'(a) = lim
h-0 x-a X-—a

Si este limite existe decimos que la funcién f es derivable en el punto x = a. A la derivada de
una funcidn en un punto se le llama también tasa de variacion instantanea.
Ejemplo :

Halla la derivada de la funcién f(X) = en el punto X=3

Podemos seguir los siguientes pasos:

10 f(3):i:g:£,
3+1 4 2
»  f@+h)=—2 =_2
3+h+1 4+h
2 _1_4-1@+h_ -h

e T®= 5 24+h)  2(4+h)

204+h) . -h -1 -1
=lim =lim =—
h h-02h(4+h) h-02(4+h) 8

40 im
0

EJERCICIOS. Utilizando la definicion, calcula el valor de la derivada de las siguientes funciones
en los puntos que se indican:
a) f(x)=5xx’enx=1,x=2,x=3

b) f(x)=

32 en x=1,x=-1,x=4

c) f(x)=ienx=1,x=-1,x=2
X

6.3 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA. ECUACION DE LA RECTA TANGENTE
A UNA CURVA EN UNO DE SUS PUNTOS.

A y= f(x)
S
f(a+h)
X
f (a+h) - f(a) t
E a /
: A B
fa) ¥ ?
h
R LT »>
a a+h g
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La recta secante s, corta a la curva y = f(x),en los puntos Ay P.

PB _ f(a+h) - f(a)

Su pendiente es: tana =
AB h

Si el punto P se va acercando al punto A, hasta confundirse con él, la recta secante s, se trans-
forma en la recta tangente t y el angulo a se transforma en el dangulo [, es decir, cuando P - A,
que es equivalente a decir que h -0, el limite de la recta secante s, es la recta tangente t

Pero cuando @ - [ tana - tanP que es equivalente a *ing tana =tanf

flath) - 1@ _ .,
h

Por lo tanto, tanf = pendientalet = Ihlng tana = Ihlrrg

(a)

Obtenemos entonces que la derivada de una funcidn en un punto es la pendiente de la recta
tangente a la funcién en dicho punto. Por lo tanto, dicha recta tangente viene dada por la
ecuacion:

y—f(a)="f(a):(x—a) (Ecuacion punto pendiente de una recta)

f(a)

Para calcular la ecuacién de la recta tangente a la curva en el punto de abscisa x = a, procede-
mos de la forma siguiente:

e Calculamos el valor de la funcién en dicho punto, f(a) con el que obtendremos el punto
por donde pasa la recta tanxente: (&, f (a))

¢ Calculamos la pendiente de la recta, que es el valor de la derivada en el punto conside-
rado: m= f'(a)
* Aplicamos la férmula de la ecuacion punto—pendiente Yy — Y, =mM(X— X,), es decir,

y-f(@="f'(a)(x-a)
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Ejemplo:
L — 2 L .
Dada la funcién f(X) =X, calcular la ecuacién de la recta tangente en el punto de abscisa

X=2.

La pendiente de la recta tangente es el valor de la derivada:

fR+h)-f@) _ @+ h)? - 22

2
—im 2N im@ +h) = 4
h h-0 h he

m =f'(2) = lim
h-0 0 h h-0

Las coordenadas del punto son:
Parax =2, f(2) =4 por lo tanto P(2, 4)
Aplicando la férmula de la ecuacién punto-pendiente:

Y=Yo=MX—Xg) = Y—-4=4x-2) =>y=4x-4
EJERCICIO: Calcula las ecuaciones de las rectas tangentes a f(x) = x>x enx=0yx =1
= Derivadas laterales.

Definimos:

Derivada por la derecha: f'(a”) = lim fa+ hf)l RiGY
h- 0"

f(a+h)- f(a)

Derivada por la izquierda: f'(a”) = lim
h-0"

Para que una funcién sea derivable en un punto tienen que existir las derivadas laterales y
estas ser iguales.

=  Funcién derivada.

La derivada de una funcién en un punto de abscisa x = a, asigna a dicho punto un ndmero real,
que es el valor de la derivada en dicho punto.

También podemos considerar una funcién que asocie a cada punto x, el valor de la derivada en
ese punto. Se define la funcién derivada de f como la funcién que asocia a cada x[(ODom(f) el
valor f'(x), si existe.

Se denota por f’, y se cumple que Dom(f’) [ Dom(f).

f(x+h) - f(x)
h

f (X):L'm
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6.4 DERIVACION Y CONTINUIDAD.

Si una funcion es derivable en un punto, es continua en dicho punto. Si la funcidn es continua
no tiene por qué ser derivable. Por lo tanto que una funcién f sea continua en x =a es una con-
dicidn necesaria, pero no suficiente, para que f sea derivable en x =a.

Ejemplo

A

\ () =|x-2

Veamos que esta funcion es continua en x = 2:
£(%) —\x 21_ X—2si Xx—22= 0,esdecir,six=2
—-X+ 2si x—-2< 0,esdecir,six<2

Iirrzlf f(x)= Iirrzlf(—x+ 2)=0

Iirr21+ f(x) = Iin;(x -2)=0

Los limites laterales son iguales. Y como f (2) =2-2=0, la funcién es continuaen X =2
Sin embargo, no es derivable en dicho punto como vamos a ver:

' e . f@2+h)-f(2 . —(2+h+2-0

f'27)=Iim ( ) ():Ilm ( r)] =-1

h-0 h h-0

1

@)= lim f(2+hr)]— f@_ . @+h-2-0_

h-o0"

Existen las derivadas lateraless pero como no son iguales, la funcién no es derivable en el pun-
tox =2

= Derivadas sucesivas.

Del mismo modo que se obtiene la derivada de una funcion f, también es posible obtener la
derivada de f’ que llamamos derivada sequnda y denotamos por f”’.

Analogamente, definimos la derivada tercera de f como: (f’) ="

Y asi sucesivamente.

131



6.5 REGLAS DE DERIVACION

= Derivadas de operaciones con funciones.

Aplicando la definicidn de derivada se obtienen las siguientes formulas:

Derivada de una suma o diferencia: (f +g)'=f'+g’

Derivada de un producto: (f.g)' =f'.g+g'.f

_f'g-gd'.f
_T

f
Derivada de un cociente: (—j
g

= Derivada de una funcidn compuesta: Regla de la cadena.

Sea la funcion compuesta (go f)(X) =g f(X)]

Teniendo en cuenta que:
(o F)(x+h)—(ge F)(x) _glf(x+h)]-glf(]_ gl f(x+h)]-g[f(¥] f(x+h)-f(x)
h h f(x+h -f(x) h
=T gif(x+W]-g[f(x¥],.  Fx+h)-f(x)_ , :
(e BY()= Mm_ . fx+h) = f (%) lim H =gTF(x¥]-f'(x)

es decir, la derivada de la composiciéon de f y g es el producto de la derivada de g en el punto
f(X) multiplicada por la derivada de f en el punto x.

(g £)(X)=gTf(¥].1'(x)
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=  Calculo de derivadas.

TIPO FUNCION DERIVADA

y=x? y' =ax™t

Tipo potencial

y=f? y' =af **.f’

Ejemplos:
. y=x"; y = 4x°

i _§ 1 __ 3 __ 3
20 2l 20k

e y=(@3x*-2)°% y =5@3x*-2)".(3x*-2)' =30x(3x* - 2)*

=3
>

l— _
.« y=x-3; y=(x2-3)"; y':%(x2—3)3lE?_x:%(x2—3)%D?x
1

« y=————; y=(2x+57;
y (2x+5)? y=( )
_ _ -4
'=-2(2x+5)°.(2x+5)' =-2(2x+5)*2=———
Y = -22x+5) " @x 8 = 228 " 2=
TIPO FUNCION DERIVADA
y=+x yo L
y=4%x 2Jx
1
Tipo raiz cuadrada )
nv X
= ,_ f
y=yf y=t_
2,/

Ejemplo:

2X—3
. y:1/x2—3)(; y':—
24 x% = 3x

TIPO FUNCION DERIVADA
y=¢e y' =¢e
f f [
=e =e'.f
Tipo exponencial y y
y=a" y=a”“.lLa
y=a' y=a'.f'La
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Ejemplos:

. X

e y=e*.(-)=-e"

e3x+2; y' - eSX+2 (3)( + 2)' - e3>(+2 3 - 3e3x+2
2%,y =212

=51,y =5 (x2 +1) L5=2x5""1L5

y
Yy
y
y

TIPO FUNCION DERIVADA
=Lx , 1
y y=1
X
_ F
y= Lf Yy _T
Tipo logaritmico y =log, X , 101
y' ===
X La
=log, f ,_ 1
y=log, y=+— 1
La

Ejemplos:

3 ’ 2
. y=L@X +5%); ,_(2xX°+5x)" _ 6x" +5

2x3 +5x  2x° +5x

. y—|og X y'—ii—i
2 x L2 xL2
,_(@x+1)" 1 4 1 4

«  y=log,(@x+1); == =
y=logs( )iy 4x+1 L3 4x+1L3 (4x+1).L3

TIPO FUNCION DERIVADA
y =sen: y' = COSX
Tipo seno
y = senf y' =cosf.f’
Ejemplos:

e y=sen4x-1); y =cos@x-1).(4x-1)"=4cos@x-1)
« y=serrx; y=(senx)®; y' =3(senx)’.(senx)’ =3serfx cosx
« y=senx?; Yy =cosx’.(x?) =2xcosx”
o y=serf(2x’ +2x); y=[sen2x®+2x)]>;
y' =2sen(2x® + 2x).[sen2x® + 2X)]' = 2sen(2X + 2x).cos@x® + 2X).(6x> + 2)
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TIPO FUNCION DERIVADA
y =CO0sX y' = -senx
Tipo coseno
y =cosf y'=-senf .f’
Ejemplos:
« y=cosbx; Y =-serbX.(5x)' =-5serbx
' ' 1 sen/ X
. y:cos\&; y :—sen&.(\/;) =———sen/x=- nx
24/x 2J/x
TIPO FUNCION DERIVADA
y=tanx y' = 12 =1+tan® x
Cos” X
Tipo tangente
y =tanf , 1 ,
y =
cos f
Ejemplos:
' ) 5
e y=tanbx; Yy = 5x)' =
cos’ 5x cos’ 5x
e y=tan’x; y=(tanx)?; y =2tanx.(tanx) =2tanx. 12 = 2ta;1x
COs” X €os” x

1. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a) f(x):x5—2x4+3x—1

b) f(x):&+2mi/_—%

o) f(x) = (x +1) [Inx

d) f(x) = (3x-1)3
e) f(x) = e3><+1
1-¢e*
f) f(x) =
eX

) flx) = x2 [E]—l]
X

hy y=

x® + X
) y=x>2x-1°
) y=Lv2x-3

X+3
x? -1

Kk f(x)=

h g(x)= (x=5)?

m) f(x)=L(4x+1)
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n) y=log,(x* —5x + 6)

y= 2x+3
(x+5)*

p) h(X) - 53X2+2X—l

e +e”
) I
e -e
x? -1

=L
ny 1



2. Demuestra, aplicando la definicidn, que la derivada de una constante es 0.

1 si x<0
3. Sea lafuncién f(X)=9x+1 si 0<x<2
2x-1 si x>2

Estudia si es derivable en los puntos x=0 yx=2

4. Calcula la pendiente de la recta tangente ala curva f(X) = x?+x+1enel punto de abs-
cisa x = 2. Escribe la ecuacion de dicha recta.

5. Calcula:
a)Derivada de f(X) =x* +4x—1 en el punto de abscisa x = 1
b)Derivadade f(X)=L(x+3) enx=2
o~ - x?-2x+3 s x<2
6. ¢Qué valores deben de tomar ay b para que la funcion f(x) =
ax’ +b si x>2
sea derivable en x = 2?7

7. El espacio recorrido por un mévil viene dado por la funcién s(t) = 3t?—t+1 dondesse
mide en metros y t en segundos. Calcula la velocidad en el instante t = 2 segundos.

8. Disilafuncion ¢y - x*-1 si x<1 egderivable en x = 1.
2x-2 si x>1

9. Calcula en que puntos las tangentes a las graficas de las funciones
a) f(x) = x*-5x+8
2
X —5x+4
X—5
son paralelas a la bisectriz del 12cuadrante. Calcula también en que puntos las rectas tangen-
tes a dichas funciones son paralelas al eje X.

b) g(x) =

mx+5 si x<2 .
sea deriva-

10. Calcula el valor de m y n para que la funcién f(x)= )
) nx* —=3x-5 si x>2

bleen X=2

11. Representa graficamente la funcién
f(x)= X +2 si x<1
-X+4 si x21

¢ Existe f'(1)?. Razona la repuesta.

12. Una poblacién de 100 millones de bacterias esta siendo tratada para su eliminacién y se
sabe que la poblacién p en millones en el instante t (en dias) es p(t)= 100-t%.

a) Calcula su tasa de variacidn entre los dias t=1yt=2
b) ¢Cudles lavelocidad de decrecimiento de la poblaciéon ent = 3?
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6.6 MONOTONIA Y EXTREMOS

Cuando una funcién es derivable en un punto, podemos conocer si es creciente o decreciente
en dicho punto:

/7

+«+» Sifderivable y creciente enx =a = f'(a)=0
% Sif derivable y decreciente en x =a = f'(a)<0

*,

3

Veamos por qué es cierto este resultado:

Sea f(x) una funcién creciente
y

f(x)

f creciente en a = signo de [f(x) — f(a)] = signo de (x —a) = >0. Por lo tanto,

f()-f(a)
x-a

. f(x)-f(a
f'(a):llmw >0 pues el limite de una funcion que toma valores positivos es positivo o
x-a  X-a

nulo.
Razonando de manera anéloga, si f(x) es una funcién decreciente obtendriamos que f'(a)< 0

Sif es derivableenx=ayf'(a) >0= f escrecienteenx=a
Si f es derivable en x = ay f'(a) <0 = f es decrecienteenx =a

/
0.0
/
0.0

—f(x;:fl(a) > 0 y por lo tanto existe un entorno de a en que

Sabemos que f'(a) = lim
X—a
f(x) — f(a)y (x—a)tienen el mismo signo.

Luego:

ssix>a= f(x) > f(a)
* si x<a = f(x)<f(a)
Por lo tanto, f es creciente en a.

Andlogamente el segundo apartado.
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Estudiar la monotonia de una funcién es encontrar los intervalos en los que es creciente y de-
creciente.
Se procede de la siguiente forma:

Se calcula la funcidn derivada, se iguala a cero y se resuelve la ecuacion resultante.

Con los puntos en los que se anula la derivada, y teniendo en cuenta también los puntos

donde no esta definida la funcidn de existir, dividimos el dominio en intervalos.

Se estudia el signo de la derivada en un punto cualquiera de cada uno de los intervalos
resultantes.

N
10 10

w
10

Se llaman extremos de una funcién a aquellos puntos donde la funcién presenta un maximo o
un minimo.

+» Sifesderivable en ay tiene un extremo relativo en el, entonces f'(a)=0. Geométri-
camente significa que la recta tangente a la curva en ese punto es horizontal.

Sin embargo, puede ocurrir que f'(a)=0 y que no haya ningin extremo relativo.

A A A
a a a
maximo relativo minimo relativo no hay extremo

Para la determinacion de extremos podemos utilizar los siguientes criterios:

Criterio de |la primera derivada:

¢ Se determinan los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

e Existe maximo relativo en los puntos de dominio en los que la funcién pasa de crecien-
te a decreciente.

e Existe minimo relativo en los puntos en que pasa de decreciente a creciente.

Criterio de la segunda derivada:
e Calculamos la primera derivada, la igualamos a cero y resolvemos la ecuacidn resultan-
te f'(x)=0
e Calculamos la segunda derivada: f”’(x)
e Las raices de la ecuacion obtenida, x;, se sustituyen en la segunda derivada.
Si f’(x;)) >0 = f tiene un minimo relativo en x;

Si f’(x;) <0 = f tiene un maximo relativo en x;
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6.7 CURVATURA Y PUNTOS DE INFLEXION.

Se dice que una funcién es convexa en un punto de su dominio de definicién si, en un entorno
de ese punto, la grafica de la funcién se mantiene por encima de la tangente a la curva en ese
punto.

En el caso contrario se dice que es cdncava, es decir en un entorno de ese punto la grafica de
la funcién se mantiene por debajo de la tangente a la curva en ese punto.

v
v

Convexa Céncava

Se verifica el siguiente resultado:

0

%

Sif’(a) >0 = fesconvexaena

Sif’(a)< 0= fescdéncavaena

* Sif’(a) =0y f"(a)z0 = f tiene un punto de inflexion en a, es decir, un punto donde
la funcion cambia de cédncava a convexa o viceversa.

7
°

0‘0

Estudiar la curvatura de una funcidn consiste en encontrar los intervalos en los que es céncava
y convexa.
Se procede de la siguiente forma:

12  Se calcula la segunda derivada, se iguala a cero y se resuelve la ecuacion resultante.

22  Con los puntos en los que se anula la derivada segunda, y teniendo en cuenta los
puntos donde no esta definida la funcidn si existen, dividimos el dominio en interva-
los.

32  Se estudia el signo de la derivada en un punto cualquiera de cada uno de los interva-
los resultantes.
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6.8 REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

Para representar graficamente una funcién podemos seguir el siguiente esquema en el que
aparecen ordenadas todas las propiedades a tener en cuenta en el estudio de su gréfica.

Propiedades de f obtenidas directamente

Caracterizacion

Dominio (Dom) de la funcidn
Recorrido (Im) de la funcién

xDom(f) = existe y tal que y=f(x)
yUIm(f) = existe x tal que y=f(x)

Simetrias:
a) Funcidén par
b) Funcién impar

f(-x)=f(x) Eje de simetria OY
f(-x)=-f(x)  Centro de simetria es el origen (0,0)

Periodicidad

f(x+T)=f(x) T periodo minimo

Puntos de corte con los ejes
a) Corte con el eje OX
b) Corte con el eje OY

f(x)=0 Ninguno, uno o mas puntos
f(0)=y Ningun o un punto

Regiones de existencia:

a) Asintotas verticales: x=a
b) Asintotas horizontales: y=b

c) Asintotas oblicuas: y=mx+n

a) Positiva f(x)>0 Grafica por encima del eje OX
b) Negativa f(x)<0 Grafica por debajo del eje OY
Asintotas:

lim f(X) =+

X-a

lim f(x)=b

X —» £00
. f(x

m:th
X0 Y

n=1im[f(x)-mx]

Puntos de discontinuidad

leir; f(x) £ f(a)

Propiedades de f obtenidas por las derivadas sucesivas

Monotonia

a) Intervalos de crecimiento
b) Intervalos de decrecimiento
c) Extremos

f'(x)>0
f'(x)<0
f'(a)=0y f’(a)>0 Minimo
f'(a)=0y f’(a)<0 Maximo

Curvatura:

a) Intervalos de convexidad
b) Intervalos de concavidad
Puntos de inflexion

fll>0
fll<0
f”(a)=0 e f"”’(a)2£0
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Veamos un ejemplo: Y =—
x =1
0 Dominio de definicién:

x*-1=0= x =1= Domf(x) =0 -{1-1}

0 Puntos de corte con los ejes:
3

EjeX:y:O:>2X—:0:>x3:0:>x:0
x° -1 o Puntodecorte (0,0)
EjeY : x=0=>y=—=y=0
| y 071 y
0 Asintotas:
0 Asintotas verticales:

. = X =1, asintotavertical
( ] = 400

) x3
lim [ 5 J= +00
x--1| X —1
x=-1 = X

( ] j = -1, asintotavertical
= —00

3
. X . : .
lim [ > J = —o0 = no hayasintotahorizontal hayrama parabdlica

3
. X . : .
lim ( 5 J = +00 = no hayasintotahorizontal hayrama parabdlica

0 Asintotas oblicuas: como grado de P(x) = grado de Q(x) + 1 sabemos que
hay alguna asintota oblicua, por lo tanto calculamos su expresion

f(x) . x° X

2 Im 3
X=X x=2X(X"=1D) x-e X=X

3 y = xesunaasintotaoblicua
n=lim(f (x) - mx) = lim| —— - x | = lim =0
X — 00 X — 00 XZ_ X — 00 X2_
0 Puntos singulares:

2 12 _ 1\ _ 3 4 _ny2
(%) :3x (X - A 2x 22X _X i 3x2
(x*-2) (x*-1)

x=0

f,(X):03X4_3X2:ijz_(xz—3)20:> X2:+\/§

X, =3

£(0)=0, f(3)=

~[%

; f(—\/§)=—¥:>

Los puntossingularesson:(00), {\/:_%%J y (— @-%J
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0 Intervalos de crecimiento y decrecimiento:

(- o0,~3) (-v30) (0.v3) (V3,+e0)
X = —\ 3 x=0 X = \/3
f7(x) + - - +
f(x) Crece Decrece Decrece Crece
MAXIMO PUNTO MINIMO
SINGULAR
(— N —?J esun maximoy (vs,%} esunminimo
0 Representacion grafica:

:

I

I

I

o

I

I

I I

[l I

| I

I 1

| 4_ ]

I I

I I

1 I

I I

I I

I I

| IET I

I I

I I

I I

I A

| 1

I I

T T L L L L T T T
-8 -6 -4 4 | : 2 4 6 8

| :

I I

1 I

I I

I I

I I

| ]

I ]

I I

I I

I N |

I I

I I

| I
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1 -6 d

1 I
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I ]
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.

23.

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Estudia la monotonia y los extremos relativos de las siguientes funciones:

a. f(x) = (x—2)2(x—1) b. f(x) = x+1 c. f(x) =
x -1 1- x?
Estudia la curvatura y los puntos de inflexién de:
3
a. f(x)=x° -3¢ +3%x -2  b.f(x)= ¢ f(x) = —
(x +12) x° +1

Determina p y q para que la funcién f(x) = X% + px + g pase por el punto (-2,1) y pre-
sente un minimo en x =-3

3

Determina a, b y c para que la funcién f(x) = x~ + ax? + bx + ¢ pase por el punto (1,2),

presente un minimo en x = 1 y tenga un punto de inflexiéon en x = 3.

Determina la ecuacion de la recta tangente a f(x) = x2 = 3x% + 2 en su punto de in-
flexién.

Estudia las particularidades de las siguientes funciones y dibuja las curvas correspondien-
tes:

2 2 _
a) f(x)=x>-4x b) f(x):x 1 c) g(x):% d) f(x) =x* —2x* -3
Jhix= €% gt g XL ) )
&= B 1 ] B = 1

. . s . .z 2 .
Determina el pardmetro a para que el valor minimo de la funcién y=x" +2x+a sea igual a 8.

Obtén los parametros a y b para que la funcién y=x2+ax+b alcance un minimo en el punto
P(-1,2).

La curva dada por y:x2+ax+b pasa por el punto p(-2,1) y alcanza un extremo relativo en
x=-3. Hallaray b.

L 3,2 .
Calcula la ecuacion de la recta tangente a la curva y=x"-6x "+ 16x -11 en su punto de in-
flexién.

Hallar los parametros para que la funcion f(x):ax3+bx2 +cx+d tenga un maximo en el pun-
to M(-2,21) y un minimo en el punto m(-1,6).

PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

a)

b)

Calcula la longitud que deben tener los lados de un triangulo isdsceles de 24 cm de
perimetro para que el drea sea maxima.

. 2
Calcula la longitud que deben tener los lados de un terreno rectangular de 400 m~ de
area si queremos que el perimetro de su contorno sea el minimo posible.
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c)

d)

e)

f)

g)

Calcula la longitud que deben tener los lados de un terreno rectangular de 400 m % de
area si queremos que su diagonal sea minima.

Queremos hacer un depésito cilindrico de chapa metalica, sin tapa, de 3 m® de capaci-
dad. ¢Cudles deben ser sus dimensiones para que la cantidad de chapa sea minima?

Un alambre de 1 m de longitud se divide en dos trozos y con ellos se construye un
cuadrado y un circulo respectivamente. Calcula la longitud que tiene que tener cada
trozo para que la suma de las dreas sea minima.

Determina dos numeros reales positivos de los cuales sabes que su suma es 10y que el
producto de sus cuadrados es maximo.

Se quiere construir un recipiente cénico de generatriz 10cm y de capacidad maxima.

71
¢Cudl debe ser el radio de la base? Recuerda: V= 3 R*h

Entre todos los tridangulos isdsceles de perimetro 30cm, écudl es el de area maxima?
2

X
Hallar en la hipérbola ? - y2 =1 el punto mas préximo a (3,0)

Se desea construir el marco para una ventana rectangular de 6 m? de superficie. El me-
tro lineal de tramo horizontal cuesta 20 euros y el tramo vertical 30 euros.

a) Calcula las dimensiones de la ventana para que el coste del marco sea minimo.

b) Determinar el coste del marco
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS. BLOQUE DERIVADAS.

1. Indica la tasa de variacién media de la funcién y = x> —8x+12 en los siguientes interva-
los: [1,2], [1,3],[1,4],[1,5],[1,6],[1,7],[1,8] y en el intervalo variable [1,1+h]

2. Determina usando la definicion:

a. Laderivadade y=5Xx- x* en los puntos de abscisa 4y 5

b. Laderivadade y= en los puntos de abscisa 1, -1y 5.

1
c. Laderivadade Yy = — enlos puntos de abscisa-2,-1,1y 2.
X

3. Indica la funcidn derivada de las siguientes funciones usando las reglas de derivacién (no es
necesario usar la regla de la cadena):

a. y=3x?-6x+5 f. y=1gx ) y:X3+3X2_5X+3
b. y=+/x+%¥x g y=xLe ' X
c. y=~2x+3/5x h. y=x2" . yzloﬂ
0 y= 1 i, y=(x*+1)mog, x X
X 3/ x X%+l
e. Yy =senlcosx YTy
4. Indica, usando la regla de la cadena, la derivada de las siguientes funciones:
a. y=ser{x?-5x+7) e. y=cog3x-7)
b. y=%(5x+3)° f.oy=vl+2x
c. y=sef3x+1)Etog3x+1) g y=xe™
_logx® h. y= M
d Y= T 1—x2

5. Dadalafuncion y=x°—-6x*+9x+2

Indicar la derivada de la funcidén en los puntos -1, 0, 2 y 4.

a

b. Calcular la recta tangente en el punto de abscisa x=2.

c. Determinar las abscisas de los posibles maximos y minimos relativos.
d

En x=4, éla curva es creciente o decreciente?

6. Calcula la funcién derivada de f(X) = x® —4x* +1y determina:

Las pendientes de las rectas tangentes en las abscisas -1, 1y 3.

a

b. Las ecuaciones de esas rectas tangentes

c. Las abscisas de los posibles maximos y minimos relativos.
d

¢Es f(x) creciente o decreciente en x=27?

7. Representa las siguientes funciones polindmicas:
a. y=3x*+4x>-36x*+100 c. y=2x>-3x*-12x+8
b. y=-3x*+4x° d. y=x*+4x°

145



8. Representa las siguientes funciones racionales:

_ X*+3x+11 d y= 1 _ X*-5x+7
ST BRAEEEE! © YT
X2 +3x _ X +2 X2 +1
b. = e. Y= 5 A h. y=——
x+1 X" —2x X2 — 2X
— X2 f y = X2 _1 . — X3
c. y—)<2+1 . 2 i y—x2+1
9. Enla gréfica adjunta se muestra la longitud del feto (en 50
cm) durante el embarazo (en semanas). Es una funcién 45
creciente; en cambio, la rapidez del crecimiento no es 40
la misma durante todo el embarazo. Estudia el creci- 3
miento medio en los intervalos [0,5], [15,20] y ©

[30,35] e indica en cudl de estos periodos creczes‘
mas rapidamente. ]

20

10. Calcula la derivada de f(X) =

741 en el punto x=1 aplicando la definicién de derivada.
X
11. Indica la funcién derivada de:
1 _3x-7 e. y=.tgx

=3/ — C. =

a. y v y <+
4

=[ 3 x =i X*1

b. Y—(7—5j d. y=e*In(cosx) f. y—In( x j

X_
12. Escribe la ecuacidn de la recta tangente a la curva: f(X) = en el punto de abscisa 1.

3
13. Indica los puntos de tangente horizontal de la siguiente funcién: f(x)= —% +3x?-8x+16.

Indica ademas si estos puntos son maximos o minimos y dibuja un esbozo de la funcidn.

14. De una funcidn polindmica sabemos que:
- lim f(X)=-c0 y lim f(X)=-c
X - +o0

X — —00
- Tiene tangente horizontal en (0,-3) y (3,2)
- Cortaal eje OXen (2,0) y en (5,0)

Represéntala graficamente y di si los puntos de tangencia horizontal son maximos o mini-
mos.
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15. Representa una funcion y = f (X) que verifique:
- Escontinuaen [J
, ) ] [six — oo, f(Xx)>2
- Tiene una asintota horizontal en y=2 y ademads § .
Six » —oo, f(X)<2

- Tiene tangente horizontal en (1,3) yen (-1,1)

16. Representa una funcién y = f (X) que verifique:
- Su dominio de definicidn es [J —{O}
- Cortaal eje OX enx=1
_ . _ o |six > 07, f(X) - +oo
- Tiene una asintota vertical en x=0 y ademas ¢ _ .
six » 07, f(X) » +oo
, ~[six o 400, f(X) <0
- Tiene una asintota horizontal en y=0y ademds | .
SiX - —oo, f(X)>0

- Tiene tangente horizontal en (2,-1)

x> -4

17.

18.

19.
20.

21.

Estudia y representa la funcién f(X) =

Determina los coeficientes a, by c de la funcion f (X) = ax® +bx+ ¢ si sabes que pasa por

(0,5) y que tiene un punto de tangente horizontal en (2,-3).

. . . - -y — 3 2
Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funciéon y = X° —3X

Determina la pendiente de la tangente a la curva y = 4X—4x% en el punto de abscisa x=2,

aplicando la definicién de derivada.

Indica la funcidn derivada de cada una de estas funciones e indica su valor en los puntos

que se indican:
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a. f(x)=2x*+3x*-6;, enx=1 x* 3, x
g. fT(X)=—+=x"—-—; enx=2
b. f(x)=cod2x+m); enx=0 2 2 2
X 17 1

. f(x :_+\/§; enx=-— h. f(X):—; enx=8
« T=3 3 Jx-4
d. f(x):%ﬂ; enx=0 i, f(x) = xBedm-x); enx:g

X X . 3 1
e. f(x):sen§+cos§; enx=rr i f()=(x-2)% enx=¢

2 X+5
f. f(X)=——5; enx=-1 k. f(x)=——; enx=3

0= vap ="



22. Indica la funcion derivada de estas funciones:

e +e”
. f(x) =
a. f(x) 5
3 _ 2
b, f()=2—"
X

¢ f()=%(x+6)

d. um:ﬁ;%.
e. um:§+§
f foo:(lj;éf
e foo=z;§5;
h f(x)= £i4

i. f(x)= sen?g

i f(x)=tg®x®

X2
k. f(x)= arcseng

L f(x)= arccos%

m. f(x) = arctgx
n F(X) = /x+X
o. f(x)=(x2-3f
p. f()=+x2+1
q. f(X)=+/senx
r. f(x)=7"@>

s, f(X)=In3x+e’*

aa.

bb.

CC.

f (x) = e* [gx
f (X) = cos” x + e*™

f(x):(gj T

2

X
f(x)=lo
() 935

f(x) =+/Inx
f(x)= arctg(x2 +1)
f(x) = arctgg +1
f (X) = arccoe™

1-Xx
f(X) = arctg——
() = arctg_—

f (x) = senX — serfx

23. Determina los puntos en los que la derivada de f (X) = 3x* — 2x+1 es igual a cero.

24. Escribe la ecuacion de la recta tangente a las siguientes funciones en los puntos que se

indica:

a. y=x°-5x+6;enel puntodeabscisax = 2
b. y=-x*+2x+5enel puntodeabscisax = -1

c. Yy=+/x+1enel puntodeabscisax =0

25. Escribe la ecuacion de la recta tangentea 'y = X2 + 4x +1cuya pendiente sea igual a 2.

26. Obtén lo maximos y minimos (si es que los tienen) de las siguientes funciones:

a. y=3x*-2x+5 d. y=x®-12x i ys 2x°

b. y=2x*-3x"+1 XA+l . x*+1
e. -

. y=x'-4x® X g y = x%+3x

27. Obtén los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones:

L y=x+l d. y=2x-x g. y=Inx
' 2 — 3 1
e. y=X =_
b. y=5-2x 3 hy X
f. y=x"-3x

. y=x"-3x+2
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28. Indica en las siguientes funciones los valores de x en los que f es negativa y en los que f" es

positiva. Indica, ademds, sus maximos y sus minimos.

29. Representa una funcién y = f (X) de la que sabemos:

- Escontinua
- lim f(X) =+ lim f(X) = —oo
X— —00 X — +00

- Tiene tangente horizontal en (-3,2) y en (1,5)

Indica también si los puntos de tangente horizadalmaximos o minimos.

30. Representa una funcién y = f (X) de la que sabemos:

31.

32.

33.

34.

35.

36.

- lim f(X) = +oo; Iirp f(X) =+

X — =00
- Suderivada es igual a ceo en (-2,2) y en (2,-1)
- Cortaalos ejesen (0,0)yen (4,0)

. . — 3
Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva Y = X° —3X que sean paralelas a

larecta 6x—-y+10=0

. . s _ 2
Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes a la funciéon y =4—X“ en los puntos de

corte con el eje de abscisas.

a)
b)

c)

éCudl es la derivada de y = 2X+8 en cualquier punto?
éCuanto tiene que valer x para que la derivada de y = X? —6X+5 sea igual a 2?

¢En qué punto la recta tangente a la grafica de la funcién y = X? —=6X+5 es paralela

alarecta y=2x+8?

En qué puntos la recta tangentea y = X3 — 4x tiene pendiente igual a 8?

. . X
Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva Yy = —— que son paralelas a la

recta y+2x=0

Indica los puntos de tangente horizontal de la funcién y = x® = 3x? =9x -1
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37. éEn qué puntos de Y = — la recta tangente es paralela a la bisectriz del segundo cuadran-
X

te? ¢Existe algun punto de tangente horizontal en dicha funcion?

38. La ecuacion de la recta tangente a una funcién f(X) en el punto de abscisa X =2 es
4x—-3y+1=0.¢Cudleselvalorde f'(2)?¢velde f(2)?

39. Deriva las siguientes funciones aplicando las propiedades de los logaritmos:

. X2 +1 . y=In(xe™) f. y=Inx*
a. y=In—; 1 .
X _ . (3x-5)
d y=In——"
X
b. y=In|— ,
x“+1 e. y=log(tgx)
40. En cada una de las siguientes funciones determina sus maximos y sus minimos:
a. y=x>-3x° e. y=12x-x°
b. y=x>-3x+2 f. y=-x"+x°
. y=x"+4x3 g. y=x>-6x-8x-1
d. y=x>-9x*+24x-20 h. y=x'-8x>+2

41. Estudia y representa las siguientes funciones:
3

a. y=x>-2x>+x X X
i. y=—+4X p. Y= 5
b. y=-x"+2x° 3 1-x
1 2
X ; - X
oy=—_* oy E—— _ -
“ YT iex+a (x-2) S YT Cax+3
1 X X2
d. e e —— k. = =
YT a2 =T - (x-2)°
X X 2
e. Y= —=s L y= > _ X =x+1
(x+5)° 1=x S
2X2 m. y:L2 2_5
fY=15 x* —6x+5 Loy=2>
2 2X_4
X-3 N y:(x—l)
g Y= ’
X+ 2 X+2
2
_x2-1 _x -1
o y=— > YT

42. Indica una funcién de segundo grado si sabes que pasa por (0,1) y que la pendiente de la
recta tangente en el punto (2,-1) vale 0.

43. Indica el vértice de la pardbola y = X? + 6x+11 teniendo en cuenta gue en ese punto la
tangente es horizontal.

44. Determina la parabola y = ax’ +bx+c que es tangente a larecta Y = 2X—3 en el punto
A(2,1) y que pasa por el punto B(5,-2)

150



45. Determina el valor de x para que las tangentes a las curvas y=3x2—2x+5 y

— 2 . .
Yy = X° + 6X sean paralelas y escribe las ecuaciones de esas tangentes.

46. Indica a, by cen f(X) =x%+ax® +bx+c de modo que la grafica de f tenga tangente

horizontal en x = -4 y en x = 0 y que pase por (1,1).

47. Calcula el valor de k para que la tangente a la gréfica de la funcién y = x? =5x+K en

X =1 pasen por el origen de coordenadas.

48. Dibuja una funcién que tenga derivada nula en X=1y en X = -1, derivada negativa en el
intervalo [-1,1] y positiva para cualquier otro valor de x.

49. Pon ejemplos de funciones f cuya derivada sea f“(X) = 2X. ¢Cuantas existen?

50. ¢Qué relacion existe entre fy g? g
f

JYentref yg?

51. ¢Existe algun punto de la funcién y =4x— X% en que la tangente sea parale-

la a la recta que pasa por los puntos (0,0) y (3,3)? En caso afirmativo indicalo.

52. Demuestra, utilizando la derivada, que la abscisa del vértice de la pardbola

y=ax’ +bx+c es x=—.
2a

53. Si f7(2) = 0. ¢Cudl de las siguientes afirmaciones es correcta?

a. Lafuncion f tiene un maximo o un minimo en x=2.
La recta tangente en x=2 es horizontal
La funcion pasa por el punto (2,0)

54. Esta es la grafica de f’, la funcién derivada de f f\

a. ¢Tiene f algln punto de tangente horizontal?
b. ¢Esfcreciente o decreciente? —— T \

55. El coste total (en dodlares) de fabricacion de g unidades de cierto articulo es:
C(q) =30° +59+75

El coste medio por unidad es M (Q) = %

a) ¢Cuantas unidades se deben fabricar para que el coste medio por unidad sea minimo?
b) Calcula C(q)y M (q) para el valor de g que indicaste en el apartado a)
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56. La funcién f(Xx) = indica los beneficios obtenidos por una empresa desde que

x?+9

comenzo a funcionar (f(x) en miles de euros, x en afios).

a. Represéntala graficamente
¢Al cabo de cuanto tiempo obtiene la empresa el beneficio maximo? ¢Cudl es ese bene-
ficio?

c. ¢Perdera dinero la empresa en algin momento?

AUTOEVALUACION 1

1. Observa la grafica de la funcion y = f (X) y responde:

a. éCudl es la T.V.M. en los interva-
los [0,2] y [-4,2]

b. ¢Tiene algln punto de tangente
horizontal?

c. ¢Para qué valores de x es f'(x)>07?

d. Sabemos que la tangente en el

punto de abscisa x=0 es paralela a la
bisectriz del segundo cuadrante.

* ¢Cuanto vale f'(0)?

_3_

2. Dada f(X)=x*-3X, prueba que f'(2)= -7 aplicando la definicion de derivada

3. Indica la derivada de las siguientes funciones:

2 y=ix+2 c. y=cog(mx)
X 2 \3
X d y=|=2
b. y:§|]3_x X—2

4. Escribe la ecuacion de la tangente alacurva Y =1In x? en el punto de abscisa x=1.

5. Determina los puntos singulares de la funciéon y = 2+ (1— X) .dTiene esta funcidn algun
maximo o minimo relativo?
. , . y x> -2x+4
6. Determina las asintotas y los puntos singulares de la funcién Yy = 2— Realiza,
- X

ademas, un esbozo de su grafica.

7. Representa la funcién y = x> —12x+16

x? -1
X2

8. Estudiay representa: Y =

3
9. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(X) = 3 x* —3x
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AUTOEVALUACION 2

1. Dada la funcién f(X) = X283
' (x+1)(x-1)

a. Indicar su dominio de definicién
b. Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento
c. Determinar sus maximos y sus minimos

a) {SO': U —{1,—1}};

b) Sol: f (X) Creceen(3_ 2\/_2 ,1)[| (1,3+ 2\/5) .
. f(x) deCI’eCEBn(—oo,—l)D (_1’3_2\/5 )D (3+2\/§’+00) ;

C) {SOI X:3_2\/§ esun minlmi}

X = 3+ 24/2 esun maxim

2. Seanlapardbolay = x2 —4x + 4 yun punto (p, q), tal que 0 < p < 2. Calcular las coor-
denadas de (p,q) para que el area del rectangulo formado por los lados paralelos a los ejes

soea(35)

3. Encontrar las dimensiones del rectdngulo de area maxima que puede inscribirse en un

con vértices opuestos (0,0) y (p, q) sea maxima.

circulo de radio a.

{Sol: base= altura = x/Ea}

4. Se considera la funcién f(x) = x? + m, donde m>0. Se pide:

a) Para cada valor de m, hallar el valor de a>0, tal que la recta tangente a la grafi-
ca de la funcidn en el punto (a, f(a)) pase por el origen de coordenadas.
b) Determinar el valor de m para que la recta y = x sea tangente a la grafica de

f(x).
a) m=a’
Sol: b) m:i
4
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AUTOEVALUACION 3

+
1. Dada la funcién f(X) =( 22X ! )2
X“+Xx+1

a. Indicar su dominio de definicién
b. Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento
c. Determinar sus maximos y sus minimos

a) {SOI: D};
b) 1 Sol: f(x) creceen(— 1,0) ’_
f (x) decreceen (- o,~1) 0 (0, + )

X = -1lesunminim
c) < Sol: L.
X =0 esun maximo

2. Determinar la base y la altura del tridngulo isésceles de perimetro 8 para que su area sea

{Sol: base= g y altura= 4—\3/5}

maxima.

3. Una pista de velocidad esta formada por una regién rectangular con un semicirculo en
cada extremo. Si el perimetro es de 200 metros, hallar las dimensiones de la pista para
que el drea de la zona rectangular sea maxima.

{Sol :50m debaseel rectanguloy 1592m de radio los semicircubs}

. L 1 .
4. Se considera la funcién f(x) = = Se pide:
a) Hallar la ecuacién de la recta tangente a su grafica en el punto P(a, f(a)) para a>0.
b) Encontrar los puntos de corte de la recta tangente del apartado anterior con los

ejes de coordenadas.
c¢) Determinar el valor de a>0 que hace que la distancia entre los dos puntos de inter-

seccion hallados sea la minima.

12
a) y—_?X"'g

Sol: b)A{O,gj y B(22,0)

c) a=1
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EJERCICIOS DE REPASO BLOQUE ANALISIS.

1. Determina el dominio de definicidn de las siguientes funciones:
a. =log(l-x 1

y =log(1-x) b y=
CO<X

N

Representa las funciones:

a. y=|x*+2x-4 b. y=log,(x+3)

3. Esta es la grafica de la funcidn f(x) = Inx.

A partir de ella representa:
| a) y=f(x)+2
, ! b) y=f(x-2)
1 -1-0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 C) y - _ f(x)
“ £(x) = In(x)
4. Siy=f(x) pasa por el punto (2,-3), di un punto de:
a. y=f(x)+4 c. y=2f(x
b. y=f(x+4) d y=-1(x)

5. Representa y=Ent(x), xe[-1,3]

6. Una poblacién de insectos crece segln esta funcién: y = 1 + 0,5 - e%** (x =tiempo en
dias; y = nimero de insectos en miles)
a. ¢Cual es la poblacidn inicial?
b. Calcula cuanto tarda en llegar a 10000 insectos?

7. Apartir de las funciones: f(x) = e*; g(x) = senx; h(x) = V/x, obtén:

a. (goh)®) b. (f-9)¥ c. (he f)x)
3x—-b six<2
8. Enlafunciéon f(X)=< 3 six=2

-2X+9 six>2

a. Calcula b para que tenga limite en x=2
b. Después de determinar b, explica si f es continua en x=2.

3x—5
2

9. Calcula, utilizando la definicion, la derivada de f(x) =

10. Indica la recta tangente a la curva y = —x? + 5x,que es paralelaalarectax +y +3 = 0.
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11. Calcula los puntos singulares de la funcién f(x) = —x* + 8x2 — 5, indica si son méaximos
o minimos y con ayuda de sus ramas infinitas represéntala.

12. Determina la funcién derivada de las siguientes funciones:

a. T(x)=4tgx d f(x)=¢€"

b, £(x) = Inx e. f(x)= @X
X

c. f(x)=arctg¥ £ () =x+/x

13. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones:

a. y=x>-12x* X2 -4
b. y=
X
X2
14. En la funcion Y = ————— estudia:
X“—4x+3

a. Las asintotasy la posicidn de la curva respecto a ellas
b. Los maximosy los minimos relativos
c. Representa su gréfica.

15. ¢Cudl de estas funciones tiene una asintota oblicua?

2 _ 3 3 2
2% b, y=1+3 Loy
x-1 X X

Determina y sitGa la curva con respecto a ella
16. Calcula ay b de modo que la funcién y = x3 + ax + b tenga un punto singular en (2,1).

a.

17. Esta es la grafica de f’, la funcién derivada de f.

\ a)Di para que valores de x es f creciente y
para los cuales es f decreciente.

b)éTiene f algln punto de tangencia horizontal?
0 Justificalo.
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