Ci1UG PAU Cédigo: 26

COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

MATEMATICAS II

(O alumno/a debe responder so aos exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada
opcion: exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2 puntos, exercicio 4= 2 puntos)

OPCION A

1 1
1. Dadas as matrices A = (—1), B = (1) sexan B! a matriz trasposta de B e I a matriz identidade de

0 1
orde 3.

a) Estuda, segundo os valores do parametro 4, o rango de AB'+ A1.
b) Calcula a matriz X que verifica: AB*X — X = 2B.

3x+y+z—-6=0

2x+y — 2=0

a) Estuda a posicion relativa de r e w. Calcula a distancia de r am.

b) Calcula a ecuacién xeral ou implicita do plano que contén a r e é perpendicular a .

2. Dadosoplano m:x+y—z—1=0 e arectar:{

3. a) Enuncia o teorema de Bolzano. ¢Ten a ecuacion x3 + 2x — 2 = 0 algunha solucién no intervalo

(0,1)? ¢ Ten esta ecuacién mais dunha solucién real?

. 24+ bx+1-e?¥
b) Calcula os valores de a e b para que lim,_, —— 1 =1

sen(x?2)
4. a) Calcula os intervalos de crecemento e decrecemento e os intervalos de concavidade e convexidade
da funcion f(x) = x3 — 4x2 + 4x.
b) Debuxa e calcula a area da rexién limitada pola grafica de f(x) = x> — 4x2? + 4x e a bisectriz do
primeiro cadrante. (Nota: para o debuxo da gréafica de f(x), € suficiente utilizar o apartado anterior
e calcular os puntos de corte cos eixes).

OPCION B

1. a) Discute, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema de ecuacions lineais:
xX+my + z =2
mx — y + z =0
2x — y +2z =1
b) Resolve, se é posible, o sistema anterior para o caso m = 1.

2. a) Calcula as ecuacions paramétricas da recta r que pasa pola orixe de coordenadas e é
perpendicular ao plano 7 determinado polos puntos A(1,0,2), B(2,1,3) e €(3,0,0).

b) Calcula os posibles valores de a para que o punto P(a,a,a) equidiste da recta r e do plano m do

apartado anterior.

C
3. Nunha circunferencia de centro O e radio 10 cm. trézase un didmetro AB e unha
corda CD perpendicular a ese diametro. ¢A que distancia do centro O da A B
circunferencia debe estar a corda CD, para que a diferencia entre as areas dos
triangulos ADC e BCD sexa maxima?
D

4. a) Enuncia o teorema de Rolle. Determina o valor de a para que sexa aplicable o teorema de Rolle a
funcion f(x) = x3 + ax — 1, no intervalo [0,1]. Para este valor de a, calcula un punto ¢ € (0,1) no
gue a recta tanxente a grafica de f(x) sexa paralela ao eixe OX.

x343

b) Calcula f ——dx
xXe—=Xx
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MATEMATICAS II

(O alumno/a debe responder so aos exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada
opcion: exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2puntos, exercicio 4= 2puntos)

OPCION A
1. a) Sexa M unha matriz cadrada de orde 2 tal que M? = 4M. Determina a matriz X que verifica a
ecuacion matricial (M — 21)2X = I, sendo I a matriz identidade de orde 2.
X
b) Determina todas as matrices B da forma (y i}) que verifiquen B? = 4B. Se algunha é

inversible, calcula a sta inversa.
¢) ¢ Cando un sistema de ecuacions lineais se di homoxéneo?¢Pode ser incompatible un sistema
de ecuacidns lineais homoxéneo? Xustifica a resposta.

_ _ x=2+t

2. Dadasasrectasr:{x 2y+z+1:0 sy =342t
2y—z—-2=0

z=2+2t

a) Estuda a posicion relativa de r e s. Se se cortan, calcula o punto de corte. Se determinan un plano,
calcula a ecuacion xeral ou implicita dese plano.
b) Estuda a posicion relativa de r e o plano m: 4x — 4y + 2z + 7 = 0. Calcula a distancia de r a .
e?*+1
. a) Calcula: lim
3.a) x—00 Ty

b) Se f(x) € unha funcion continua no intervalo [1,4] tal que flzf(x)dx =2 e fff(x)dx = —4

)

¢écal é ovalor de f; 5f (x)dx? Enuncia as propiedades da integral definida que utilices.

4. Debuxa e calcula a area da rexion limitada pola gréafica da parabola f(x) = —x? + 9x, e as rectas

y = 20; x —y + 15 = 0. (Nota: para o debuxo da grafica da parabola, indicar os puntos de corte cos
eixes, o vértice da parabola e a concavidade ou convexidade).

OPCION B

m 0 1
1. DadaamatrizA=<0 -1 0)

1 0 m
a) Calcula, segundo os valores de m, o rango de A.

b) ¢ Coincide A coa stia inversa para algtn valor de m? Param = 0, calcula A%°

c) Se m = 2 e A é a matriz de coeficientes dun sistema de tres ecuacions lineais con tres
incognitas, ¢podemos afirmar que o sistema ten solucion (nica? Xustifica a resposta

x=34+314+u
2. a) Dado o plano a: {y = =314+ u calcula as ecuaciéns en forma continua da recta r que pasa
z=3+ A—u

polo punto P(2,—3,—4) e é perpendicular ao plano a. Calcula o punto de corte de r con a.
b) Calcula a ecuacién implicita ou xeral do plano que pasa polos puntos P(2,—3,—-3) e Q(3,—2,—4)
e é perpendicular ao plano a.

c) Calcula as ecuaciéns paramétricas da recta interseccion do plano f:5x —4y +z—19=0 co
plano «

3. Calcula o dominio, as asintotas, os intervalos de crecemento e decrecemento e 0s maximos e
;. 2x+1
minimos de f(x) =

ex?

4. a) Define primitiva dunha funcién e enuncia a regra de Barrow.
3
b) Calcula [> X 2dx

2 x2-1




1)

2)

3)

4)

Criterios de Avaliacién /- Correccidén

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A

a) 1,5 puntos , distribuidos en:

> 0,5 puntos pola obtencién AB' + Al
> 1 punto pola obtencion do rango de AB' + Al, segundo os valores de A.

b) 1,5 puntos

a) 2 puntos , distribuidos en:
» 1 punto pola posicion relativa da recta e o plano.
» 1 punto pola distancia da recta ao plano.

b) 1 punto

a) 1 punto , distribuido en:

» 0,5 puntos polo enunciado do teorema de Bolzano.
» 0,25 puntos por xustificar que a ecuacion ten unha solucién no intervalo (0,1).
» 0,25 puntos por xustificar que a ecuacion ten solucién Unica no intervalo (0,1).

b) 1 punto, distribuido en:
» 0, 5 pola obtencién de b.

» 0, 5 pola obtencién de a.

a) 1 punto , distribuido en:
» 0,5 puntos pola determinacion dos intervalos de crecemento e decrecemento.

» 0,5 puntos pola determinacion dos intervalos de concavidade e convexidade

b) 1 punto, distribuido en:

» 0,25 puntos polo debuxo da rexién.
» 0,5 pola formulacién do problema.
» 0,25 puntos polo célculo da area



Criterios de Avaliacién /- Correccidén

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION B
1. a) 2 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos pola obtencion dos valores de m que anulan o determinante da matriz de
coeficientes

» 1,5 puntos pola discusion do sistema (0,5 puntos pola discusion no caso m=-1/2;
0,5 puntos pola discusién no caso m=1; 0,5 puntos pola discusién no caso m#-
1/2,1)

b) 1 punto

2. a)1lpunto
b) 2 puntos , distribuidos en:

» 0,5 puntos pola distancia do punto ao plano
» 1 punto pola distancia do punto & recta

» 0,5 puntos pola obtencion dos valores de a.

3. 2 puntos , distribuidos en:

» 0,5 puntos pola obter a expresion correspondente a diferencia das areas en funcion
de duas variables

» 0,5 puntos pola relacion entre as duas variables na funcion anterior e expresar a
funcion a maximizar en funcion dunha variable.

» 0,5 puntos pola obtencion da derivada da funcién a maximizar

» 0,5 puntos pola obtencion do valor que maximiza a diferencia das areas

4. a) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 polo enunciado do teorema de Rolle
» 0,25 puntos pola determinacién do valor de a.
» 0,25 puntos pola determinacién do valor de c.
b) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola division do numerador entre o denominador e o calculo das raices
do denominador.

> 0,5 puntos polas integrais que resultan.



Criterios de Avaliacién /- Correccidén

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A

1. a) 0,5 puntos , pola obtencién da matriz X
b) 1,5 puntos , distribuidos en:
» 1 punto pola obtencién das matrices B que verifican a relacién dada.
» 0,5 puntos polo célculo da inversa
¢) 1 punto , distribuido en:
» 0,5 puntos pola definicion de sistema de ecuacions lineais homoxéneo

» 0,5 puntos por xustificar que todo sistema homoxéneo € compatible.

2. a) 1,5 puntos , distribuidos en:
» 0,5 puntos pola posicion relativa das rectas
» 0,5 puntos pola obtencion do punto de corte.
» 0,5 puntos pola ecuacion implicita do plano.

b) 1,5 puntos, distribuidos en:
» 0,5 puntos pola posicion relativa da recta e o plano.

» 1 punto polo calculo da distancia da recta ao plano.
3. a) 1 punto

b) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos polo célculo da integral definida.

» 0,5 puntos polo enunciado das propiedades da integral definida.
4. 2 puntos , distribuidos en:

» 0,5 puntos pola representacion da parabola

» 1 punto pola formulacién do problema

» 0,5 puntos polo célculo da area



Criterios de Avaliacién /- Correccidén
CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION B

1. a)1lpunto
b) 1 punto , distribuido en:
> 0,5 puntos pola obtencion do valor de m para o cal A =A™,
> 0,5 puntos polo célculo de A%.

¢) 1 punto , pola xustificacion da unicidade da solucion.

2. a) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos pola obtencion das ecuaciéns, en forma continua, da recta r.
» 0,5 puntos polo célculo do punto de corte da recta e o plano.
b) 1 punto

c) 1 punto

3. 2 puntos , distribuidos en:

» 0,25 puntos polo dominio.
» 0,5 puntos polas asintotas.
» 1 punto polos intervalos de crecemento e decrecemento.

» 0,25 puntos polos maximos e minimos.

4. a) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos pola definicion de primitiva dunha funcién.
» 0,5 puntos polo enunciado da regra de Barrow.
b) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola division do numerador entre o denominador e a descomposicién en
suma de fraccions simples.

» 0,5 puntos polo célcula das integrais que resultan.



Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A
Exercicio 1:
1 1 0 0 1+41 1 1
a)ABt+ Al = (—1)-(1 1 1D+ )l(O 1 0>= ( -1 -1+2 —1)
0 0 0 1 0 0 A

det(AB*+ AI) = A(A? -1+ 1) = 23
Polo tanto, det(ABt+ A1) =0 & 1=0
Se 1 =0, entdn
1 1 1\<«—_ Filas proporcionais e
=

ABt + Al = (—1 -1 -1

0 0 0/ «<—— fila de ceros

Temos asi que:

—— 3 sedl #0

rang(ABt + AI) = 1 se d=0

3(ABt — ™! pois para A=-1, rang(AB* — 1) = 3
b) ABtX —X =2B & (AB'— DX =2B o X =2(AB*— )"1B

Calculamos (ABt — )~

0o 1 1
ABt— I=|-1 -2 —-1]; det(AB*-— D= -1

0 0 -1
1 2 -1 0\¢ -2 -1 -1
(ABt—I)‘1=—t(Ad(ABt—I)l-]-)t=—(1 0 o>=< 1 0 1)
det(AB* — I) 1 -1 1 0 0 -1

Polo tanto:

-2 -1 -1 1 -8
X=21 1 0 )11} X = 4
0 0 -1 1 =2

Doutra forma:
1 1\ sa a 2 b+c=2 a=-8
-1 -1 -<b>—<b>= 2|=2ia-2b—c=2¢ =1{|b=4
0 0 c c 2 —c=2 c= -2

ABtX—X=ZB(:><—

[ RN




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 2:

a) Resolvemos o sistema de ecuaciéns lineais determinado polas ecuacions da recta e do
plano

_Fx+y+z—6=0
"lax+y - 2=0
mx+y—z—1=0

Discutimos o sistema formado polas tres ecuacions.

3 1 1 3 1 1 6
Matriz de coeficientes: C = (2 1 0); matriz ampliada: C* = (2 1 0 2)
1 1 -1 1 1 -1 1

O rango de C é como minimo 2 xa que o0s planos que determinan a recta son secantes; e dado
que

ICl=-3+2-14+2=0
Podemos concluir que rang(C) = 2. Por outra parte

IC*|=3+12+2-6-6-2=3 #0 = rang(C*) =3
Polo tanto:
rang(C) = 2 # 3 =rang(C*). O sistema é incompatible e temos que

|r e m son paralelos|

Como a recta e o plano son paralelos, para calcular a distancia de r a m, calculamos a distancia
dun punto arbitrario de r ao plano m:
se tomamos como punto de r: B.(1,0,3), enton

d(r,m) = d(B.,m) = 1/1:% = %; d(r,m) = V3 unidades

b) Calculamos o vector director da recta r:

-

Uy = =(-121)

N W e~y
=~y
S - X

Un punto do plano: P.(1,0,3)
Elementos que determinan o plano pedido: § Dous vectores contidos no plano:

7 =(-121De n;,=11,-1)
entoén, a ecuacién xeral do plano sera:

x—1 y z-3
=0 = [rz=2=0

-1 2 1
1 1 -1




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 3:

a) Teorema de Bolzano: Se f(x) é continua en [a,b] e toma valores de distinto signo nos
extremos do intervalo, é dicir f(a) - f(b) < 0, entdn existe polo menos un punto c € (a, b) tal

que f(c) = 0.
Consideremos a funcion real de variable real f(x) = x3 + 2x — 2

f(x) é continua en [0,1] xa que é continua
en R por ser unha funcién polinémica.

F(O)= —2<0 =>'\

f(1) =1>0

Jc € (0,1)talque f(c)=0

teorema de Bolzano

Polo tanto, |a ecuacién x3 + 2x — 2 = 0, ten unha solucién real no intervalo € (0,1).|

Se f(x) tivese duas raices reais c; e c, enton

f(x) continua en [c;, c,] e derivable en teorema de Rolle
(¢4, c,) por ser continua e derivable en R = 3de€(c,cy) talque f'(d)=0
flc) = 0= f(cy) (a funcion derivada teria unha raiz real)

pero a funcion derivada, f'(x) = 3x2 + 2, non ten raices reais. Polo tanto:

x3 4+ 2x — 2 = 0, ten unha Gnica solucién real e esa solucién esta no intervalo (0,1).|

ax?+ bx + 1—e?* 2ax+ b—-2e** _ p-2

b) lim, sen(x2) -_\hmx_’o 2xcos(x2) 0
Indeterminacién % , aplicamos L’Hépital.

Para que este limite sexa finito, ten que ser [b = 2].

Tomando b = 2, resulta

lim 2ax + 2 —2e?* lim 2a — 4e?* _ 2a-4
20 oxcos(x2) ) x>0 2xcos(x2)—4x2sen(x2) 2
. ., 0 . WA
Indeterminacion 5 aplicamos L'Hdpital.
Entén
2a—4

=1 =|la=3




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 4:
a) f(x)=x3—4x? + 4x

f,(x)=3x2—8x+4 )

2/3

(-o,2/3) | (2/32) (2, )
- Crecente nos intervalos (—=,2/3) e (2, =)
fx) >0 <0 >0 Decrecente no intervalo (2/3,2)

f(x) | Crecente | Decrecente | Crecente

f'x)=6x—8; f'"(x)=0 &x=4/3

(—0,4/3) (4/3,) 5
Concava en (—«,4/3)
) <0 >0 Convexa en (4/3,«)
f(x) Codncava Convexa

b) x(x?—4x+4)=0 & x(x—2)2=0.
Os puntos de corte de f(x) cos eixes son: (0,0) e (2,0)
x3—4x’+ 4x=x = x(x*— 4x+3)=0
Y= 0 x= 4+Vi6-12 — 3
’ 2 —1
Os puntos de corte de f(x) e a bisectriz y = x son: (0,0); (1,1) e (3,3)
Con estes puntos de corte e 0s resultados do apartado a), podemos debuxar a rexion limitada
polas gréficas de f(x) e a bisectrizy = x

No intervalo (0,1), a grafica de
f(x) esta por riba da grafica de
bixectriz

No intervalo (1,3), a grafica da
bisectriz esta por riba da grafica

de f(x).

A
3

41/ T\ /
1
1
1
1 2 g
A= A+ A, = fol(x3— 4x% + 4x —x) dx + f13(x —x3+ 4x? — 4x)dx =
4 1 4 3
— x__ix3+§x2] +[_x_+ix3_ix2] =1_f+3_2+36_2+ l_f+i
4 3 27 1, 4 3 27 L T a3 2 2 a4 32
37
A=t
2"




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION B
Exercicio 1:
1 m 1 1 m 1 2
a) Matriz de coeficientes: C = (m -1 1); matriz ampliada: C* = (m -1 1 0)
2 -1 2 2 -1 2 1
Calculamos o rango de C:
-1 1
|_1 5 = -1 #0 = rang(C) = 2
ICl= —2-m+2m+2+1-2m?= -2m?+ m+1
2 4 _ 1+/1+8 1
2m? — m - 1=0 & m=—" <1/2
Polo tanto
Sem=1oum= — 1/2,entdn rang(C) = 2
Sem#1em#* — 1/2,enton rang(C) =3
Calculamos o rango de C* param =1 e para m = — 1/2; ( nos demais casos, 0 rango € 3,

pois sempre rang(C*) = rang(C) e C* ten 3 filas).

1 1 2
m=1 = [-1 1 0|=0;
-1 2 1
-1/2 1 2
m=—1/2 :>‘ -1 1 0|=-1/2—4+24+1=—-3/2 #0;
-1 21
Enton

m=1 = rang(C*) = 2
m=#1 =rang(C*) = 3

Discusion:

m=-1/2 = rang(C) = 2 # 3 =rang(C"). Sistema incompatible. Non ten solucion
m=1 = rang(C) = 2 =rang(C*) < nimero de incognitas. Sistema compatible
indeterminado. Infinitas solucions.

m# —1/2em=+#1 = rang(C) = 3 =rang(C*) < nimero de incognitas.

Sistema compatible determinado. Solucién Unica

b)
Tendo en conta o apartado anterior, estamos no caso dun sistema compatible indeterminado.
O sistema é equivalente a:

—-y+ z= —x PR _
—y + 2z =1—2x}:>2_1 X y=1

As infinitas soluciéns son:

A€ER

N R OR
Il
b—*!_‘;,




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 2:

a) Os vectores AB = 1,11 e AC = (2,0,—2) son linealmente independentes e estan contidos
no plano =. Polo tanto, o vector AB x AC ten a direccion da recta r:

=(-24,-2)

X~

[ss]

X

o~

)

Il
N =~y
O =y
N = X

E podemos tomar como v, = (1,—2,1). Tendo en conta que a recta pasa pola orixe de

coordenadas, as sUas ecuacions parameétricas seran:

x= A
T {y= —22

zZ = A

b) Tendo en conta que un punto da recta é P.(0,0,0), a distancia do punto P(a,a,a) & recta r

ven dada por:

i j K
- a a a
d(P,r) = PP xwr] _ My —p 4lll _ 1Ba0-3a)l _ VisaZ _
' o7l V6 V6 V6

lalv3

O plano m pasa polo punto A(1,0,2) e os vectores 4B = (1,1,1) e AC = (2,0,—2) son dous

vectores contidos no plano, polo tanto a stia ecuacion xeral é:

1 y 2z-2
1 1
0 -2

x
=0 >mx—-2y+z—-3=0

1
2

e a distancia do punto P(a, a,a) ao plano « é:

_ la—2a+a-3| _ 3 _ @
dP.m) =~ = 7= 3
Polo tanto,

d(P,v) = d(P,n) < |a|V3 = \/2_3 o |ta= L2




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 3:

Tridngulo ADC:
Base: 2y Area = y(10 +x)
Altura: 10 + x Diferencia de areas:

Tridngulo BCD: A —A;, =y(10+x) — y(10 — x) = 2xy
Base: 2y Area = y(10 —x)
Altura: 10 — x

O teorema de Pitdgoras proporciénanos unha relacion entre x e y :

102 — x?
Polo tanto, a funcién a maximizar que nos proporciona a diferencia de éreas é:
fx) = 2xv100 — x2

Calculamos os valores que anulan a primeira derivada

f'(x) = 2V/100 — x2 Cf'(x) =0 2(100 — x?) = 2x? © x? = 50 x = +5/2

«—z'

Comprobamos que x = 5v/2 corresponde a un maximo:

" - _ %2  _ 4xV100- 7 +\/100 x2 "(5v2 _10VZ 2004100 _ _8<0
fe) = V100- x2 100— x2 frev2) = 5v2 0

|Soluci()n: 5v2 cm.|




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 4:

a) Teorema de Rolle: Se f(x) é continua en [a, b] e derivable en (a,b) e ademais f(a) = f(b),
enton existe polo menos un punto ¢ € (a, b) tal que f'(c) = 0.

f(x) = x3+ ax —1 é continua e derivable en R, xa que € unha funcion polinémica. Polo tanto,
€ continua en [0,1] e derivable en (0,1). Para aplicar Rolle neste intervalo, debemos impofierlle
a condicion f(0) = f(1)

f@=f1) =[a=-1

Un punto do intervalo (0,1) no que a recta tanxente é paralela ao eixe OX, sera un punto do
intervalo no que se anule a primeira derivada (a existencia dese punto esta garantida polo
teorema de Rolle)

fX)=x3—x-1

f'(x) =3x%-1;
ffx)=0 & x ==+ ‘g—g pero x = — \/é non é un punto do intervalo (0,1). Polo tanto:
V3
‘T3

b) Como o grao do polinomio do nhumerador € maior que o grao do polinomio do denominador,
facemos a division:
x3+3 x+3

=x+1+

x2—x x2—x

Como x? — x = x(x — 1), facemos a descomposicion en fraccions simples

x;3—ﬂ+i=w = A=-3:B =4
x%-x x x—1 x(x—1)
Enton:

x3+ 3 3 4 1
f dx=f<x+ 1- — + )dx=—x2+x—3ln|x|+4ln|x—1|+C
x% —x x x-—1 2

1
Solucion: Exz + x —3In|x| + 4ln|x—1| +C




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A

Exercicio 1:

M? = 4M
2 4 22

o 06 =4 D= (8 -0 )
2xy = 4y } = y2x—4)=0 = y=0oux=2
x2+y?=4x
Sey=0:
x2=4x = x=0 oux =4
Sex =2:
y2=4 > y=42

Polo tanto, as matrices que cumpren as propiedades do exercicio son:

0 o) G ) G ) (G )

Destas matrices, a Unica que ten determinante distinto de cero, e polo tanto inversa, é a matriz
(4 0

0 4). A sla inversa é a matriz

(0" 1)

¢) Un sistema de ecuacions lineais dise homoxéneo cando os termos independentes son todos
cero. Polo tanto, nun sistema lineal homoxéneo sempre o rango da matriz de coeficientes
coincide co rango da matriz ampliada, xa que ao ser 0s termos independentes nulos a columna
gue se engade non inflie a efectos do calculo do rango. Polo tanto un sistema de ecuacions
lineais homoxéneo é sempre compatible.




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 2:
a) Determinamos os vectores directores das duas rectas:

v = (1,2,2).
Como os vectores directoras das rectas non son paralelos,
T ]k
=11 -2 1/=1(012) as rectas cortanse ou cruzanse.
0 2 -1

Vemos gue se cortan, calculando o punto de corte. Para iso, substituimos as expresions de x,y
e z de s nas ecuacions de r:

2+t—-6—4t+2+2t+1=0 > t= -1
6+4t—-2-2t-2=0 = ¢t= -1

as duas ecuacions son compatibles e polo tanto as duas rectas tefien un punto comun, que se
obtén facendo t = —1 nas ecuacions de s:

|Punto de corte: (1,1,0)|

Como as rectas se cortan, determinan un plano a. Elementos que determinan o plano a:
» O punto (1,1,0)

» O vector v, X Vg = = (—2,2,—1) que é un vector normal ao plano o

=
N R~y
NN X

e a ecuacién implicita do plano a sera:
2x-D+20-1)—2z=0

é dicir

la:2x—2y+2z=0

b) vector normal ao plano «: 71, = (4,—4,2). Entén
n,-v.=0=n, L7 =renrsonparalelos
Un punto da recta r € o punto de corte calculado antes: B.(1,1,0). Polo tanto:

dr ) = AP ) 14— 4+ 7| 7
) = M) = —7 ™ —  ——— = —
" Vi6+16+4 6

Doutro modo:

a:2x—2y+z=0 } Os planos a e m son paralelos e como a recta r esta contida no
md4x —4y +2z+7 =07 plano a, entdn a recta r é paralela ao plano w: 2x — 2y + z +% =0

Polo tanto:
d(r,m) = d(am) =LA _ 7
rm)=dan) =——= —
Va+4+1 6
Asi:

7
d(r,m) = 3




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 3:

a) Indeterminacion g , aplicamos L’Hopital.

. e?*+1 . 2e%% e* L . x

hmx—mo? = limy,e——= ot xoX lmx_m = lim,_ 2e* = o
Slmpllflcamos

b)

[if@dx + [ f(x)dx = [f(x)dx (Propiedade 1)

['5fGdx = 5[ f(x)dx  (Propiedade 2)

Polo tanto

[ 5f(x)dx =\ 5[, f(x)dx =\5[f14 fOdx — [} fGo)dx| = 5(-4 —2) = 30
Propiedade 2 Propiedade 1

Asi:

4
fo(x)dx = —30
2

Propiedade 1 (Aditividade respecto ao intervalo de integracion): Se a < b < c e f(x) € continua
en [a, c] entdn

b c c
d dx = d
| reoax + [ e = [ reoax
Propiedade 2: Se f(x) é continua en [a, b] enton

f: cf (x)dx = cf:f(x)dx para calquera c € R.



Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 4:

Puntos de corte cos eixes: (0,0), (9,0)
Parabola: y = —x? + 9x = x(—x +9) = <{ Vértice: (°/,, 81/,)

Cédncava (o coeficiente de x? é negativo)

Puntos de corte da parabola coas rectas:

x =4
—x?2+9x =20 = x*-9x+20=0 = ou Puntos de corte: (4,20), (5,20)
x=5
x =3
—x24+9x=x+15 > x2-8x+15=0 = ou Puntos de corte: (3,18), (5,20)
x=5
A y=x+15

v

4 2 5 s 2 4 x25
A=A+ Ay = [} (~x +9x—x—15)dx+f4(20—x—15)dx—[—?+ 4x —15x]3+ [Sx—?L:

= —63—4+ 64—60+9—36—45+25—§— 20+8=%

A= —u?
6u




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION B
Exercicio 1:
a) |‘1) _é| —1%0 = rang(4) =2
m 0 1

0o -1 0
1 0 m

=-m*+1; -m*+1=0 © m= +1

Polo tanto

e m=%21 = rang(d) = 2
e m # t1 > rang(4d) = 3

by A= A le A2 =]

m 0 1 m 0 1
A2=10 -1 o0]-l0 -1 0
1 0 m 1 0 m

Polo tanto

m?2+1 0 2m
0 1 0

2m 0 m?+1

A= A1 ©m=0]

Se m = 0, acabamos de obter que 4% = I, enton

|A60 = (4%)30 = 30 =I|

c) Vimos no apartado a) que se m = 2, enton rang(4) = 3

Como o rango da matriz ampliada é maior ou igual que o rango da matriz de coeficientes e
tampouco pode ser maior que 3, pois ten 3 filas, estamos nun caso de

Rang(matriz de coeficientes) = rang(matriz ampliada) = numero de incognitas

Polo tanto, € un sistema compatible determinado con solucion Unica.



Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
Exercicio 2:

a) Como a recta é perpendicular ao plano, enton o vector director da recta € perpendicular ao
plano:

T ]k
U.=7,=|3 —3 1|=(24,6) . Tomamos como vector director: (1,2,3)
1 1 -1

Entén as ecuaciéns da recta en forma continua son:

x—2 y+3 z+4
1~ 2 3

r.

Para calcular o punto de corte da recta e o plano, consideramos as ecuacions paramétricas da
recta

x= 2+ A
rijy=-3+21 = Punto xenérico Q(2 + 4,—3 + 21,—4 + 31)
z=—-4+31

Calculamos a ecuacion xeral do plano (7, = (1,2,3) e un punto do plano € (3,0,3))
a:x—3+2y+3(z—-3)=0 = a:x+2y+3z—-12=0

Impofiemos a condicién de que Q €

24 1—-64+41—-12491-12=0 = 1 =2

Polo tanto, o punto de corte sera:

b) Os vectores 1—35 =(1,1,-1) e n, = (1,2,3) son dous vectores contidos no plano B pedido.
Polo tanto,

—_—

. [ k
h‘,; =PQ xn,=11 1 =1|=(,—-41) éunvector perpendicular ao plano
1 2 3
e a ecuacién xeral do plano g sera:

5(x—2)—4(y+3)+z+3=0 = |[B:5x—4y+z—19=0|

c) Basta resolver o sistema de ecuacions lineais dadas polas ecuaciéns xeraisde a e
x+2y+3z—12=0
5x—4y+4+2z-19=0

Como |£1; _i| = —14 # 0, o sistema anterior é equivalente ao seguinte:

x+2y=12-3z

12-3z 2| |1 12—3Z|
= x= 119z -4l _ 43 y=15 19-21_ 41 _ .
-14 7 ! -14 14 !

5x—4y =19 — z
e as ecuacions paramétricas da recta interseccion son:

( 43
=— -2
X=7
S 41 ;o AER

== _2
Ly 14
z = A




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 3:

2x+1

f(x)=97

O denominador non se anula nunca, polo tanto

Dom(f) = ]Rl e |Non existen asintotas verticais

. 2x+1 . 2
llmxﬁiOOQT = hmx_>_|_

\ 10 oxex? T

Indeterminacion. Aplicamos L'Hopital

Polo tanto

|Asintota horizontal: y = 0. Non ten asintota oblicua|

Estudo da derivada:

2 2
eX” — (2x+1)2xe*”  —4x?-2x+2
(ex%)? B

—2 +VAF32 -1
ff{x)=0© 4x?+ 2x—2=0 $x=¥:<: 1/
2

fleo =2

ex?

Como e** >0, 0 signo de f'(x) determinao o numerador. Temos polo tanto que

(—oo,—1) | (=1,1/2) | (1/2,0)

f'() <0 >0 <0 Crecente en: (—1,1/2)

f(x)| Decrecente | Crecente | Decrecente

Decrecente en: (—oo,—1) e (1/2,)

En x = —1, a funcion pasa de decrecente a crecente e en x = 1/2 pasa de crecente a
decrecente. Polo tanto:

Minimo: (—1,—1/e)
Maximo: (1/2, 2/6%)




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 4:
a) Unha funcion F(x) dise que é unha primitiva de f(x) se F'(x) = f(x)

Regra de Barrow: Se f(x) é continua en [a, b] e G(x) é unha primitiva de f(x) en [a, b], entén

b
[ reax =60y - 6@

b) Como o grao do polinomio do nhumerador € maior que o grao do polinomio do denominador,
facemos a division:

3
x3+2 X+ 2
=x+

x2-1 x2-1

Como x? — 1= (x + 1)(x — 1), facemos a descomposicion en fraccions simples

x+2 A B A(x-1)+B(x+1) _ (A+B)x-A+B A+B=1 _ 1/ .p_3
= =+ == = =>{ }=>A_—/2,B_/2

x2-1 (x+1)(x-1) (x+1)(x-1) —A+B =2

Entén:

fX3+2d _f< +x+2)d 1, 1f dx+3f dx
21X T T )Y T T k1T 2) =1

= -x? — %ln|x+1|+%ln|x—1|+ C

e aplicando a regra de Barrow:

3 x3+2 1 1 3 3 9 3 1
S, ;_1 dx = [Exz = Shnlx+1]+ 2 lnIx—lI]2 =, -In2+ -In2-(2-3n3) =

=24+ i m2 + 23
4 2 2

1
Solucion: — + =1In6
ouczon4+2n




