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Nowme GRruPO

Definir, aportando exemplos de cada un deles, os conceitos de combinacion linear dun
conxunto, independéncia linear dun conxunto, dependéncia linear dun conxunto e rango
dun conxunto.

[Nota: non se pontuara nada no caso de que non se pofian os exemplos pedidos.]

Dado un espazo vectorial V e dado un conxunto de elementos W:{v1, Vo,..., v,,J c V,
chama-se combinaciéon linear dos elementos de W a toda expresion do tipo
XV i+, Vot oV, con &, 0., x, € IR A expresion o,V +o,V,+.. .+, Vv,
€ tamén un elemento do espazo vectorial V.

Nun espazo vectorial V' di-se que un conxunto W:}Av1,v2,...,v,,,} c V é linearmente

independente se a Unica combinacion linear dos elementos de W que da como resultado o
elemento neutro da suma é aquela que ten todos os escalares nulos:

XVt Vot +a, v, =0 o ;=a,=...=x,=0

Nota: A combinacion linear que ten todos os escalares nulos chama-se combinacion linear
trivial.

Nun espazo vectorial V' di-se que un conxunto W:[v1,v2,...,an c V é linearmente
dependente se, ademais da ftrivial, existen mais combinacions lineares dos elementos de

W' que dan como resultado o elemento neutro da suma:

3 o, 0,,..,x, € R/ x, v, +ax,V,+...+x,v,=0 conalgun dos «;#0.

Nun espazo vectorial V chama-se rango dun conxunto W=[V1,V2,...,Vm cV, e
representa-se por rang W ao cardinal do maior subconxunto de W linearmente
independente, ou equivalente, ao maior nimero de elementos de W que forman un
subconxunto de W linearmente independente.
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Exemplos

[ 3\ (2| [ 1
No espazo vectorial M;,(IR), sexa o conxunto W={|—1[,[1|,| 3
l 0 2] \—2
3 2 1 1
A matriz A=2-(—1|-3-{1|t| 3 |=|—-2| é unha combinacién linear das matrices do
0 2 -2 -8

conxunto W'.

3 2 1 0 3a+2B+y=0
o|—1|+B1]tY| 3 |7|0| © (—a+B+3y=0
0 2 -2/ 10 2B—-2y=0

Resolvendo o sistema obtemos «=p=y =0, asi que o conxunto W & linearmente
independente.

[3 2\ [ 1
O conxunto W'=i|4|,[1],| 3 € linearmente dependente xa que ao estabelecer a
o] \2] \—-2

combinacion linear resulta:

3| (2 1) (o 3a+2B+y=0
o 4|+B-\1|+y| 3 |=|o| © |4a+p+3y=0
o 12| 1-2] lo 2B—2y=0

Resovendo o sistema temos que x=—p=—y, polo que existen mais solucions aparte da
trivial, asi que o conxunto W' é linearmente dependente.

Neste mesmo conxunto W' ten rango 2, xa que é un conxunto linearmente dependente,
no que o subconxunto formado polos seus dous primeiros elementos é independente:

N

3
W''=il4],{1|| € W' élinearmente independente = rang W '=2.
0

N



2. Dado o conxunto B={(2,5,-2),(-3,1,0),(1,-5,3),(1,-4,4)] :

1 i.estudar a dependéncia linear e o rango de B

0.5 ii.suprimir de maneira razonada un vector do conxunto B de maneira que non varie o seu
rango;

0.5 iii.suprimir de maneira razonada un vector de maneira que o rango de B diminua nunha
unidade.

26—3B+y+5=0

—2a+3y+46=0
|12 -3 1 17 0
A matriz ampliada do sistemaé M =| 5 17 -6 —4 0|.
-2 0 3 4 0
Usando o método de Gauss obtemos:
2 =3 1 1 oEE 2 -3 1 1 o
M=5 1 -5 -4 0 ~l0 17 —-15 —-13 0 ~
-2 0 3 4 0 0 -3 4 5 0

2 -3 1 17 0
~0 17 —-16 —-13 0
0 0 23 46 0

[Ver nota 1]

20—3B+y+6=0
Esta matriz representa o sistema |17 —15y—136=0.
23y+466=0

Na terceira ecuacion podemos considerar 6 como parametro (libre) e resolver y , co que

obtemos y:—g 6=-26.

Na segunda ecuacion resulta:

178=15y—135=0 o 327%(15y+ﬂhﬂ:?%%15b%hﬂ+13®:
1 1

:F(—305+135):F(—175):—5

Finalmente substituindo na primeira ecuacion resulta:
1 1

20-3f+y+6=0 © a=-(3f-y—8)=5(3(~5)=(~25)-8)=5(~28)==0

N =

A solucién do sistema é polo tanto (—6,—5,-265,5) § € R.
Ao non ser a solucién Unica, B é un conxunto linearmente dependente.

Escollendo algun valor para 6 obtemos unha solucion particular: por exemplo, para 6=1,
resulta o=—1, f=—1 e y=-2.



Con estes valores podemos estabelecer a seguinte combinacion linear:
1] —(2,5,-2)—(—3,1,0)—-2(1,-5,3)+(1,—4,4)=(0,0,0) <
< (1,-4,4)=(2,5,-2)+(-3,1,0)+2(1,—-5,3)

Deste xeito o vector (7,—4,4) é combinacién linear dos outros trés vectores do conxunto
B. Daquela estudaremos a dependéncia linear do subconxunto
B’:1(2,5,—2),(—3,1,0),(1,—5,3)} .

[20(—334-3/:0
x(2,6,—-2)+B(-3,1,0)+5(1,-5,3)=(0,0,0) < 50¢+B—5y=0

t—2a+3y20

A matriz ampliada é agora:

2F ,~ 5F, 17F;+ 3F,

12 =3 1 0Ol\rsr, (2 =3 1 0 2 -3 1 0
M=5 17 -5 0 ~0 17 =15 0 ~0 17 —-15 0
-2 0 3 0 0 -3 4 0 0O 0 23 O
200—3B+y=0
O novo sistema equivalente é | 778—15y =0, de onde obtemos de xeito imediato
23y=0

x=pB=y=0. Ao ser a solucién unica, o subconxunto B’ é linearmente independente, polo
que rang B=rang B'=3.

2 -3 1 17 0
Nota 1: & vistadamatriz |0 17 —15 —13 0| xa se pode xustificar que rang B=3,
0 0 23 46 O

por ser unha matriz triangular na que non existen filas nulas.

. Ao suprimir o vector (1,—4,4), como temos feito en [1], o rango de B non varia.

Como resultado da igualdade [1], € posibel expresar calquer dos catro vectores como
combinacion linear dos outros trés. Por este motivo, sempre que suprimamos calquer dos
vectores do conxunto orixinal B o seu rango segue a ser 3. Asi que é imposibel suprimir
algun deles de xeito que o rango pase a ser dous.



3.

2 0 3 4
. , _|-17 -3 3 4
i.Estudar o rango da matriz M= 1 5 2 0|
0 4 2 2

ii.Se M é a matriz de coeficientes dun sistema linear homoxéneo, que se pode afirmar da
compatibilidade dese sistema?

2 0 3 45 (2 0 3 4wz 0o 3 4|7
Coy=|-1 -3 3 4/ o -6 9 12 lo -6 9 12
1 5 20 0 10 1 —4 0 0 48 48
0 4 2 2 0 4 2 2 0 0 24 30
2 0 3 4
o -6 9 12
0 0 48 48
0 0 0 12

Asitemos rang M=4.

i. Se M fose a matriz de coeficientes dun sistema linear homoxéneo, a matriz ampliada seria
2 0 3 4 012 0 3 4 0

M=—1T-3340_0-6 9 120
17 656 2 0 0] |0 0 48 48 0
O 4 2 2 0 \0 0 0 12 0

O sistema resultaria neste caso compatibel determinado, é dicer, de solucién unica, que
seria forzosamente a solucién trivial, por ser un sistema homoxéneo.



[—3x+y+ 2z=-3
4. Estudar a compatibilidade do sistema S= 5x—3z=5 e resolvé-lo, no caso de que
l 2X+y—z=2
sexa posibel.

A matriz ampliada do sistema é:

3F ,+5F Fy—F,
-3 1 2 -3lix [-3 1 2 -3 -3 1 2 -3
M={5 0 -3 5 ~0 51 0 ~0 5 1 0
2 1 -1 2 0 51 0 0 00 O

Resulta entdn que aparece unha fila trivial F ;. Das filas non triviais £, e F, obtemos:

f—3x+y+22:—3
5y+z=0
Resolvendo na segunda ecuacién resulta y:—%z [1] e substituindo na primeira ecuacion
, 1 __1_ _Z) __1 z—10z—-15 __1 -9z-15)|
fica x= 3( y—2z-3)= 3 5 2z 3)— 3T T35 7
_ 92+15_§Z+1
15 5
. . |3 z . e . .
Asi a solucién é gz+1,—§,z Z € IR, solucion multiple polo que é un sistema

compatibel indeterminado.

Nota: na ecuacién [1] podemos optar por expresar z en funciéon de y, co que Yy pasaria a
ser a variabel libre, ou parametro.

Desta forma resultaria: z=-5y e na ecuacion primeira teriamos
1 1 1 1
x=—5(-y=22-3)=—5(-y—2(=8y)-3)=—3(-y+10y —3)=—5(9y—3)=-3y+1.

Con esta escolla a solucion, que é por suposto equivalente a anterior, ten unha expresion
algo mais comoda: (—3y+1,y,-5y) v € R.



1| |5 Resolver a ecuacion matricial 2A—X:X+%B, para A:(O ! _2) e

2 -2 0
|3 -1 =2
B_O 2 4|
xS _op_3 a4 34 [0 1 =2| 3[3 -1 -2|_
2A X_X+4B@2X_2A 4B<:X_A 88_(2 _o 0) 8(0 P 4)_

8

£ T L e

12 -2 0) 8lo 2 4/7\2 -2 o0 0 6 12

8

0 6 12) 8

_1[o 8 -16|_1(9 -3 -6|_1[[0 8 16| [9 -3 -6
8\16 —16 0 16 —16 0 ) \0 6 12

1
' 1| 6. Dada unha matriz cuadrada A tal que A2:FA’ e dada a matriz B=/,—kA ,onde /, é a

matriz unitaria de orden n, calcular de xeito razonado B?, B’ e, en xeral B" .
Utilizando as propriedades das operacions matriciais resulta:
B’=(1,—kAP?=(I,—kA)-(I.— kA)=1—1 -kA—KA-l +(kA)’=I —kA—KkA+k*A*=

=1 —2kA+k*A®

1
E xa que A2:FA , substituindo resulta:

BZ:I,,—ZkA+k2A2:In—2kA+k2%A:In—2kA+kA:ln—kA:B g.e.d.



