Unidade 6: Xeometria meéetrica
do espazo (I)

Programa:

1. Produto escalar
1.1. Definicion.
1.2. Interpretacion xeométrica.
1.3. Propiedades.
Perpendicularidade.
Maodulo dun vector.
Angulo entre dous vectores.
Ecuacién normal do plano.
Distancias e angulos.
6.1. Distancia entre dous puntos.
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7. Distancias a un plano.

7.1. Distancia dun punto a un plano.

7.2. Entre dous planos.

7.3. Distancia dunha recta a un plano.
8. Angulos no espazo.

8.1. Entre dous planos.

8.2. Entre duas rectas.

8.3. Entre recta e plano.
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270< <360

)=|w/|-cos(360-a)

Produto escalar

Dados dous vectores libres do espazo, v,w O V® definimos
0 seu Produto escalar como:

O produto escalar de dous vectores é igual 6 produto dos
seus madulos polo coseno do angulo que forman (observa
gue o produto escalar de dous vectores é un namero).

O producto escalar é unha operacién na que se mesturan
lonxitudes e é&ngulos o0 que nos permitirda definir,
apoiandonos nel, esas duas caracteristicas que constitien a
base da Xeometria Métrica.

Interpretacion xeomeétrica

O valor absoluto do produto escalar € o produto do médulo
de un pola proxecciéon do outro sobre el:

V| = [proxv-V (\7)] | = [prox\-, (\Tv)] iy

Demostracion:

Debemos considerar a que cuadrante pertence o angulo o
pois, segundo sexa 0 caso, a proxeccion de v sobre w,
prox; (\7) estara sobre o vector ou nunha prolongacién do

mesmo (ver figuras):

1. 0<a <90 = prox,(w) = |w| [tos(a)
2. 90 < ' < 180 = prox, (W) = |W|cos(180 - @) = -|w| cos(a)
3. 180 < o < 270 = prox;(w) = |w|cos(a - 180) = —|w|cos(a)

4. 270 < o < 360 = proxy(w) = |w|cos(360 - a) =|w|cos(a)

Polo tanto: |V W] = [proxv-V (\7)] | = [proxv(\fv)] iy




Propiedades do produto escalar
1. Conmutativa: v, wOV® VW= W[V

S6 hai que ter en conta que cos(a) = cos(360 - a).

-}

2. Distributiva: OV, W,A0V?  VI(W+A)=VIW+VI
3. Asociativa cun escalar:

Ov,WwOV*® DaORa[(VIW) = (a V) [W=V[(a [W)

Perpendicularidade

Dous vectores non nulos son perpendiculares se e s6 se 0
seu Produto escalar é 0.

- 270° - w
Demostracion: M
“=" Se dous vectores son perpendiculares, o coseno do 90°
, , e d
angulo que forman é 0 e, polo tanto, o seu produto escalar w

tameén ,
Vectores perpendiculares

“0“Sexan V0, w# 00V tales que VIw = 0:

Base ortonormal
Dada unha base Bz{él,éz,és}dos vectores libres do

espazo, diremos que € ortonormal se cumpre as
condicions:

1. Ui=123 & @ =1 8,
2. Ui=123 [j=123 seizj=¢® =0

Intuitivamente unha base ortonormal é a que esta formada
por vectores de modulo 1 e perpendiculares entre si.

No sucesivo, suporemos que todalas bases son
ortonormais, non sendo que se indique o contrario.
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Expresion analitica do produto
escalar

Sexan o0s vectores libres v=v,[e +v,[e,+v,[e, e
w=w,[e +w,[e, +w, [e,; expresados coma combinacion
lineal dos elementos dunha base B = {él,éz,é } :
VHK/:(VlEé1+v2Eé2+v3 )E(W1 LW, (B, +w, @3)
Utilizando a propiedades 2) do produto escalar, queda:
= (v By) Chwy (B +wp (&, +wg (B3) +
(V2 (Bp) fwy By +wp By +wg [B3) +
(v (Bg) Cwy By +w [B) +wj [Bg) =

= (vy (By) wy [By) + vy By) w, [B,) +(vy (By) dws (B3) +
(v2 (82) hwy [8y) +(vo (B,) Hwy () +(va [By) ws (B5) +
(v (Bg) twy (By) + (v (B) w, [B,) +(va [Bg) iws (B5) =
Pola propiedade 3) obtemos:
En xeral, empregaremos a = (v, Ow,) (&, By) + (v, T, (&, 8,) + (v, Owy ) {6, B, +
B e ) 6 ) s ) . ) ) o )
calculalo e a definicion (Vo Twy) (&, By) + (v, Tw,) (&, [B,) + (v, Ow,) &, [&s)

para interpretalo i . S
seometricamente. Se a base ¢ ortonormal, & [ =1e & [& =0 (i#]), resulta:

(Vi Voo vs ) wy, Wy, Wy ) = vy vy +v, G, + v, Tw,

Exemplo:
Célculo do produto escalar dos vectores (-1,4,3) e (6,3,-2)
Solucién:

(-143)63-2)=-16+4B-32=0

Como o produto escalar é 0, os vectores son
perpendiculares.

c.a< v

Modulo dun vector

v, Dado un vector V:(vl,vz,vs), podemos calcular o seu

mddulo utilizando o produto escalar :

Z N [ <2 |- =

v, VI = |V| 0¥ [2os(0) =|V|” = [\ = vV ¥

Por compofientes, respecto dunha base ortonormal, resulta:
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‘(V1'V2'V3)‘ = \/(V1'V2'V3) |:(V1'V2'V3) = \/V12 +V22 +V32

Interpretacion xeométrica: O modulo dun vector
corresponde a sua lonxitude. O vector é a diagonal dun
ortoedro de dimensions v;, V» e vi. Para calcular a sla
lonxitude aplicamos Teorema de Pitagoras:

2
_ 2 2 2 _ 2 2 2 |-
I—\/(\/vl +V, ) +v, —\/vl +v," +vy” =[]

Exemplo:
Célculo do modulo do vector (-2,1,2)
Solucion:
(-222) =4/(-2)* +12 +22 =3
Exemplo:

Atopa un vector coa mesma direccion que V = (— 3,0,4) e
gue tefla médulo 1
Solucion:

Calculamos o modulo do vector: |\7| = \/(— 3)2 +0% +4% =5
: L -_1__1 3.4
O vector pedido sera: W =V =— (— 3,0,4) = (— =0, —j
v|" 5 55
Ten en conta que ese non é o Unico vector nas condicions

. _ 3 4 .
do exercicio, 0 seu oposto, =W = _E'O'g , tamén ten a

mesma direccion de V.e modulo 1.

Angulo de dous vectores
Dados V = (v;,v,,v;) e W = (w,,w,,w; ), podemos calcular
0 coseno do angulo que forman utilizando o produto escalar:

vIiw
V]

Por compofientes, respecto dunha base ortonormal, resulta:

v W = V| W] [tos(a) = cos(a) =




v, [w, +v, [w, +v, [w,

cos(a) =
\/Vl2 tV,

2 2

2 2 2
+v, G/Wl +tw, +tw,

Exemplo:
Coseno do angulo que forman os vectores (2,-6,3) e (-2,1,2)
Solucioén:

(-222) =+/(-27 +12 +22 =3

(2-63) =22 +(-6)? +32 =7
(-212){2-63)= -4

Ecuacion normal no plano

Sexa P = (p,,p,.p, )un punto do plano e fi = (ny,n,,n,) un
vector perpendicular 6 plano.

Un punto xenérico do plano, X=(x,y,z), caracterizase porque
0 vector que vai de P a X, PB( = OQX—OqP, esta contido no
plano e, polo tanto, é perpendicular 6 vector n:

X077 < PXA « PX@=0 < (6x—6pjmﬁ=o

Por compoiientes queda:

[(xy.2) = (P.P2.P5 )] {nyn,n;) = 0

A expresién anterior recibe o nome de ecuacion
normal do plano.

« O vector n é o vector caracteristico do plano.
Se desenvolvemos a expresion anterior aplicando as

propiedades do produto escalar, obtemos a ecuacion xeral
do plano:




(X +nyy +n3z) = (Nypg + Ny P, +N3p3) =0
!
Ax+By +Cz+D=0

Observa que os coeficientes de X, y e z na ecuacion xeral do
plano son as compofientes dun vector perpendicular 6
plano.

Distancia entre dous puntos

Definimos a distancia entre dous puntos do espazo P e Q
como o modulo do vector que vai dun 6 outro:

PQ| =|0Q-0P

d(P.Q) =

Por compofientes :

P = (ppP2.p3) l

0= (a0 dP.Q) = (a1, 42.as) - (P1.P2.P3)|

dP.Q) = J(ql—pl)z +(dz - pa2)® +(ag ~ps)?

Exemplo:
Distancia entre P(1,-3,-2) e Q(2,5,1)
Solucién:

PQ = (251)- (1-3-2) = (18,-3)

d(P.Q)=|PQ| =12 +82 +32 =74

Distancia dun punto a un plano

Definimos a distancia dun punto P(pl, p2,p3) a un plano
71=Ax+By +Cz+D =0 como a distancia do punto P & sla
proxeccion ortogonal sobre o plano.

A distancia é igual & proxeccion do vector QP (Q un punto
calquera do plano) sobre n (vector normal 6 plano):



* n=(A,B,C)

d(P,m)

Observa que a proxeccion de
P sobre o plano podemos
calculala como interseccion
da recta perpendicular ao
plano pasando por P co
propio plano.

sl
o e

y j_ ‘Q'gﬁﬁ‘ _ [(pllpZ'pS) ‘(Q1'Q21Q3)] EﬂA,B,C)‘

prox—(QP =Sl = =
" ‘ A ‘ VA? +B% +C? ‘

dp.m) = |A1P1+BI02 +Cpg (A +Ba, + CQ3)|
e [a2 L r2 ., 2
‘ A" +B"+C ‘

Dado que Q é un punto do plano, verifica a sua ecuacion:

Alq, +Blg, +Clq; +D=0= Alqg, +Blqg, +Clg; =-D

A expresién da distancia queda:

=|A1p1 +Bp, +Cps +D|

oo

d(P, 7)

Distancia entre dous planos

Cando se cortan ou son coincidentes, consideraremos que a
distancia é 0.

Se son paralelos, a distancia entre eles sera igual a
distancia dun punto calquera dun dos planos 6 outro.

Exemplo:

Distancia entre os planos n71=2x-6y +4z-5=0 ¢
n'=-3x+9y -6z2-6=0

Solucion:

En primeiro lugar debemos comprobar que efectivamente son
paralelos estudando se os seus vectores caracteristicos tefien a
. L, 2 _-6_4
mesma direccién: — =—— =— = son paralelos
-3 9 -6
Obtemos un punto de T’ dandolle valores a ddas das coordenadas
e despexando a terceira: (-2,0,0)

‘2[(—2)—6[0)+4[0)—5‘: 9

d(P,ﬂ):‘ J2? 4 (-6 + 42 ‘ J56




Distancia dunha recta a un plano

Se a recta corta ao plano ou se est4d contida nel,
consideraremos que a distancia € 0.

s

Se a recta é paralela 6 plano, a distancia sera igual &
distancia dun punto calquera da recta 6 plano.

Angulo entre dous planos que se
cortan

Dous planos cértanse formando un diedro.

Ao falar de angulo que forman os planos
n=Ax+By+Cz+D=0e n=A'xX+By+C'z+D'=0
referimonos ao menor dos é&ngulos diedros que forman
(cando non sexan iguais, naturalmente).

O coseno dese angulo coincide co valor absoluto do coseno
dos vectores caracteristicos dos planos:

cos(rz. 1) = AA'+BB' +CC’ ‘
: ‘\/A2+BZ+CZ-\/A'2+B'2+C'2‘

Angulo entre duas rectas que se
cortan

E o menor dos dous angulos que forman.

I

Se V=(vy,V,,v5) e V' =(vj,v},vy) vectores de direccion

das rectas r e r'. Segundo sexan os sentidos de v e V', 0
angulo que forman é igual 6 angulo das rectas (ou o
complementario).

En calquera caso, o coseno do angulo que forman as rectas
coincide co valor absoluto do coseno do angulo que forman
0s vectores de direccion:

<!l
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codr,1") = v,V +v, IV, +v, [V,
WV vV

Podemos calcular a
proxeccion da recta sobre
o plano como a
intersecciéon do plano cun
plano perpendicular que
contefia a propia recta.

Angulo dunha recta e un plano
que se cortan

E o que forma a recta coa sta proxeccion ortogonal sobre o
plano.

Se V=(vy,v,Vs) € un vector direccion da recta e
n= (A,B, C) € 0 vector caracteristico do plano, o &ngulo que

forman eses vectores € complementario do que forman a
recta e o plano.

Como o0 coseno dun angulo é igual 6 seno do
complementario:

‘ Av, +Bv, +Cv, ‘
sen(rﬂ ‘cosvn
WA2+BZ+C \/V1 +v,° v, ‘
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