Unidade 5: Xeometria Afin
do espazo

Programa:

1. Vectores.
1.1. Vectores do espazo.
1.2. Coordenadas no espazo.

2. Planos.
2.1. Ecuacion vectorial do plano
2.2. Outras ecuacions dun plano: paramétrica e xeral.

3. Rectas.
3.1. Ecuacién vectorial darecta.
3.2. Outras ecuacions darecta: paramétrica, continua e xeral.

4. Posicions relativas.
4.1. Posicion relativa de duas rectas.
4.2. Posicion relativa de dous e de tres planos.
4.3. Posicion relativa dunha recta e dun plano.
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Suma de vectores:

N v
W
_—
>
Colécase un W
a continuacion
do outro:
—>
A
N

Empregando o método do paralelogramo
colécanse coa

orixe en comun

e complétase o

paralelogramo Y 2

Producto dun vector
por un numero

Xeometria: figuras e numeros

Descartes, mediante a introducion de coordenadas, conseguiu
transformar os problemas xeométricos en problemas numéricos.

Partindo dese enfoque da Xeometria, trataremos dous tipos de
problemas no espazo:

» Xeometria Afin : Problemas de incidencia e paralelismo entre
rectas e planos.

» Xeometria Euclidea : Situacions nas que intervefien o concepto
de distancia e a medida de angulos.

Vectores libres do espazo

Vector libre: Intuitivamente, un vector libre é un segmento
orientado que podemos situar en calquera lugar do espazo.

Un vector libre queda caracterizado cofiecendo:
* Mobdulo: Lonxitude do segmento.
» Direccién: A recta que o contén e tddalas paralelas a ela.
» Sentido: Para cada direccién hai dous sentidos.

Suma de vectores: A suma de vectores libres do plano faise
colocando un dos vectores a continuacion do outro: O vector suma
€ 0 que vai desde a orixe do primeiro ata o extremo do segundo
(outro xeito equivalente de definir a suma de vectores é mediante a
regra do paralelogramo).

Produto por un nimero: O multiplicar un vector por un nimero
real obtemos outro vector coa mesma direccion, de moédulo o
produto do mddulo polo nimero, e co mesmo sentido do vector
orixinal se o nimero € positivo ou sentido contrario se nimero é
negativo.

Con esas operacions os vectores libres do espazo tefien estrutura
de espazo vectorial sobre R e chamarémoslle Ve,

Chamaremos combinacién lineal dun conxunto de vectores a
unha suma deses vectores multiplicados por nimeros. Unha
combinacioén lineal de vectores é outro vector.

Nos espazos vectoriais chamase dimension ao nimero maximo
de vectores independentes.

Se eliximos tres vectores do espazo con diferentes direccions e
que non estan os tres contidos no mesmo plano, eses vectores
son independentes pois non € posible pofier un deles como
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combinacion dos outros dous. A dimension deste espazo vectorial
é, pois, 3.

Eliximos tres vectores independentes, que chamaremos base
B ={é1,é2,é3} de V°. Podemos pofier cada vector do espazo

como combinacioén lineal dos elementos desa base:
N 3 - - R
[(vov [vl,vz,v3 ORtalquev=v,e, +v,e, +v,e,

Dos nameros vy, Vo € V3 dicimos que son as compofientes do
vector V respecto da base B.

Unha vez elixida unha base, podemos utilizar, en lugar dun
segmento orientado para cada un dos vectores libres do espazo,

as stias compofientes (vl,vz,v3).

Vectores coa mesma

direccion

Definicién: Diremos que dous vectores non nulos estan alifiados
cando tefien a mesma direccion.

Teorema:: Se dous vectores tefien a mesma direccion, enton
podemos atopar un nimero que multiplicado por un dea o outro.

A implicacion contraria tamén é certa:

V||w -~ MORtalque Vv = A0V

Demostracion: Se o0s vectores tefien 0 mesmo senso, o niimero é
v ) - v

A =— e, se tefien senso contrario, € A = ——.
] W

S6 temos que ter en conta a definicién do produto dun vector por
un namero para comprobar que V e A [W tefien o mesmo madulo,
a mesma direccion e 0 mesmo sentido. Son iguais.

Vectores e coordenadas

Chamase espazo afin 6 conxunto E dos puntos do espazo cos
vectores libres V° e as stias operacions: Espazo afin= (E, V3,+,[)].
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V2 espazo vectorial:

O diagrama seguinte demostra

gue a suma de vectores é

conmutativa (calquera que sexa a

orde da suma, o vector resultante

€ a diagonal do paralelogramo).
—>

De xeito similar, poderiamos ir
demostrando que os vectores do
espazo cumpren tédalas
propiedades que definen a



- - -
OP = v,8,+V,8,+V,8,

Exemplo:

oQ=(2 5 -1

oP=(0, -2 3)
PQ=0Q-0P =

=(2-0, 5-(-2), -1-3)=
=(2, 7, -4)

Exemplo: Atopar a ecuacion do
plano Ttque pasa polos puntos
(2,2,3), (0,1,3) e (3,2,5).

Solucién: Utilizamos como vectores
de direccién do plano os vectores
que van dun dos puntos 6s outros
dous:

V=(223)-(013)=(210)
W =(325)-(013)=(312)
Ecuacion vectorial do plano 1@
(xy,2) =(013) +a(210) + B(31.2)

Fixamos un sistema de referencia : Un punto, que sera a orixe de
coordenadas, e unha base vectores de V° que, en certo xeito,
equivalen aos eixes de coordenadas’.

As coordenadas do punto P son as compofientes do vector que
vai da orixe a ese punto: P = (vl,vz,vs).

O vector OP, que vai da orixe a P, chamarémoslle vector de
posicién do punto P.

Dese xeito, podemos interpretar a terna (vl,vz,vs) como as

coordenadas dun punto ou como as compofientes do vector de
posicion do punto, o que resulta realmente util & hora de abordar
alguns problemas.

Podemos calcular o vector que vai dun punto a outro simplemente
restando as sUas coordenadas:

00 = OP+PO = PO = 00— OP

Ecuacion dun plano no
espazo

Para descubrir a ecuacion dun plano no espazo temos que atopar
unha condicién que s6 a verifiquen os puntos do plano.

Partiremos dun punto do plano, P, e de dous vectores contidos no
plano e con distinta direccién, Vv e W, que chamaremos vectores
de direccién do plano.

Dado un punto xenérico X do plano, o vector que vai de P a X, PX,
estd contido no plano e, polo tanto, pode pofierse como

combinacioén lineal de v e w: PX =aV + Sw

OX = OP+PX = OX =OP+a [V + AW

Esa ecuacion s6 a cumpren os puntos do plano: é a ecuacion
vectorial do plano .

Por compofientes, a ecuacion anterior queda:

! para poder definir de xeito formalmente riguros@ixes de
coordenadas debemos definir antes como medir tagke@ada eixe e a
perpendicularidade. Empregando vectores evitases groblemas.
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(xy.2) = (PyP2. 05 ) +a Hvy, vy vy ) + BLw, Wy, wy)

Sendo (X,y, Z) un punto xenérico, (pl,pz,ps) un punto do plano e

(Vl,vz,vg) e (Wl,Wz,Ws) son vectores de direccion.

Outras ecuacions dun plano

Desenvolvendo a ecuacion vectorial obtemos outras ecuaciéns dun
plano no espazo:

x=p +alv, +Blw,
y=p,+aly, +B0w,  ecuaciéns paramétricas
z=p;+oly, +B0v,

Eliminando os parametros a e  obtemos a ecuacioén xeral :

Ax+By+Cz+D=0 - Ax+By+Cz=D

Ecuacion da recta no espazo

Partiremos dun punto da recta, P, e dun vector coa mesma
direccion ca recta, V, vector de direccién  da recta.
O vector que vai de P a un punto xenérico X da recta, PX, ten a

mesma direccién ca V (0 que significa que PX=AI[V) e esa
condicion s6 a cumpren os puntos da recta. E a ecuacion
vectorial dunha recta no espazo:

OX = OP+PX ~ OX = OP+ AV

Escrita en forma de compofientes, queda:

(%y,2) = (Pyp2Ps ) + ATV, V5, v5)

Onde (X, Y, Z) € un punto xenérico, (pl,pz,p3) € un punto da recta

e (Vl,vz,vs) € un vector de direccion.
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Dando valores a a e a 3 obtemos
puntos do plano. Por exemplo, para
a=le 3=-2, temos:

(0,1,3)+1-(2,1,0)-2(3,1,2) =

=(-4,0,-1)

Exemplo: Calculemos as
ecuacions parametrica e xeral do
plano ttanterior.

Solucién: Ecuaciéns paramétricas:

X=2a+3p3
y=1l+a+
z=3+2p3
Ecuacion xeral:
X=2a+3
A X-2y=-2+p
y:]_+a'+,B z—3+2[3’
z=3+2p -
2X—-4y-z=-7
P
AR
18 x
g St

Exemplo: Atopar a ecuacion da

recta que pasa polos puntos

A(1,0,-3) e B(3,-2,2).

Solucion: Un vector de direccion

da recta é o vector AB:
v=(3-22)-(10,-3)=(2-25)

Ecuacién vectorial da recta:

(%Y,2) =(2,0,-3) + A\(2-2,5)

Dando valores a A obtemos

puntos da recta. Por exemplo,
para A=1, temos:

(1,0,-3)+1:(2, -2,5) = (3, -2, 2)



Exemplo: Ecuacions
parametricas, continua e xeral
de:

(% Y,2) =(2,0,-3) + A(2-2,5)
Solucién: Ecuacions
parameétricas:

X =1+2A
y = =2\
z=-3+5A
Ecuacions continuas:
)\:X__l
2
)\—L x-1_y _z+3
-2 2 -2 5
)\:Z+3
5
Ecuacions xerais:
’y(i;)\% X+y=1}
2= 345\ bx-2z=11

Fixarse que, en realidade, son as
ecuacions de dous planos (que

Outras ecuacions da recta

Desenvolvendo a ecuacion vectorial obtemos outras expresions da
ecuacion dunha recta no espazo:

opera?do X=pP1 +A D/l
(%v.2)=(p1.p2.p3) + A vy, vy, vg) O plapErds y=pz +Alv;
z=p3 +AlVs

Expresién que recibe o nome de ecuacions paramétricas

Despexamos 0 A en cada unha das ecuacions:

_X_pl /‘:y_pz A:Z_pB
Vi Vs V3

Igualando obtemos as ecuacions continuas da recta:

X—=P; =y_p2 =Z_p3
Vi, Vs, V3

Tendo en conta que unha recta queda determinada pola
interseccion de dous planos, tamén podemos describir unha recta
mediante un sistema formado polas ecuaciéns deses planos:

n=Ax+By+Cz+D =0

T = A'X+B'y+ C'z+D' = 0} Ecuaciéns xerais da recta.

Posicion relativa de dous
planos

Dous planos no espazo s6 poden adoptar 3 posiciéns relativas:
« Cortarse nunha recta.
e Ser paralelos.
» Ser coincidentes.
Sexan Tte 1t dous planos no espazo de ecuacidns xerais:
n=Ax+By+Cz=D 7n'=Ax+By+C'z=D".
Estudar a sUa posicion relativa equivale a resolver o sistema:
Ax+By+Cz=D }
A'x+B'y+C'z=D'

E dun sistema de 2 ecuacions e 3 incognitas. Poden darse os
seguintes casos:
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. Rango(A)=rango(M)=1, sistema compatible indetermi-

nado. As soluciéns dependen de 2 parametros (ec.
paramétrica dun plano): Os planos son coincidentes.

Unha das ecuaciéns obtense multiplicando a outra por un
namero. Os coeficientes A, B, C e D son proporcionais:
- A B C D
= - —=— = — = —
A" B C D
« Rango(A) =rango(M) = 2 sistema compatible indeterminado.
As solucions dependen de 1 parametro (corresponden a
ecuacion paramétrica dunha recta). Os planos cértanse nunha
recta.

. [Rango(A) = 1] ¢[rango(M) = 2], sistema incompatible. Os

planos son paralelos. Neste caso os valores dos coeficientes
de X, y e z dos planos son proporcionais pero non asi os termos
independentes:

A B C D

L L v A

A

Feixe de planos

O conxunto de toédolos planos que se cortan nunha recta forman
un feixe de planos.

Sexan Tl e TI" dous planos distintos dese feixe, con ecuacions:
n=Ax+By+Cz =D
n=Ax+By+Cz=D".

A interseccion deses dous planos é a recta comin a todos os
Ax+By+Cz+D = o} _,

planos do feixe: AX+By+Cz+D =0

Engadindo a ese sistema a ecuacion de calquera outro plano do
feixe, a solucién non varia (segue a ser a recta r), 0 que s6 pode
ocorrer se a ecuacion dese plano € combinacion das ecuacions de
T e T polo tanto, a ecuacion dun plano calquera do feixe sera:

n=a(Ax+By+Cz+D)+BAx+By+Cz+D) =0

Para non ter que manexar dous parametros, consideramos a
posibilidade de que a sexa ou non 0 (para poder dividir B/a)

az0 :>Ax+By+Cz+D+§(A'x+B’y+C'z+D’) =0

a=0=Ax+By+C'z+D' =0

r]E
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Exemplo:
M=2X+4y-2z=6 }
m=-3x-6y+3z=-9

2 4 -2 6

EC

Exemplo:
n52x+3y—4z=1} 2 3,
=E-X+5y-z=3) |-1 5

Exemplo:

TM=2X+4y—-22=6 }
TT=-3x-6y+3z=-1
2 4 -2 6

3 6 3 1

Exemplo: Ecuacioén do feixe de
planos que contén @s planos:

m=2x-4z=1 }
TT=x+5y-z=0

Solucion:
n=a(2x-4z-1)+ B(x+5y-2)=0

ou
_ [2x-4z-1+t(x+5y~-2)=0
" |2x-y-4z-1=0

(fixarse que a dltima ecuacioén é,

simplemente, 77°)



Exemplo:
Se as rectas nos fosen dadas
con outro tipo de ecuacion:
X_¥-1_, eg=X1_

2 -3 -4

_‘
N <

=Z
6

poderiamos seguir outros
camifios mais rapidos.

De ai obtemos directamente a
seguinte informacion:

P=(010)
Q=(100)
v =(2-31)
w=(-426)

E, asi, podemos determinar o
vector QP , estudando a

continuacion se esta ou non no
mesmo plano que vV e W.

B _

Facendo — =t obtemos a ecuacién do feixe dependendo dun
a

Unico parametro t (6 darlle valores o t obtéfiense tédolos planos do
feixe agas o TI"):

={Ax+By+Cz+D+t(A'x+B'y+C'z+D') =0
" |AX+By+Cz+D' =0

Posicion relativa de duas rectas

Duas rectas no espazo poden adoptar 4 posicions relativas:
« Cortarse nun punto.
e Ser paralelas.
» Ser coincidentes.

» Cruzarse: As rectas tefien distintas direccions pero, 6
non estar no mesmo plano, non se cortan.

Sexan r; e r, dias rectas no espazo de ecuacions xerais:

_|JA,x+B,y+C,z=D,

={A1X+Bly+C12=D1 er =
X+Byy +Cyz=D} 27 |ALx+BLy+C,z =D,

n=s

Estudar a sUa posicion relativa equivale a resolver o sistema:
n=Ax+By+Cz=D,

—_ ] ] ] — 1
m=Ax+B)y+Ciz=D;
N=AX+B,y+C,z=D,

' = Ayx + By +Cpz =D,
E un sistema de 4 ecuacions e 3 incognitas que corresponden as
ecuacions de 4 planos que se cortan dous a dous nunha recta.

Poden darse os seguintes casos (0s rangos son, polo menos, 2):
. Rango(A) = rango(M) = 2, sistema indeterminado. Os planos

n e n' pertencen o feixe de planos que determinan Tl e TI'. As
rectas tefien que ser coincidentes.

Rango(A) = rango(M) = 3, sistema compatible determinado.
As rectas cértanse nun punto.
. [Rango(A) = 2] Z [rango(M) = 3], sistema incompatible. Os

planos N e N’ son paralelos a planos do feixe que determinan
N e T. As rectas son paralelas..

. [Rango(A) = 3] Z [rango(M) = 4], sistema incompatible., n e

N’ non pertencen 6 feixe que determinan Tl e TI'. As rectas
tefien direccions diferentes pero non se cortan, criizanse.
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Tamén podemos estudar a posicion relativa de dlas rectas, r € s,
mediante a matriz:

rE(plvpzvp3)+/1(Vl,V2,V3) }_} P.=d; P,—0, Ps—d;

S= (Cthz-qs) + :u(Wl'WZ'WB) \)lvl1 \\l/vz2 V\\/I33

Temos as seguintes posibilidades:
« Rango 1: Rectas coincidentes.

« Rango 2: As rectas cortanse (vectores de direccion non
aliiados) ou son paralelas (compofientes dos vectores de
direccidn proporcionais).

« Rango 3: As rectas criizanse.

Posicion relativa dunha recta
e dun plano

Unha recta e un plano no espazo poden adoptar as seguintes
posicions relativas:

« Cortarse nun punto.
» Ser paralelos.
e Arecta estar contida no plano.
Sexan r unha recta e tun plano no espazo, de ecuacions xerais:
Ax+By+Cz =D
{A’x +B'y+C'z=D'

r e n=Ex+Fy+ Gz =H.

Estudar a sGa posicion relativa equivale a resolver o seguinte
sistema de tres ecuacions e tres incognitas (o rango € polo menos
2 por ser as duas primeiras as ecuaciéns dunha recta):

Ax+By+Cz=D
A'x+B'y+C'z=D’
Ex+Fy+Gz=H
Poden darse as seguintes posibilidades

« Rango (A) = rango (M) = 2, o sistema é compatible
indeterminado. A recta esta contida no plano (o sistema ten
infinitas solucions).

. Rango(A) = rango(M) = 3, sistema compatible determinado.
A recta e o plano cortanse nun punto (solucion Unica).

. [Rango 2] [rango =3], sistema incompatible. A

recta e paralela 6 plano (non ten solucién).
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Exemplo:
Posicioén relativa das rectas:
rEE:y_lzz eSEE':X:E
2 -3 -4 2 6
Solucién:
= (010) 11 0
=(10,0 B
9_ (100) ~A=|2 -3 1
v=(2-31) -4 2 6
W =(-426)

Estudiamos o rango da matriz A:
|(-1)|# 0= Rango(A) = 1

‘( ~ ];t 0= Rango(A) = 2

2 -3 1 |=0=Rango(A)=2

Os vectores de direccibn non

tefien as compofientes
proporcionais:

2,31

-4 2 6

As rectas tefien aue cortarse.

T
<



