Unidade 12: Integral
definida

Programa:

1 Integrais definidas
1.1 Area baixo dunha gréfica.
1.2 Concepto de integral definida.
1.3 Interese da integral definida.

1.4 Propiedades da integral definida.
2 Teorema do Valor Medio do Calculo Integral.
3 Teorema Fundamental do Célculo Integral.

4 Regra de Barrow.

4.1 Calculo de areas limitadas por gréficas de func  ions.
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1.1 Area baixo dunha gréafica

O problema de calcular a area limitada pola grafica dunha
funcibn e o eixe X, entre dous valores dados, resulta moi
simple cando a funcién € unha recta: a rexién formada sera
un triangulo, un rectangulo ou un trapecio, e cofiecemos
férmulas sinxelas para esas figuras. Se a gréafica fose unha
poligonal, descompofieriamos en partes rectilineas e a area
total seria a suma das partes respectivas. Porén, en xeral, a
funcion limitard unha rexibn curva e non teremos unha
férmula para calcularlle a area.

Un xeito de intentar solucionar o problema é aproximando a
rexion por rectangulos, tal como se amosa na figura, co que
obtemos unha aproximacién desa area.

O calculo pode realizarse por exceso ou por defecto e, se
todo vai ben, obtemos resultados abondo préximos entre si.

Facemos treitos e, sendo por defecto, en cada un tomaremos
o menor valor que tefia a funcion (Area Inferior); e sendo por
exceso, tomamos os maiores valores (Area superior):

Z|xI+l X: | D[mln f(x)
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XI i+1,
Para que este xeito de calcular a area tefla sentido é
necesario que a funcion sexa positiva (de non selo, a area
dalgun dos rectangulos seria negativa).

Podemos mellorar as aproximacions tanto como queiramos
con tal de coller méis anacos (mais puntos x;) . Se facemos
que o numero de puntos tenda a infinito, as aproximacions
tenderén a area :

Al = lim Z|x,+l x| Omin _f(x)
N-oofi_q i1Xj41
AS = nI|£n Z|X|+1 x;| Omax f(x)

N+



1.2 Concepto de integral definida

Se os dous limites coinciden diremos que a area existe e que

a funcion é integrable no sentido de Riemann e
escribirémolo:

A= Tf(x)dx

As funcions continuas e as descontinuas nun ndamero finito de
puntos son integrables no sentido de Riemann, polo que
tédalas funcions elementais son integrables.

b
Se f(x) é continua, interpretamos o simbolo '[f(x)dx como:
a

b
. I representa unha suma de infinitos termos da forma

a
f(x)dx, desde a ata b.

» dx corresponde & lonxitude dun intervalo infinitesimal
(case puntual) de x (a base de cada rectangulo).

 Podemos considerar a funcion constante nese
pequenisimo intervalo dx. f(x) seria ese valor constante
da funciéon no intervalo dx.

1.3 Importancia da integral definida

O calculo de areas baixo dunha gréafica, ainda sendo algo moi
particular, serve de modelo para problemas de moi diferente

natureza.

Exemplo

A velocidade que leva un maobil vén dada pola funcién:
v(x) = 0°5-x (X tempo)

Podemos atopa-la funcion e(x) que representa o espazo

percorrido segundo o tempo partindo de v(x)?
e'(x) = v(x) = e(x) = jO'Sxdx =025x*+C

Pero non podemos cofiecer o valor de C, 0 espazo inicial.

Hai algunhas funciéns, bastante
"raras", para as que a area non
existe.

Con este método podemos saber
se existen ou non Al e AS, e se
coinciden ou non.

Esa notacion para a area limitada
pola grafica dunha funcién débese
0 fildsofo e matematico Gottfried
Wilhein Leibnitz (1646-1716).




O que si podemos é pescudar 0 espazo percorrido entre dous
intres calquera:

Desde x=1 a x=3: e(3)-e(1)=0'25-3*+C-(0'25- 1°+C)=2

En particular, o espazo percorrido desde o intre x=0 ata
calquera outro:

Desde 0 a 1: e(1)-e(0) = 0'25-1°+C - (0'25-0°+C)=0"25
Desde 0 a 4: e(4)-e(0) = 0'25-4°+C - (0'25-0°+C)=4
Desde 0 a x: e(x)-e(0) =0'25-x°+C - (0'25-0°+C)=0'25x"

Se intentamos relacionar este resultado con v(x), que deu

, , 0'5x-x
orixe a eles, encontramos que: 025x2 = > que

responde exactamente & area dun triangulo (Ver figura).

Isto é asi porque, como a velocidade non é constante, non
podemos calcular directamente o espazo percorrido nun
intervalo [a,b], pero podemos aproximalo dividindo ese
intervalo en intervalos infinitesimais nos que podemos
considerar a velocidade constante:

n
e(b) —e@) = D [x., = x| D v(c)
i=0 %, %i44]
Para obter o valor exacto s6 temos que facer que o numero
de divisions tenda a infinito, o que nos leva ao mesmo
concepto de integral definida que obtivemos para o célculo de
areas:

b
e(b) -e(@) = l!im[i Xiu — X D V(C) } [ v()dx
~%Li=0 cxixal | 3
Este feito repitese nunha enorme cantidade de situaciéns. O
que nun principio parecia a solucién a un problema particular
(calculo dunha area baixo da gréfica dunha funcién) € en
realidade unha das ferramentas mais potentes da
Matemética: o Célculo Integral.



1.4 Propiedades da integral

definida AN
Aditividade: Ao calcular a &rea baixo da gréafica dunha funcion
podemos dividir o intervalo en dous ou mais anacos, calcular a

area en cada un e logo sumar: cb |a c b Ia
f(x)dx + f(x)dx = f(x)dx
b ¢ b a (9 a
[ 109 dx = [f(x) dx + [ F(x) dx [eO(ab)
a a c h
y= -2x°+6X

Deste xeito, dividindo o intervalo, podemos calcular a area
debaixo da grafica de funcions definidas a trozos e de funciéns y= x3x
gue sexan discontinuas nalgun punto.

Llnealldade a X, X, X, b a X, X, X; b
3 . ) 3 As bases dos rectangulos son as

a) Se f(x) € unha funcion integrable nun intervalo [a,b], entén a mesmas, e as alturas, f(x), aparecen

funcion k-f(x) (k unha constante) tamén é integrable, e a sta multiplicadas polo numero K, k-f(x),

integral é igual & integral de f(x) multiplicada por k: polo tanto a area de cada rectangulo

novo vira multiplicada por k, e

b b consecuentemente, a suma de todos
[k () dx = k [ f(x) dx ) eles —integral-, tamén.
a a
- v . , y=f(x) y=9(x)
b) Se f(x) e g(x) son duas funcions integrables en [a,b], entdn
f(x)+g(x) tamén é integrable e a sua integral é a suma das | | WIBE O

integrais: , .
En calquera intervalo, 0 minimo da

b b b funcion suma é maior ou igual ca

J‘[f(x) + g(x)] dx = J‘f(x) dx + J‘ g(xX)dx < suma dos .mlnlmos € 0 maximo é

" " 4 menor ou igual que a suma dos
maximos.

Alf +Alg < Alp,g < ASq,q < AS; +ASy

Logo, tendo que coincidir Al e AS en
cada funcién, fe g, os catro termos
da anterior desigualdade teran que
ser iguais:

Alg +Aly = Al = AS,q = AS; +AS,

2. Teorema do Valor Medio do
Calculo Integral

Sexa f(x) unha funcién continua no intervalo [a,b] e, polo 7 y=f(x) '\ y=f(x)
tanto, integrable nese intervalo, enton existe un valor c L (a,b) o)
b
que cumpre: jf(x)dx =f(c) b -a) -
a b a c b




Interpretacion xeométrica: O teorema indica que hai un
rectangulo de base o intervalo [a,b] e altura f(c) de xeito que a
sUa area € igual a area baixo da gréfica da funcion.

Demostracion: A funcién f(x) € continua no intervalo [a,b], e
polo tanto ten un minimo e un maximo: sexan “m” e “M” o
minimo e o maximo respectivamente.

E obvio, tal como aparece na figura, que a area baixo da
funcion estd comprendida entre as areas dos rectangulos:

j f(x)dx

m(b-a) jf(x)dx<|v|[(b a) »ms 2 ——<M

Dado que f(x) € unha funcion continua, alcanza tédolos valores
comprendidos entre m e M (0 minimo e 0o mMaximo), en
particular:

Tf(x)dx b
O(ab) t.g.f(c) = s = [1()dx=f(c) fo-a)

3. Teorema Fundamental do
Calculo Integral

x x+h ‘ x x+h

J‘f(t)dt - f(t)dt

X x+h

J.f(t)dt

Sexa f(x) unha funcién continua nun intervalo pechado [a,b] e
polo tanto, integrable nese intervalo. A funcion F(x) definida do
por:

F(x) = If(t)dt OxO[a, b]

E derivable en (a,b) e a sta derivada é f(x), é dicir: F(x) é unha
primitiva de f(x) en (a,b).

Demostracion: Debemos probar que calquera que sexa X no
intervalo (a,b), a derivada de F(x) é f(x): Ox O (a,b),F'(x) = f(x).

E dicir: DF(x) = mm =f(x) Ox0O(ab)

Facemos a demdstracion para cada unha das derivadas
laterais:

6
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DF*(x) = lim
h-o*
A funcion f(x) cumpre as hipoteses do Teorema do Valor Medio

do Calculo Integral no intervalo [x,x+h], polo tanto:

e 0 (xx+h) t.g. ] “"f()dt = f(c) th

x+h
f

DF(x) = t!l'rrg) X

(Mdt  fe)th
r =i G = ) =10
De xeito semellante demdstrase que a derivada pola esquerda
de F(x) tameén é f(x):

Fx+h)-F(X) _ | I Tty - j (ot _
h

DF (x) = lim lim -
*f(t)d
lim # = lim @ = lim (f(e)) = f(x)

Teorema do
Valor Medio
en [x+hx]

(Ten en conta que o tender h a 0 pola esquerda, h é negativo,
de ai que x+h sexa menor que x)

4. Regla de Barrow

Sexa f(X) unha funcion continua no intervalo [a,b], e sexa F(x)
unha primitiva de f(x), enton:

b

[ f069dx = F(b) - F(a)

a

Demostracion: E consecuencia do Teorema Fundamental do
Calculo Integral e de que as primitivas dunha funciéon s6 se
diferencian nunha constante.

O Teorema Fundamental do Calculo Integral dinos que a

funcion A(x) :](f(t)dt € unha primitiva da funcion f(x) e, dado

a




y=-X"+2Xx

gue as primitivas son Unicas salvo a suma dunha constante,
F(x) é igual a A(X)+C.

Temos:

F(b)-F(a)=[A(b)+C]-[A(a)+ C]= A(b) - A(a)

b a b b

[f(tydt - [f(t)dt = [f(t)dt - 0 = [ f(t)dt
Exemplo:

] . e g _ 2
Calcula a area debaixo da gréfica da funcién f(x)=-x" +2x
entre 1l e 2.

Resposta:

Calculamos unha primitiva da funcién f(x) para logo aplicar a
Regra de Barrow:

j(—x2+2x)dx:—x—33+x2

2 3 2 3 3
j(—x2+2x)dx: X x| = —2—+22 - —1—+12 =2
1 3 L 3 3 3



