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1. Primitiva dunha funcién

Concepto de primitiva

No tema anterior estudamos que a derivada dunha funcién
mide a variacién instantdnea desa funcion.

En moitas ocasions é mais doado cofiecer a variacion dunha
funcién que a propia funcién, e deberemos obter a funcion a
partir desa variacion:

Diremos que a funcibn F(x) & unha primitiva de f(x) e
escribirémolo F(x) = If(x) dx se a derivada de F(x) é f(x):

F(x) = [f()dx = F(x) = f(x)

Exemplo:

O movemento de caida libre é o que experimenta un mabil
gue se deixa caer sometido exclusivamente & aceleracion
producida pola gravidade (9'8 m/seg?).

Queremos cofiecer a ecuacion dese movemento (a funcion
gue representa o espazo percorrido segundo o tempo).

Resolucion:
A aceleracion é a variacion da velocidade respecto 6 tempo.

E dicir, a derivada da velocidade: a(t)=9'8 ”/32

Temos que atopar unha funcion v(t) que 6 derivala dea 9'8.
Esa funcién é: v(t) = _[9'8dt =9'8t+C

Para calcular a constante C —namero concreto-, partimos de
gue no movemento de caida libre a velocidade inicial € 0.
v(0)=98[0+C=0=C=0

Para descubrir a ecuaciéon do movemento temos en conta

que a velocidade é a variacion do espazo percorrido en
2
o t
relacion 6 tempo.  e(t) = I9'8tdt =9'87+ C

Dado que o espazo inicial € 0: e¢(0)=49[0+C =>C=0

L - . 1
A ecuacion do movemento de caida libre é: e(t) =59'8t2
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Propiedades do calculo de primitivas

Das propiedades da derivacion deducense directamente as
seguintes propiedades para o calculo de primitivas:

1.- A primitiva dunha suma € a suma das primitivas:

JIf 09 +g(¥ldx= f (x)dx+ [ g(x)dlx

Demostracion:

Sexan F(x) e G(x) primitivas de f(x) e g(x) respectivamente,
debemos probar que a derivada de F(x)+G(x) (suma das
primitivas) € f(x)+g(x).

F(x) = [f()dx = F(x) =f(x)
G(X) = [g(x)dx = G'(x) = g(x)

Polo tanto: [F(x) + G(x)]' =F'(x) + G'(x) = f(x) + g(x)

2.- A primitiva dunha funcién multiplicada por unha
constante € igual & constante pola primitiva da funcion:

[atie)dx =arff(x)dx

Demostracion:

Sexa F(x) unha primitiva de f(x). Temos que probar que a
derivada de a F(x) é a f(x):

F(x) = [f()dx = F(x) = f(x)

Polo tanto: [a EIF(x)]’ = alF'(x) = af(x)

3.- A primitiva dunha funcién é Gnica salvo a suma dunha
constante: F(x) e G(X) primitivas de f(x)=F(x)=G(x)+C

Demostracion:

Sexan F(x) e G(x) duas primitivas da funcién f(x), queremos
demostrar que F(xX)=G(x)+C (C un namero):

[F)-GX)|'=F(x)-G'(x) = f(x) = f(x) = 0
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A derivada da funcién F(x) - G(x) € 0 en tdédolos puntos. Polo

tanto, a funcibn non ten variacion

variacion); é dicir, que ten que ser constante:

F(x)-G(x) = C

(a derivada mide a

De ai que designemos por jf(x)dx +C 6 conxunto de todas

as primitivas dunha funcion f(x).

Primitivas elementais

Chamanse primitivas elementais as que se deducen
directamente dunha tdboa de derivadas:

Funcion Primitiva Funcion Primitiva
r+l urtt
X (r#-1) u ' (rz-1)
r+1 r+1
1 u'
— Ln(x — Ln(u
; ®) - (u)
sen(x) —c0os(X) u' [sen(u) —cos(u)
cos(x) sen(x) u’ [cos(u) sen(u)
1 u'
tan(x tan(u
cos?(x) ) cos?(u) ()
1 u'
cotan(x cotan(u
sen?(x) e sen?(u) ()
1 ]
5 arc tan(x) u 5 arc tan(u)
1+x 1+u
1 u’
> arc sen(x) arc sen(u)
1-x 1-u?
e e u'le" e!
Exemplos:

a) [2x Etos(xz)dx = sen(xz) +C

X5
b) | x*dx == +C
) | -

eX

e _
It b

> dx =arc tan(ex) +C
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d)j)(zzx++44 dx = Ln(x +4x)+C
0 [ X+2 J(x+2) 1I 2x+4
X +4x X° + 4x X +4x

Nestoutro exemplo introducimos cambios
que non alteren o valor: dividir e
multiplicar por 2, ata conseguir a
adaptacién convenien

= %Ln(x2 +4x) +C

2. Integracion por partes

Baséase na formula da derivada dun produto:

[f () 0] =100 TB(x) +£(x) @'(x)

Integrando a expresion anterior, resulta:

[0 mEeoldx = [+ Ty(x)dx + [£(x) @' (x)dlx

Como derivar e integrar son
operacions contrarias, a integral
dunha derivada dara a propia
funcion:

£ 09 (9] dx= £ (-g(x)

[100 @eadx =0 @) = [1(x) @'(x)dx

En ocasions a expresion anterior escribese do seguinte
xeito: ju’ Wdx =u ¥ —Iu V'dx

A integracion por partes utilizarémola se, cando queremos
calcular a primitiva dun produto, unha parte simplificase ao

derivala e a outra non se complica demasiado ao integrala.
En ocasions compre aplicar o método varias veces.

Exemplo:

Calcular IX [e*dx

Facemos:
v=x=vVv' =1
u=e*=u =jexdx =e*
Queda:
[xegdx=xle" - [1lle"dx=xe —€e"+C

Tratase de que IU [VdX,o
que imos integrar, sexa mais facil
ca IU' [vdX , que era o que
deberiamos integrar.

Efectivamente:
[1le*dx = [e"dx , & mais faci
ca J.X [&*dX , que era o que

deberiamos integrar.




Tratase, tamén, de adaptar o que
imos integrar.

Pasamonos a un formato que nos
resulte mais facil. Exemplo:

Queremos calcula e”"dx

Facemos o cambio:2x + 1 =t,

logo 2-dx = dt de onde 4, _ dt
2

Agora calculamos:

J‘ezxﬁdX:J'elg:}J‘eldt:}el =}ezx+l+C
2 2 27 2
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3. Integracion por cambio de
variable

Baséase na aplicacion da regra da cadea para a derivacion

dunha funcién composta: [f (u)]' =f'(u)’ (onde u

representa unha funcion de x).

Pbdese demostrar que:

* Se x=u(t) € unha funcion derivable e con funcién inversa
t =u"Y(x).

» Se F(t) é unha primitiva de f(u(t))m'(t)

Entén F(u _l(x)) é unha primitiva de f(x).

j f(x)dx = j f(u(t)) ' (t)dt

As derivadas elementais de funcions compostas son o
exemplo mais simple da aplicacion deste método, pero
tamén é util noutros casos facendo cambios axeitados -que
non sempre son faciles de descubrir-.

O método aplicase cando a segunda integral é mais doada
ca primeira o que en boa medida depende do axeitado do
cambio de variable que se faga.

Exemplo:

Calcular .[\/4X +1dx

Facemos:
4x +1=t
dt

4dx =dt =>dx=—
4

Queda:

3 3
dt 1&* 2 Py
NAX+1dx = |t —==[Ft2=—(@4x+1)2+C
J j\/_4 i R T A

6 Matematicas Il: Célculo de primitivas
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4. Primitivas de funcions racionais

Unha funciéon chamase racional cando a sua formula é un
cociente de polinomios.

Este tipo de funciéns non estan definidas nos puntos onde o
denominador vale 0 (as slUas graficas poden ter asintotas
verticais neses puntos).

Algunhas funciéns racionais tefien primitivas inmediatas, ou
que se poden converter en inmediatas mediante
transformaciéns simples ou cun cambio de variable sinxelo:

Caso I: Tendo en conta que fﬁdszn[f(x)], para

f()

calcular unha primitiva dunha racional empezamos por

)
fo) -

comprobar se é do tipo -,

Caso II: Partindo de que o denominador dun cociente pode
pofierse como unha potencia de expofiente negativo e de

que ff'(x) El]f(x)]rdxerll[f(x)]r+l (r #-1), podemos calcular

as primitivas dalgunhas funcions racionais.

Caso Ill: Ao derivar “arco tanxente” da unha funcién

racional: [arctg(X)]' = Usamos ese resultado para

1+x2°

calcular a primitiva das racionais do tipo ——————
ax“+bx+c

(O denominador, 0 mesmo que 1+x% é un polinomio de grao
2 sen raices reais, € 0 nhumerador € un nimero).

Caso xeral: O Teorema Fundamental da Alxebra garante
gue podemos descompofier calquera fraccion alxébrica en
sumas de fraccibns como as dos casos anteriores, polo que
poderemos reducir a primitiva de calquera funcion racional a

unha suma de primitivas dos tipos anteriores.

/
X y k/’b
y= '\\00
x*-1 S
X
N
&
X
L g
£
£ g
£ £
//-\ @ ®

Exemplo: Caso |
J‘-x+2d _I -2(-x+2)

X =
X2 - 4x -2(x2 - 4x)

1 2x-4 Ln(x2 -4x) c

— X=- +

27 x2- 4x 2

Foi suficiente con multiplicar e dividir
polo nimero axeitado.

Exemplo: Caso Il

_(x-™
J(x 1y dx—j(x 1)%dx= - +C

Exemplo: Caso lll
-2 -2

I9+x2 dx:j9[1+)s(;]

- ___-[1+t
[3j

B - b
5 [arctg(t)] = - {arctg[ g ﬂ +C

dx =




Exemplo :
-4x2+1
-2x2 - 4x
Dividindo queda:

6x°+1 6x+1
'[3x —3xdx _[de _[73)( —3xdx

dx

A segunda integral é a problemética:
6x+1 1,6x+1
P
3x° —3x

Raices reais simples:
6x+1
X2 - x
intentando construir un sistema de
ecuacions:

Continuamos con

Raices do denominador: 0 e 1.
6x+1 A +&_XA1+(x—l)A2
2-x x-1 x  (x-2x

Igualando os numeradores:
6x+1= XA+ (x-1) A=

(A+A)X=T7 [A=T
-A=1 - -A=1

dx:j(7+ _1jdx:
X=-1 X

7 -1
— dx+ [—dx=
jx—lx jx X

6x+1
X =X

I

=7Ln(x-1)-Ln(x)+C

Raices reais multiples:
J. . 2x—-1 b
X°=2x+1
Raiz x=1 con multiplicidade 2:
x-1 _ AL A
x? -2x+1 X-1 (x-1)?
Queda:

.[Xz_ldx +J.(X _11)2

=2Ln(x -1) +

A1=2
A, =1
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Antes de facer a descomposicion, temos que transformar a
fraccion:

I° paso: Facemos que o grao do numerador sexa
menor c6 do denominador.

[I° paso: Debemos conseguir que o coeficiente do
termo de maior grao do denominador sexa 1.

lll° paso: O tipo de descomposicién depende de
como sexan as raices do denominador, polo que

debemos establecer unha casuistica.

Tipo I: As raices do denominador son reais simples (o
denominador ten tantas raices diferentes como o seu grao).

A descomposicion é do tipo:
PO _ AL A

ax)  x-r X-r

Onde r;, ..., I, son as raices do denominador e Ay, ..., A,

nameros que debemos determinar.

Fixate que o numero de raices do denominador ten que ser
igual ao seu grao.

Tipo II: As raices do denominador son reais multiples.

A descomposicion é do tipo:

X A A A B B
POY _ A, A g e b
— 1 —
a0 x—n (x-r) (x-r)™ x=n " (x-r,)
Onde ryq, 1y, son as raices e ni, Ny, a orde de

multiplicidade de cada unha (ny+n,+...
denominador).

=n, o grao do

Tipo lll: O denominador ten raices complexas simples ou, o

gue € o mesmo, na descomposicibn en factores do

denominador hai polinomios de segundo grao irredutibles
X A x+B

p(x) _ ! 1,

(sen raices reais): —— =......
a(x)

X2 +bx+cC

Onde x*+bx+c é un polinomio que non pode descompofierse
en factores (non ten raices reais

8 Matematicas Il: Célculo de primitivas
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Este caso excede os contidos deste curso. Limitarémonos
aos casos mais sinxelos, cando o denominador é da forma

x? +a (a un namero positivo).

Estas primitivas reddcense a un arco tanxente con sinxelo
cambio de variable:

1
[———ax

x% +a

, X
Facemos o cambio t = T e obtemos:
a

fr—tam=[—t Jam="2[ L
(a[’ﬂ)2+a all“+a tc+1
—%arc tan(t) +C —ﬁarc tan( X j

=

Raices complexas simples
3x% +x+2 d

x3 +x
Descompofiemos o denominador

X

en factores: x° +x= x(x2 +])

3x2+x+2_é+Bx+C Aii
x® + X x xX*+1 B=1
3x? +x+2
dx +
[ s e [
=2L + dx+ | ——dx =
"9 Jx2+1x Ix2+lx

2Ln(x) + % Ln(x2 +1) +arc tg(x) +C



