Exercicios autoavaliacion

L 15 2 ]
1 Dada a funcién f(x) = EX - 3x° +5x, pidese:

a) Ecuacion da recta tanxente en x=2
b) Maximos e minimos relativos.
¢) Puntos de inflexién.

2 Faia gréfica de f(x) :Ln(x2 +1) estudando intervalos de crecemento e decrecemento,

extremos, intervalos de concavidade e convexidade, puntos de inflexion e asintotas.

X+2
3 Representa graficamente a funcion f(x) =2—2 estudando o dominio, intervalos de
X" =X=

crecemento e decrecemento, extremos e asintotas.

4 Dada a funcién f(x) = , estuda cal € o seu dominio, intervalos de crecemento e

decrecemento, extremos, asintotas e fai a gréafica.

2
X
5 Atopa o punto da parébola y = 4 que esta mais cerca do punto (1,2)

6 E certo que tdédalas funcions polinémicas de grao 3 tefien un punto de inflexion?

{ calcula os seguintes limites:

2x-4 _
a) lim (3“4) b) lim (LG(x)j ¢) lim (1= x) [tg{fj d) lim (L— L j
X0 X 2

x-2\3X—6 X - TT xo1\X—1 Ln(x)

8 Calcula a ecuacion das rectas tanxentes a circunferencia de ecuacion x2 +y2 =25 nos

puntos de abscisa x=5
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Exercicios autoavaliacion

L 15 2 ]
1 Dpada a funcién f(x) = EX - 3x° +5x, pidese:

a) Ecuacion da recta tanxente en x=2
b) Maximos e minimos relativos.
¢) Puntos de inflexién.

Solucion:
a) E ecuacion da tanxente é: y - f(2) = Df(2)(x - 2)

f(2)=12° 32 +5m2=2
3 3

f'(x)=x*> -6x+5 - Df(2)=2>-6[2+5=-3

Tanxente Ey—%z—B(x—Z) :>y:—3x+%

b) Sabemos que nos extremos relativos a derivada é O:
f'(x) = x? —6X+5

X2 —6X+5=0=x=

6+36-20 614 _{xl =1
2 2 " |x,=5

Eses son posibles extremos. Para comprobar se efectivamente o son, estudamos a curvatura

neses puntos:

D2f(1) = -4 <0 En Xx=1 hai un maximo relativo.

F(x)=2x-6 - {sz(5) =4<0 En x=5hai un minimo relativo.

¢) Sabemos que nos puntos de inflexion a derivada segunda é O:
6
f"(X) =2x-6 - 2x—6:O:>x:E:3
Para comprobar se x=3 € un punto de inflexion estudamos se nese punto cambia a curvatura:
D%f(2) = -2 <0 = en x = 2 = En x=2 a grafica de f(x) &€ concava
D%f(4) =2 <0 = en x =4 = En x=4 a gréfica de f(x) é convexa.
Hai un cambio de curvatura, a funcién pasa de céncava a convexa, polo tanto en x=3 hai un

punto de inflexion (en realidade xa o sabiamos, pois unha funcion continua e derivable sempre
ten un punto de inflexién entre dous extremos relativos).

2 Faia gréfica de f(x) :Ln(x2 +1) estudando intervalos de crecemento e decrecemento,
extremos, intervalos de concavidade e convexidade, puntos de inflexion e asintotas.

Solucién: Os logaritmos s6 estan definidos para os nUmeros maiores ca 0:
x*+121 OxOR=x*+1>0 OxOR (o dominio é todo R)

Intervalos de crecemento e decrecemento: A funcién é continua e derivable en todo R.
Buscamos os puntos onde a derivada vale O:
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, 2X 2X
f'(x) =— - ———=0=x=0
Xx“+1 x°+1
E a continuacién estudamos o signo:
Como o denominador x*+1>0 € sempre +, todo depende do signo do numerador:

2x€-cand(x<0= f'(x) <0= f(x)decrece candox <0
2x é+candox>0= f'(x) >0= f(X) crece candox >0

Extremos: Sen necesidade de facer mais calculos, xa sabemos que en x=0 hai un minimo
relativo (a funcion decrece antes de 0, en 0 a tanxente € horizontal e despois de O crece).

Intervalos de concavidade e convexidade: Ao ser continua e derivable en todo R, os
intervalos de curvatura vefien determinados polos puntos onde a derivada segunda é 0.
-2x?2+2  -2x*+2 -2
f'(x) = = - ~=0=>-2x*+2=0=x=,/— =1
(x2 + 1) (x2 +1) -2

Facemos un esquema para f"(X) : pardbola invertida (ec. 2° grao con coeficiente -)

Kl r."‘
x0(=0,-1)= f"(x) <0 ::"':XD(‘ll): f"(x) >0"x___ X0 (L+00) = f(x) <0

f(x) é concava i f(x) € convexa : f(x) é concava

Puntos de inflexibn:  Vemos que en x=-1 e en x=1 hai un cambio de curvatura, polo tanto son
puntos de inflexion.

Asintotas: Dado que o dominio é todo R, non hai asintotas verticais.
Estudamos se ten asintotas oblicuas (rectas da forma y=mx+b):
2Xx

Ln(x® +1) = Lopial 2 Z1H
m = fim 1) = Iimgﬂﬁﬂﬁt]_» im X *1 = jim 20t im 2 =0
X—xeo X X %o X X - %00 X0 w& 4 X 2w DY
b= lim [0 ~mx] = lim [Ln{x" +1)] = Lnf m (x +1)] = o

A funcion non ten asintotas de ningun tipo.

Gréfica: Para face-la gréfica sé necesitamos facer unha taboa de valores e ter en conta o
resto dos datos que obtivemos.
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cdéncava convexa concava

3 Representa graficamente a funcion f(x) = 5
X" = X-—

crecemento e decrecemento, extremos e asintotas.

Dominio: As fracciéns non estan definidas cando o denominador é O.

» 1+1+8 _{xl =2
— =

X°=-x-2=0=x= _

Intervalos de crecemento e decrecemento:

Puntos onde a derivada vale O e os puntos que non son do dominio.
-x? - 4x -x? - 4x

(x2 —x—2)2

reo= (x2 —x—2)

Facemos un esquema para f'(x) :

estudando o dominio,
Polo tanto o dominio é R —{—:L 2}.

X
- 2=O:>—x2—4x=0:>—x(x+4)=0:>{x

intervalos de

=0
= -4

como o denominador é un cadrado, é +.

O numerador € unha parabola invertida (ec. 2° grao con coeficiente -)

O(- —4) = f'(x) <0 = f(x) decrece
0(-4,-1) = f'(x) >0 = f(x) crece
0(-10) = f'(x) >0 = f(x) crece
0(0,2) = f(x) >0 = f(x) decrece
0(2+0) = f'(x) <0 = f(x) decrece

Extremos: Do estudio do crecemento dedldcese que x=-4 é un minimo relativo e x=0 un
méaximo relativo.
Asintotas:
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Verticais (rectas da forma x=a, ten que ser lim f(x) = oo):

X-a
_ X+2 1 ]
lim ————=—=+w
x--I'X"—x=2 0 A recta x=-1 é unha asintota vertical.
) X+2 1
lim S T =%
x--1"X"=x-2 0
_ X+2 1 )
lim ————=—= _OOL
x-2" X" =X=2 A recta x=4 é unha asintota vertical.
X+2 1
im ——= +00

Horizontais: rectas da forma y=Db, ten que ocorrer que lim f(x)=b

X — Foo
X+ 2 2 L'Hopital 1 1 1
lim ————03000 - Iim2 1:_:O_L
oTeXTmX=2 XommeX * A recta y=0 é unha asintota
X+ 2 — L'Hopital 1 1 |
lim ———— 08000 - lim :—:o+J
Xt X° =X =2 Xxo+0 2X—=1 400

Grafica: Para facer a grafica s6 necesitamos facer unha taboa de valores e ter en conta o
resto dos datos que obtivemos.

minimo maximo y
\//\\ f(x)
I I I !
4 40 2
decrece crece crece decrece —decrece
] K -4
— 1 0 2 X
| \V
<« KT 2
x=-1 / X x=2

4 Dada a funcion f(x) = , estuda cal é o seu dominio, intervalos de crecemento e

decrecemento, extremos, asintotas e fai a gréfica.

Dominio: As fracciéns non estan definidas cando o denominador é 0, o dominio é R -{2}.

Intervalos de crecemento e decrecemento:

Puntos onde a derivada vale 0 e os puntos que non son do dominio.
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2 S xm2)—et_ef(x-3) ef(x-3) X(y _ 2 = {exio Ox OR
re= (x-2)? - (x-2)? - (x-2)? =0=elx-3)=0= Xx-3=0=>x=3

Facemos un esquema para f'(x) : como e* é sempre +, 0 signo depende de (x-3)
O numerador € unha parabola invertida (ec. 2° grao con coeficiente -)

X 0 (-0,2) = f'(x) <0 = f(x) decrece
x0(2,3) = f'(x) <0 = f(x) decrece
x 0 (3,+%) = f(x) > 0 = f(X) crece

Extremos: Do estudio do crecemento dedlcese que en x=3 hai un minimo relativo.
Asintotas:
Verticais: rectas da forma x=a, ten que ser lim f(x) = +o
X-a
X e? ]
lim 5 =—= —OOL
27 X— . . .
X2 « 02 A recta x=2 é unha asintota vertical.
e’ e |
lim =—

X2t X—2 - 0" :+0°J

Horizontais: rectas da forma y=Db, ten que ocorrer que Ilim f(x)=b

X — +oo
et 0 | _
X“”_‘m -2 o 0 A recta y=0 € unha asintota horizontal pero s6
e* +oo para os valores negativos da x.
lim — =+
X o +0 X — 2 +00

Grafica: Para facer a grafica s6 necesitamos facer unha taboa de valores e ter en conta o
resto dos datos que obtivemos.

decrece decrece crece y f(X)
‘ ‘ ‘ minimo
I 0 \2 T 3
\ — 2 3 X
t— 2
X x=2
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X
5 Atopa o punto da parabola y = 4 que esta mais cerca do punto (1,2)

Solucion:
Tratase dun tipico problema de extremos condicionados. A distancia dun punto (x,y) ao punto

(1,2) vén dada pola funcién: d[(x,y),(lz)] = \/(x—])2 +(y—2)2, se é un punto da parabola a

distancia sera: d[(xy),(12)] =,|(x-12)? +(§—2}

Calculamos o minimo derivando e igualando a O:

NG 2X
2Azx-9)+2 —-2|—
4 4 NG 2X x3
D = oD'=0e 2x-0+2—-2]""=0- —-2=0=>x=%8=2
(2 Y 4 4 4

2./(x-1)? +L7—2J

O punto buscado € o (2,1).

6 E certo que tdédalas funcions polinémicas de grao 3 tefien un punto de inflexion?

Resposta:

Efectivamente, un punto de inflexion € un punto onde cambia a curvatura ou, se a funcién ten
derivada segunda nun entorno dese punto, onde a derivada segunda cambia de signo.
As funciéns de grao tres tefien derivada segunda en tédolos puntos:
f(x) = ax® +bx? +cx+d - f'(x) = 3ax? +2bx+c - f'(X) = 6ax+2b
-2b
f'(X)=0 « 6ax+2b=0=x=——
6a

x = —— existe sempre (a# 0 noutro caso a funcién non seria de grao 3) e a derivada segunda
cambia de signo o pasar polo punto (a grafica de f"(x) = 6ax+2b é unha recta con pendente

-2b
distinta de 0 e cambia de signo ao corta-lo eixe X): x = 6_ € un punto de inflexion.
a

(pode ser unha recta ascendente —vermella- ou descendente —verde-)
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{ calcula os seguintes limites:

_(3x+4)2x4 . (x—sen(x)j . Q{Xj ( X 1 j
2 J'ﬁnz(sx—aj NS °) J'inn(n_x)[t 2) @ fim x-1 Ln(x)

Solucioén:

2x-4 2x—4
a) lim [ X =6 =0° _ Ln|lim[3X=® =lim|(2x - 4) n 3-8
x-2\3x+4 x-2\3x+4 X2 3x+4
1 30
E
3x-6 3x-6 (3)(4,4)2 30
Ln =t =
i 3x+4 fim \3X+ 4 i 2(x-2)(3x+4) _
X2 1 r_ X=2 -2 _X—~2 -2 -
L'H 72 72
2x -4 (2x - 4) 4(x -2)
_ 30 A(x-2)° . -30(x-2) (3x-6)"" |
lim =lim = im =e =1
x-2 =2 [R(x-2)(3x+4) x-2 3x+4 x-2\3x + 4

_ (x - sen(x)J _ (1— cos(x)] _ (sen(x)j _ (cos(x)j 1
b) lim|{————|=Im|————|= lm|———/= Im =—
X-0 X x50 3x x50 6X Tox.0 6 6

L'H L'H L'H

7) [€Oo
c) lim (x-m) Etg = lim = lim =-2
X Tl XTI S(XJ T XoT ( J
cos — LH —fsen

d) lim [L— 1 J— lim (XLI’](X) Xx+1
x-1\Xx=1 Ln(x)) x-1 l)Ln(x) 1 m

8 calcula a ecuacion das rectas tanxentes a circunferencia de ecuacion x2 +y2 =25 nos
puntos de abscisa x=5
Solucion:

Empezamos por calcular a segunda coordenada dos puntos:
X=4=4%2+y? =25 5y =+/25-16 = +3
Hai, polo tanto, dous puntos da circunferencia con abscisa 4: (4,3) e (4,-3).
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Para calcular a ecuacion de cada unha das tanxentes, necesitamos unha funcion que a sta
grafica coincida coa circunferencia nun entorno do punto de tanxencia.
Esas funcidons obtéfiense simplemente despexando a y na ecuacion da circunferencia:

x2 +y2 =25 despeyanday IV = V25-x2 para o punto (4,3)
y=—-V25-x2 parao punto (4,-3)
Recta tanxente en (4,3):

y' = 2\/% :m———Dﬁaﬁeﬂtﬁ)ﬁfH(ﬁBf%%@_»tanx y— 3——g(x—4)

Recta tanxente en (4,-3):

, 2X tesy—f f
y' = Zm:m——ﬂﬁrﬁeﬂﬁﬁgﬁagﬁ%ﬁatanx y+3—§(X 4)



