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Tema 2: Limites de funciones
Matematicas 2° de bachillerato

2.1 Limites de funciones

Def.: Dada una funcién f(x), diremos que su limite cuando x tiende hacia a es el nimero
L, y lo escribiremos, lim f(x) = L si existen los limites laterales cuando x tiende hacia a
X —a

y ambos son iguales: lim f(x) = lim, f(x) = L.
X —a X —a

A
}, - -
Condicion para que exista el limite:
f(x), es decir, la xl_i’ﬂai_ f(x) = xlifal‘, f(x) = L
curva tiende a L.

- Diremos entonces que:

lim f(x) = L

X—=a

~_ El valor de la funcién no
tiene por qué existir para
gue exista el limite.

f(x) tiende
al valor L.

T L 1 L
/ ¥ tiende hacia a = < x tiende hacia a

En caso contrario, diremos que no existe el limite en x = a.

A\

5]

4t lim f(x) x — 2 -

\ y = f(x)

L lim ) x — 2 +
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A continuacién repasamos una serie de conceptos que hemos trabajado en afios anteriores:

(e)

8| ol8 | =fo| gl =

[e)

co sil<a

®=4J IND1® sia=1

0 si0d<x<1

A la hora de resolver los limites, deberiamos tener claro si se trata 0 no de una
indeterminacién, ya que solo estas Gltimas las tendremos que operar. Trabajaremos con

las siguientes indeterminaciones:

Ejemplos:

1. lim (VxZ+5x —x) =

X — 00

818

o0 -
0-

Selol8]8
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. 5x
3. lim 2x- 5——=
X > 00 X4—=3x+1
. X%+ 4
4. lim - - =
X>2X“—4xX+ 4
1
5 lim (X2+X+1)E _
"xo1\ 2x+1 -
Ejercicios
x34+x%2-5x+3
1. im———=
Xx—>1 X3-2x%2+x
2. lim (x3-x%) =
X — — 00
3. lim (VxZ +x—+x) =
X —> 00
5x
. 1
4. lim (5+ —) =
X — 00 5x
3x3+45 4x3-x
5. lim (22— )=
X — 00 X+ 2 X—2
5x
. 3
6. lim (1 + —) =
X — — 00 2X
lim x3-2x%42x+5 _
' X-1 X2 — 6xX—7 -
1
X%2— 4x—10\x -6
8. tim (FoBoI0)
X—6 X—4
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. x2-5x+2 x3+2x+1
9. lim |—; - — =
x>0 X< + 2X X°+ X

2.2 Infinitésimos equivalentes

Def.: Una funcién f(x) se dice que es un infinitésimo cuando x — a si se cumple:

lim f(x)=0.

X—a

Ejemplo: f(x) = sen x es un infinitésimo cuando x — 0.
Ejemplo: f(x) = tg x es un infinitésimo cuando x — 0.
Ejemplo: f(x) = 9 — x? es un infinitésimo cuando x — 3.
Ejemplo: f(x) =1 — sen x NO es un infinitésimo cuando x — 0.

Def.: Dos infinitésimos f(x) y g(x) se dicen equivalentes cuando x — a, si el limite de
los cocientes entre ambas es la unidad:

0 _ 4

20 iError! Marcador no definido.= f(x) ~ g(x)

Tabla reducida de infinitésimos:

Infinitésimos Equivalentes
X—0
sen X X
tg X X
arcsen X X
2
1 —cosx x
2
X
Vi+x—-1 0
X—1
In x x—1
Ejemplos:
1 llm sen x

x> 0X3—x2+5x

. senx (1—cosx
2. lim SRxU=cos)
x—0 In3(x+1)
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. 1-cosx
3. lim ——=
x — 0 In(cosx)
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2.3 Limites por L"Hopital

Este método sirve para resolver indeterminaciones del tipo

0 o _. . —
5 e — . Si f(x) y g(x) son derivables en un entorno de a, ( Oje: Derivaremos por separado el
o0

numerader v el dencminador, no se aplica
f(x) '(x) la regla del cociente.
tenemos que lim —= = lim

x—a g(x) x—>a( (X)

Antes de aplicar L"Hopital sustituiremos, si es posible, algin infinitésimo por otro
equivalente mas sencillo.

Ejemplos:
1. lim & =
Xx—->0 X

. 1-cos?x
2. lim —— =
X

Xx—0

. Sen X-xXCcosx
3. lim =

x—0 X(1-cosx) -

Ejercicios

1. lim & =

In(cos2x)
X—-0 x2
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2.4 INDO - o
. . 0 :
Cuando tengamos IND 0 - oo intentaremos convertirla en o e 2 para poder aplicar
o0
L"Hépital.
Ejemplos

1. lim (XIHL) =

X > 0 X+1

2.1im(1 - 1)=

x—>1 \eX—e Xx+1

3. lim x%e X =

X — 00

Ejercicios
2X —2X
1. lim =——=
X — 00 X2

2. X11_)rr£ x—2)n(x—-2) =
. x2+x

3 Jim s~

4. lim %=

5

' x—T/, tgx

X
. lim ——
x>0 Vl-x—-1

23



Tema 2: Limites de funciones
Matematicas 2° de bachillerato

. x3-3x2+4
X - 2 X° — 4x°+ x4
25 Resolucion de indeterminaciones del tipo 1%, 0° e oo®

Para resolver este tipo de indeterminaciones, tomaremos logaritmos, como se muestra en
los ejemplos a continuacion.

Ejemplos
2
1. lim (1 + senx)tex =
x—0

2. lim xS¢nX =
x—-0

3. lim xx =

X — 00

Ejercicios

1
1. lim (1 + 2cos X)cosx =

2. lim (i)tgxz
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3
3. lim (cos 2x) ¥z =
Xx—-0

2.6 Definicién de limite

f(a)+€ T ——————
(LC G P D] B S (R DU 17 .
F ] ol e Mo By e (e |

PRI e oo s e £

-} NS U0 N IO ISR NS O W O ) [ SOE G O D S8 S B2,

Y

a-d a+d

Def..
lin;f(x)szf(a) S Ve>0386>0:x—al< § — |[f(x) —f(@)| < ¢

Coloquialmente diriamos que una funcion f(x) tiene por limite L = f(a) cuando x tiende a
“a”, cuando para cualquier valor de x tan préximo a x = a se encontrara siempre un valor
f(x) tan proximo a L = f(a) como se desee. Es decir, podremos elegir siempre una franja
roja tan estrecha como queramos que por cada una de ellas tendremos siempre una franja
azul en torno a x = a, de forma que sus valores estaran dentro de la franja roja, por tanto,
se aproximaran a los de L.
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Ejercicios

Calcula los siguientes limites:

. V3x2-2x
1. lim S22 =
X—00 X“+4
2
. X“—xX-2
2. lim

Xo2 2X2=2x—4

3

. x+3 -2
3. lim ( )X =
x—=2 \x%2+1

Vx2+x+2-Vx2+3

4,y ZEEEZES
x—1 X“+X—2
. Ln(1+x
5. llm¥ =
x—-0 X
. 1 1
6. lim—— =

x—0 tgx  senx

7. il_g)lo (x -tg (E)) =

. Ln(1+eX
8. lim Ln@+e) _
X—00 X

9. lim xe* =

X—>—00

10. lim xe* =

Jim
11 lim 222 =

12 lim (22) " =

13. i 2tg_(x-m) -

Xl_r>?-[ 3(sen(x—1't))~(1—cos(x—1'r)) -

14, 1 30Vx-1)*

x—1 (Lnx3)-arcsen(x—1) -

(prueba sumando y restando 1 dentro de la raiz)

15, lim 212 _

x-0 x4

eX—e X

16. lim =

x—o00 eX+e™X

17. limvV2x2 +3x—2 —V2x2+5x—1 =

X—00

26



Tema 2: Limites de funciones
Matematicas 2° de bachillerato

18.

19.

20.
21. lim

22.

23.

24,

1. Resuelve el siguiente limite: lim2
X —

2. Resuelve el siguiente limite: limo
X =

lim(cotgx)$e™ =
X—0

lim xt8% =
x—-0

. eX—e7X
lim =
x—0 Ssenx

x-00 (LNX)342x

lim(tgx — 1) - secx =

X——
4

. l+senx—eX
lim————=

Xx—(0 arctgx

. N
Jim, (x—3) - tgx =
2

Ejercicios PAU

VX+ 2 -2 _
V2x—3-1

senx (1 —cosx)
In3 (x+ 1)

(Junio de 2013)
(Junio de 2012)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Ficha de repaso del tema 2

lim —— =
x—>0\/X+9—3_
x2-1

lim =

x - 1 Lnx

. e” X — X
lim =

X >0 3senx

x%2 - 9x + 14
m —————m=
X - 7 Ln(x%2 - 6x— 6)

eX

lim

X —» oo Ln(x+ 1)_

1
lim (cosx+ senx)x =
Xx—->0

eX— X— cosx

X>0 sen? x

Lnx

X — 0 cotgx

1
lim (eX — x)x =
Xx—->0

. 1 1
lim (— — =
x - 1 \Lnx x—1

)sen x? _

lim (cos 2x
X -0

_1-tg(3x)
lim ==
N % Ln (4x%)

lim

3arcsen (x— 1) (Lnx2)°> _

X -1 (1 - cos(x— 1))2

(Sol.: 1)
(Sol.: - 6)
(Sol.: 1)
(Sol.: - 2/3)
(Sol.: 5/8)
(Sol.: )
(Sol.: - o)
(Sol.: 1)
(Sol.: €)
(Sol.: 1)
(Sol.: 1)
(Sol.: 1)
(Sol.: 1)
(Sol.: )
(Sol..e~?2)
(Sol.: - m/4)
(Sol.: 96)
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