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Lineal

1) Desigualdades e inecuaciones polindmicas

Se trata de expresiones en las que tenemos un signo de desigualdad. Los simbolos de desigualdad son (<,>, =, <)

menor que (<)

mayor que (>)
menor o igual que (<)
mayor o igual que (=)

Propiedades :

e Si a los dos miembros de una desigualdad sumamos o restamos un mismo nimero obtenemos otra

desigualdad del mismo sentido.
e Sialos dos miembros de una desigualdad lo multiplicamos o lo dividimos por un nimero:
=  Si el nimero es mayor que cero obtendremos una desigualdad del mismo sentido.
=  Si el nimero es menor que cero obtendremos una desigualdad de sentido contrario.
Inecuaciones

Una inecuacién se trata de una desigualdad en la que aparece alguna incégnita en uno o en los dos miembros de la

desigualdad. La solucidn serd el conjunto de nimeros reales que cumplen dicha desigualdad.
Dos inecuaciones seran equivalentes si poseen la misma solucion.

Ejemplo : Dada la inecuacion : x =1 <0 - x <1 La solucidn a la inecuacion sera los valores que pertenezcan a

la semirrecta [1,00)

Inecuaciones Lineales
Llamaremos inecuacién lineal aquella en la que los miembros de la desigualdad son polinomios de primer grado.
Ejemplo: 2(x-3) — 4(x-5) + 2x = 4 -3x

2X -6 -4X +20 +2X = 4 -3X — 2X -4X +2X +3X = 4-20+6 »3x = -10 » X = - ?

-10/3 Xe€ [ - %, 00)




Inecuaciones de Segundo grado
Llamaremos inecuacién lineal aquella en la que los miembros de la desigualdad son polinomios de segundo grado.
Ejemplo: Resuelve la siguiente inecuacion 3x* + (x — 3)2 —4(x — 2) < 2x* +5

1) Obtenemos una inecuacion equivalente en el que nos encontramos un polinomio de segundo grado en el

primer miembro y un cero en el segundo miembro.
3x2+x*2+9—-6x—4x+8<2x>+5- 2x2—-10x+12<0
2) Factorizamos el polinomio: 2(x-2)(x-3)< 0 — las raices son x=2 y x=3

3) Marcamos en la recta los valores de las raices y calculamos el signo del polinomio en los intervalos que
determinan dichas raices.

(-0.,2) (23) (3:)
(x-2) - + +
(x-3) - - +
2(x-2)(x-3) + - N

4) Miramos el intervalo que cumpla la desigualdad. En este caso 2(x-2)(x-3)< 0 nos dice que tiene que ser
menor que 0, por lo tanto tomaremos el intervalo que sea negativo. Como tenemos " < " es decir el signo

igual nos indica que las raices estan incluidas, por lo tanto el intervalo sera cerrado.

Solucion: xe [2,3]

0 1 5 ! 4

Inecuaciones polindmicas de grado superior a dos.
El proceso es similar al visto para las inecuaciones de segundo grado.
Ejemplo: Resuelve la siguiente inecuacion x3-3x? < 13x — 15

1) Obtenemos una inecuacion equivalente en el que nos encontramos un polinomio en el primer miembro y

un cero en el segundo miembro.
3 2
X°-3x°—13x+15<0

2) Factorizamos el polinomio: (x+3)(x-1)(x-5) < 0 — Las raices son x = -3, x=1y x=5
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Marcamos en la recta los valores de las raices y calculamos el signo del polinomio en los intervalos que

determinan dichas raices.

(0,-3) (3.) (L5) (5.%)
(x+3) : + . .
(1) : : R .
(x5) : : _ .
(x+3)(x-1)(x-5) - + : +

Miramos el intervalo que cumpla la desigualdad. En este caso (x+3)(x-1)(x-5) < 0 nos dice que tiene que

ser menor que 0, por lo tanto tomaremos el intervalo que sea negativo. El signo igual de " <" nos indica

que las raices estan incluidas, por lo tanto el intervalo sera cerrado.

Solucion: xe (-o0, -3] U [1,5]

2) Inecuaciones Racionales

Su resolucidn es similar a las de segundo grado, teniendo en cuenta que el denominador debe ser distinto de cero.

R .. . -y —-3x+1
Ejemplo: Resuelve la siguiente inecuacién  x%-4x > ﬁ -1
1) Obtenemos una inecuacién equivalente en el que nos encontramos una fraccion algebraica en el primer
miembro y un cero en el segundo miembro.
— _ 2_ _ 3_4,2 2_ _
X2-4X2 3x+1 15 2 -4y +] - 3x+1 >05 (x+1)(x2—4x+1)+3x—1 >0 x3—4x?+x+x2—4x+1+3x—1 >0
x+1 x+1 x+1 x+1
3_242
xX°—=3x >0
x+1
2) Factorizamos tanto el numerador como el denominador
3_3 2 2 -3 ,
T3 > 05 ZE 5 0 5 Las raices son x= -1, x=0yx=3
x+1 x+1
3) Marcamos en la recta los valores de las raices y calculamos el signo de la fraccion algebraica en los

intervalos que determinan dichas raices.



3)

(-o0,—1) (-1.0) 0.3) (3,0)
NG + + + +
(x-3) - - - B
(x+1) - + + +
(x+1)
x2(x-3)

4) Miramos el intervalo que cumpla la desigualdad. En este caso >0 nos dice que tiene que ser

x+1

mayor que 0, por lo tanto tomaremos los intervalos que sean positivos. El signo igual de " =" nos indica
que las raices estan incluidas, por lo tanto el intervalo sera cerrado, aunque tenemos que tener en cuenta

que los denominadores nunca estan incluidos. Por lo que x= -1 tiene que estar abierto.

e 9 - p—. solucion: xe (-0, —1) U [3,00) U {0}

Sistemas de inecuaciones con una incégnita

Un sistema de inecuaciones esta formado por varias inecuaciones en el que tenemos una o varias incognitas. La
solucidén de un sistema sera el conjunto de nimeros reales que satisfacen todas las inecuaciones. Para calcular la

solucidn a dicha sistema tendremos que realizar la interseccion de las soluciones de cada una de las inecuaciones.

Ejemplo: Resuelve el siguiente sistema de inecuaciones |2~ _2"" <

l. Resolvemos cada una de las inecuaciones que forman el sistema.

. Hallamos la interseccion de las soluciones calculadas anteriormente.
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- 2x-2 3x+9 6. -11
o XL XA, B2 W O X —2-3x—9—6x<0-> —Tx<11-ox>t

3 2 6 6 6 -

-11/7 :

4’5 -1 -0.8 0 0.5 1 1.5

- - 12x -6 4x—4 12 -1
4"42 Xle S S I 2 —6—4x+4- 12020 > —4x22-x<

- y  Solucion:  xe )N (—oo,_—l) =
= 2 15 1 * 0 [—_11 —_1]

7’2

4) Inecuaciones lineales con dos incdgnitas

Las inecuaciones lineales con dos incognitas las resolveremos graficamente debido a que las soluciones son los

puntos del semiplano en el que queda dividido el plano por la recta que corresponde a la inecuacion considerada

como igualdad.

Para obtener dichos semiplanos, dibujamos la recta, tomamos un punto exterior a la misma y comprobamos si

dicho punto satisface dicha inecuacion.

e Siladesigualdad es “< " (es decir posee el signo igual) la recta sera considerada como solucion.
e Sila desigualdad es ”<” (es decir no posee el signo igual) la recta no sera considerada como solucion.

Ejemplo: la Inecuacién 2x +3y = 0 representa un semiplano con borde, debido a que poseemos el signo igual.

Tomamos un punto que no

X 0 3 pertenezca a la recta.

(1,00 -2-1+3-0=0 por lo

: Y= tanto el punto (1,0) pertenece al

semiplano.




Ejemplo: la inecuacidn 2x + 5y < -3 representa un semiplano sin borde, debido a que no poseemos el signo igual.
Por lo tanto la recta la dibujaremos discontinua.

: Tomamos un punto que no

' pertenezca a la recta.

- _ —3-2x 1 1 (0,0)» 2:0 + 50 < -3 - 0<-3

No se cumple por lo que el punto

(0,0) no pertenece al semiplano.

Ejemplo: la inecuacidon x < —5 representa el semiplano con borde “ya que posee signo igual” . El semiplano se
encuentra a la izquierda de x=-5.

Ejemplo: la inecuacién y > 4 representa el semiplano sin borde “ya que no posee signo igual”. El semiplano se

encuentra por encima de la recta y=4. Observamos que la recta se representa de manera discontinua.
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5) Sistema de inecuaciones lineales con dos incdgnitas

Las inecuaciones que manejaremos en un sistema de inecuaciones lineales seran de primer grado y las dos

incognitas no estaran multiplicadas entre si.

La solucion serd la region del plano que se obtiene con la interseccion de los diferentes semiplanos de cada una de
las inecuaciones. Todos los puntos que se encuentran dentro de esta solucion cumplen con cada una de las

inecuaciones.
Para calcular la regidn factible procederemos de la siguiente manera:
I Calculamos los semiplanos de las diferentes inecuaciones.

Il. Calculamos las intersecciones de los diferentes semiplanos. Puede ocurrir que algin semiplano sea
redundante, esto ocurre cuando la interseccion de los demas semiplanos se encuentran dentro de dicho

semiplano.

1. Calculamos los diferentes vértices formados en las diferentes intersecciones.

Si el recinto esta limitado en todas sus direcciones diremos que el recinto es acotado y si no esta limitado el recinto

sera no acotado.

x =4
Ejemplo: resuelve el siguiente sistema de inecuaciones{y = x — 1
y=zx—=6

La solucion es decir la region factible sera la zona coloreada de

azul. Su vértice sera el punto A(4,3).

L El recinto es no acotado ya que no estd limitado en todas las

direcciones.

A(4,3

La inecuacion y= x-6 es redundante ya que la interseccién de los

demés semiplanos se encuentra dentro de este semiplano.

Todas las rectas son continuas ya que las inecuaciones tienen el

signo igual.



6) Programacién Lineal

Un problema de programacidn lineal es un problema en el que debemos calcular el valor maximo o minimo de una
funcion objetivo, donde nos encontramos con un conjunto de variables sometidas a un conjunto de restricciones.
Cuando estas restricciones y la funcidn objetivo son lineales diremos que se trata de un problema de programacion

lineal.
En este tipo de problemas entran en juego una serie de elementos:

e Variables de decision: es el conjunto de variables cuya magnitud deseamos determinar resolviendo el

modelo de programacion lineal.
e Funciodn objetivo: es la funcién matematica que relaciona las variables de decision.

e Restricciones: Esta formados por un conjunto de igualdades o desigualdades que limitan los valores que

pueden tomar las variables de decisidn en la solucion.

Ejemplo: Una compafiia aérea tiene dos aviones, A y B, para cubrir un determinado trayecto. El avion A debe hacer
maés veces el trayecto que el avion B, pero no puede sobrepasar 120 viajes. Entre los dos aviones deben hacer mas de
60 vuelos, pero menos de 200. En cada vuelo, A consume 900 litros de combustible y B 700 litros. ¢ Cuéantos vuelos

debe hacer cada avién para que el consumo sea minimo?

=  Variables: x serad el numero de vuelos del avién A ey al nimero de vuelos del avion B.
= Las restricciones son: Teniendo en cuenta que las variables de decisidon no pueden ser negativas

( x=2y
x <120
x+y=60
x+y <200
x=20y=0

= Funcién Objetivo: Se quiere minimizar el consumo z(x,y)= 900x+700y.

7) Resolucion analitica de un problema de programacion lineal

1) Representamos cada una de las inecuaciones y calculamos la regién factible. Esta region puede estar
acotada o no acotada.

2) Calculamos cada uno de los vértices de esta region factible. Si existe solucion se encontrard en unos de
estos veértices de la region factible.

3) Calculamos el valor de la funcién objetivo utilizando cada uno de los vértices calculados en el apartado

anterior.
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4) Ahora observamos si el problema debemos maximizar o minimizar. Si tuviésemos que maximizar
cogeremos los valores que hagan méxima la funcién y si tuviéramos que minimizar tomaremos aquel

vértice que me haga minima la funcion objetivo.
Una vez realizados estos pasos tendremos:

I La region factible esta acotada:
= Si el valor 6ptimo le encontramos en un vértice su solucion sera Unica.
= Si el valor 6ptimo lo encontramos en dos Vértices, tendremos infinitas soluciones

correspondientes a los puntos del segmento que une ambos Vvértices.

1. La region factible no esta acotada.
= Seguimos el criterio utilizado en el apartado I, aunque puede ocurrir que no exista valor
Optimo, es decir que la funcion crezca o decrezca indefinidamente. Para resolver esta clase de

problemas utilizaremos mejor el método gréfico.

Ejemplo de regién acotada: Una compariia aérea tiene dos aviones, Ay B, para cubrir un determinado trayecto.
El avién A debe hacer més veces el trayecto que el avion B, pero no puede sobrepasar 120 viajes. Entre los dos
aviones deben hacer més de 60 vuelos, pero menos de 200. En cada vuelo, A consume 900 litros de combustible y

B 700 litros. ¢ Cuéntos vuelos debe hacer cada avion para que el consumo sea minimo?

Llamamos x al nimero de vuelos del avién A e y al nimero de vuelos del avion B.

X2y
x <120

Las restricciones son: { x+y = 60
lX +y <200
x=20,y=0

La funcion objetivo es z= 900x+700y. Debemos minimizar esta funcion, sujeta a las restricciones anteriores.

Calculamos la regién factible:

La region factible esta acotada, por tanto existira maximo

110 ~ R R L.
po, 100) y minimo, aunque el enunciado nos pide el minimo.

€=(120,80)

E =160, 0 D=(120,0)

-20 4 8] 20 40 i a0 100 1k0 140 160
-20




A(30,30) > Z,=900-30+700-30=48.000

B(100,100)~> Zz=900-100+700-100=160.000

C(120,80) > Z=900-120+700-80=164.000 - El minimo se alcanza en el vértice A
D(120,0) = Z5=900-120+700-0=108.000

E(60,0) > Z:=900-60+700-0=54.000

El minimo se alcanza en el punto A(30,30) y vale z= 48.000
Por tanto A debe hacer 30 vuelos y B otros 30 para minimizar el consumo de combustible. EI consumo seré de
48.000 litros

Ejemplo de regidn no acotada: Se desea realizar una mezcla con dos sustancias, A y B, que ha de contener como

minimo 10 unidades de cada una de ellas.

Estas sustancias nos las venden dos proveedores en forma de lotes.

El lote del primer proveedor es tal que los contenidos de B y de A estan en relacion de 4 a 1 y hay una unidad de A.
El lote del segundo proveedor es tal que los contenidos de Ay B estan en relacion de 4 a 1 y hay una unidad de B.
El primer proveedor vende cada lote a 10€ y el segundo al doble. Ambos proveedores nos venden lotes enteros o
fracciones de ellos.

¢Qué nimero de lotes hemos de comprar para que el coste sea minimo?

Llamamos x a los lotes del primer proveedor e y a los lotes del segundo proveedor.

Cantidad A B Coste
Lote | X X 4x 10x
Lote Il y 4y y 20y
Total X+4y 4x+y 10x+20y
X+ 4y = 10
Las restricciones son: {4}( +y=>10
x=>0,y=0

La funcion objetivo sera: z=10x+20y. Tenemos que minimizar esta funcidn sujeta a las restricciones anteriores.

hm @ Como es una regidn factible no acotada, habra 0 maximo o minimo y se
alcanzard en uno de los vértices.

A(0,10)> Z,=10-0+20-10 = 200

B(2,2)> Zg=10-2+20-2 =80

C(10,0) > Zc=10-10+20-0 = 100

El minimo se encuentra en el vértice B.
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Tomamos un punto de la region factible no acotada P(10,10) - Zp=10-10+20-10= 300

Por tanto hay un minimo y no un maximo y lo tendremos en el vértice B(2,2)

Para que el coste sea minimo debemos comprar 2 unidades del lote I y 2 lotes del lote II. El coste ascendera a 80€.

Resolucién gréafica de un problema de programacion lineal

Para resolver un problema de programacion lineal de manera grafica seguiremos una serie de pasos.

I Representamos cada una de las inecuaciones y calculamos la region factible.

Il. Dada la funcién objetivo z = ax + by , representamos graficamente dicha recta igualdndola a cero.
ax + by = 0 . Dicha recta podremos moverla paralelamente a lo largo del eje Y para ir encontrando el

punto que maximiza o minimiza la funcion objetivo.

I1. Si los valores de a y b de la funcidn objetivo son positivos, tendremos una recta con pendiente negativa,

es decir decreciente.

e Enel caso de que el problema sea de maximizacion , la solucion éptima sera el dltimo vértice que toca la

recta movible si nos acercamos a +oo en el eje Y.

e Enel caso de que el problema sea de minimizacion , la solucién 6ptima sera el Gltimo vértice que toca la

recta movible si nos acercamos a - « en el eje Y.

Ejemplo: dada la funcion objetivo z = 3x + 4y

f:3x+4y=0
h:3x+dy=5 !
i:3x+dy=8




\VA Dada la funcién objetivo z= ax+by ,si el valor de a es positivo y el valor de b es negativo tendremos una

recta con pendiente positiva, es decir creciente.

e Encel caso de que el problema sea de maximizacién , la solucion 6ptima sera el Gltimo vértice que toca la

recta movible si nos acercamos a - o en el eje Y.

e Enel caso de que el problema sea de minimizacién , la solucién éptima sera el Gltimo vértice que toca la

recta movible si nos acercamos a + o enel eje Y.

f:3x-4y=0
h: 3x -4y = -4

i 3x-4y=

V. Dada la funcién objetivo z = ax +by , si el valor de a es negativo podremos resolver el problema
considerando que hallar el maximo de z, equivale a calcular el minimo de —z y que hallar el minimo de z

equivale a calcular el maximo de —z.

Tenemos que tener en cuenta que:

e Si la ultima recta toca a dos vértices a la vez, tendremos infinitas soluciones correspondientes al segmento

gue une ambos vértices.

e Si laregién es no acotada, podremos observar si la funcién objetivo decrece o crece indefinidamente ya

que podremos tener la posibilidad o no de ver cdmo nos alejamos sin dejar de tocar la regién factible.
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Ejemplo: Una fabrica produce chaquetas. Tres maquinas, de cortar, coser y tefiir se emplean en la

produccion.

Fabricar una chaqueta representa usar la maquina de cortar una hora, la de coser tres horas y la de tefiir,

una hora. Fabricar unos pantalones representa usar la maquina de cortar una hora, la de coser una horay

la de tefiir ninguna hora. La maquina de tefiir se puede usar durante tres horas, la de coser doce y la de

cortar siete.

Todo lo que se fabrica es vendido y se obtiene un beneficio de ocho euros por cada chaqueta y cinco por

cada pantalon.

¢ Cémo emplearemos las maquinas para conseguir el beneficio maximo?

Llamamos x al nimero de chaquetas e y al nimero de pantalones.

Cantidad Cortar Coser Tefliir beneficio
Chaquetas X X 3x X 8x
Pantalones y y y 0 5y
Total X+y 3x+y X 8x+5y
x+y<7
Las restricciones son: 3x : }<} ? 12 siendo X,y enteros
x=0y=0

La funcion objetivo serd z= 8x+5y

Calculamos los vértices:
A(0,7)> Zo=8-0+5-7=35

B(2,5;4,5)> Zg=8-2,5+5-4,5 = 42,5 - No valdria porque no seria una solucién

entera.
C(3,3) > Zc = 8-3+5.3=24+15 = 39

D(3,0) > Zp=8-3+5.0 = 24

\ " E(0,0) > Ze=8-0+5-0=0

Nos damos cuenta que el méximo se encuentra en el vértice B, pero esta solucidn no nos sirve porque X e y no son

enteros.




Resolucion gréafica

Trazamos la recta 8x + 5y=0 y vamos dibujando rectas paralelas por las
diferentes soluciones.

Aquel punto por el que pase la recta mas alejada sera el maximo buscado.
En este caso como solucion entera sera el punto (2,5)

Por lo tanto debemos fabricar 2 chaquetas y 5 pantalones para conseguir el

méaximo beneficio, el cual asciende a:

Z=8x+5y=8-2+5-5=16+25 = 41 euros



