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TEMA 8. MATRICES. 

 

1. Definición de Matrices y tipos de Matrices 
2. Operaciones con Matrices 

2.1. Igualdad de Matrices 
2.2. Suma de Matrices 
2.3. Producto de una Matriz por un número (escalar) 

3. Producto de Matrices 
4. Transposición de Matrices. Matrices simétricas y antisimétricas 
5. Matriz inversa 

5.1. Definición. 
5.2. Cálculo 

6. Resolución de ecuaciones matriciales 
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Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.Contexto con la P.A.U.    

En este tema comienza el Bloque II de Álgebra Lineal. Por lo general en los exámenes 
de la P.A.U. suele haber un problema relacionado con la resolución de sistemas de 
ecuaciones lineales, que veremos en el tema 10, y una o dos cuestiones relativas a: 

• resolución de ecuaciones matriciales, este tema  
• dada una matriz A cálculo del valor de An , este tema 
• cálculo de determinantes, tema 9 
• comprobar si una matriz es inversible o no, tema 9 

Por lo general tanto el problema como las cuestiones relativas a este bloque que ahora 
empezamos suelen ser metódicas, y por tanto sencillas. 



Unidad 8. Matrices 

 

 

 159

1. Definiciones de Matrices y tipos de Matrices 

El concepto de Matriz es sencillo, es una tabla con m filas y n columnas de números 
reales ordenados (m,n∈N). Veamos una definición más matemática de las matrices 

Definición: se llama matriz de dimensión mxn al conjunto de números reales dispuestos 
en m filas y n columnas de la siguiente forma: 





















=

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

con aij=elemento de la matriz A situado en la fila i y columna j 

Muchas veces la matriz A se denota también como A=(aij) 

 

Definición: El conjunto de todas las matrices con m filas y n columnas se denota como 
Mnxm(R). 

Así  A= 








654

321
 � A∈M2x3(R) 

Definición: dimensión de una matriz es el número de filas y columnas de la misma, en 
el ejemplo anterior, A es de dimensión 2x3 

Tipos de matrices: 

1. Matrices cuadradas: son las matrices que tienen igual número de filas que de 
columnas (m=n), y que como veremos son las únicas que pueden multiplicarse entre 
si. El conjunto de todas las matrices cuadradas con n filas y columnas se denotan 
como Mnxn(R) o Mn(R). 

Ejemplo: B= 








− 21

12
, B∈M2x2(R) ó  B∈M2(R) 

Elementos de las matrices cuadradas: 

a. Diagonal principal: elementos de la forma aii, es decir en la diagonal que 
va desde a11 hasta ann 

b. Diagonal secundaria: elementos de la forma aij donde i+j=n+1, es decir 
los elementos en la diagonal que va desde a1n hasta an1 





















−−−−

−

6532

1098

1765

4321

 

 

2. Matrices triangulares superiores e inferiores: son las matrices cuadradas tal que: 

Diagonal principal i=j 

 

Diagonal secundaria i+j=4+1=5 
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a. Superior: elementos debajo diagonal de la principal son nulos aij=0 si i>j 

b. Inferior:  elementos encima de la diagonal principal son nulos aij=0 si i<j 

eriortriangularBeriortriangularA inf

543

021

002

sup

800

130

214

















−

−

=

















−=  

3. Matrices diagonales: matrices cuadradas donde todos los elementos fuera de la 
diagonal son cero.  





















−

−
=

5000

01000

0030

0002

D  

4. Matriz escalar: matriz diagonal en el que todos los términos de la diagonal son 
iguales: 

















=

200

020

002

E  

5. Matriz unidad o matriz identidad: matriz escalar cuyos elementos son 1. Se denota 
como I o Id: 









==

10

01
2IdI  (matriz identidad de orden 2) 

















==

100

010

001

3IdI (matriz identidad de orden 3) 





















==

1000

0100

0010

0001

4IdI (matriz identidad de orden 4) 

6. Matriz columna: toda matriz con una sola columna� Mmx1(R) 

















−

=

3

2

1

C    C∈M3x1(R) 

 

7. Matriz fila: toda matriz con una única fila � M1xn(R) 
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( )311 −=F  F∈M1x3(R) 

Anotaciones: 

• Toda matriz diagonal es triangular, tanto superior como inferior, pues los 
elementos por encima y por debajo de la diagonal son nulos. 

• Toda matriz escalar es diagonal. 

• La matriz identidad es una matriz escalar. 

 

Ejercicio 1. Escribir matrices de los siguientes tipos: 

a) De dimensión 3x2 

b) Cuadrada de dimensión 4 

c) Triangular inferior de dimensión 3 

d) Diagonal de dimensión 4 

e) ¿Qué tipo de matriz es de dimensión 1x1? Pon un ejemplo. ¿Cuál será la matriz 
identidad de dimensión 1? 

Solución: 

a. 
















74

32

17

 

b. 





















−−− 2111

1019

8765

4321

 

c. 
















− 1183

0102

001

 

d. 





















4000

0300

0020

0001

 

e. 1 fila y una columna � los números reales M1x1(R)=R, ejemplos 2,-1.3, 
y la identidad es 1. 

 
 
 

Ejercicio 2.Decir que  tipo de matrices y de que dimensión son las siguientes matrices: 
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a) 
















− 200

740

123

       

b) 





















−

0

1

1

7

        

c)  








−

−

043

112

    

d) 
















700

070

007

 

a. Matriz cuadrada, triangular superior, dimensión 3x3(M3x3(R)) o cuadrada de 
dimensión 3. 

b. Matriz columna de dimensión 4x1 (M4x1(R)) 

c. Matriz rectangular de dimensión 2x3 (M2x3(R)) 

d. Matriz cuadrada, escalar de dimensión 3x3 (M3x3(R)) o simplemente matriz 
cuadrada de dimensión 3. 

2. Operaciones con matrices 

2.1 Igualdad de matrices 

Definición: dos matrices M y N se dicen que son iguales (M=N) si se cumplen: 

- misma dimensión 

- elementos que ocupan el mismo lugar son iguales. 

2.2 Suma de matrices 

Solo se pueden sumar matrices de la misma dimensión, veamos en qué consiste la suma 
de matrices: 

Definición: la suma de dos matrices de dimensión A y B es otra matriz que se denota 
como A+B con misma dimensión que las otras dos y definida como 
A+B=(aij)+(bij)=(aij+bij). Es decir A+B se obtiene sumando los elementos que ocupan la 
misma posición en las dos matrices que suman.  

Veamos un ejemplo de dos matrices A,B∈M2x3(R) 

A+B= 








+++

+++
=








+








232322222121

131312121111

232221

131211

232221

131211

bababa

bababa

bbb

bbb

aaa

aaa
 

Propiedades de la suma de matrices: como la suma de matrices definidas a partir de la 
suma de números reales cumple las mismas propiedades que estos, es decir: 

- Asociativa: A+(B+C)=(A+B) +C 

- Elemento neutro A+0=A, con O la matriz de igual dimensión que A con todos 
sus coeficientes iguales a cero 

- Elemento opuesto: A+(-A)=0, con (-A)=(-aij) es decir los elementos opuestos a 
los de la matriz A.  

- Conmutativa: A+B=B+A 

Ejemplo de elemento opuesto: 
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−−

−−
=−







 −
=

210

413
,

210

413
AA  

2.3 Producto de una matriz por un número (escalar) 

Definición: Sea k∈R (escalar) y A=(aij) una matriz de dimensión mxn (A∈Mmxn(R)).El 
producto de k por A es otra matriz k·A de misma dimensión tal que: 

k·A=k(aij)=(k·aij), es decir la matriz k·A se obtiene de multiplicar por k cada elemento 
de la matriz A.  

Ejemplo: A∈M3x3(R): 
















=

















333231

232221

131211

333231

232221

131211

·

kakaka

kakaka

kakaka

aaa

aaa

aaa

k  

Propiedades: 

- k(A+B)=kA+kB 

3· 

















+








41

21

30

01
= 








+








123

63

90

03
= 









213

66
=3· 









71

22
 

- (k+t)·A=k·A+t·A 

- k(tA)=(kt)·A 

- 1·A=A  

Ejercicio 3: sacar factor común un escalar de las siguientes matrices de forma que éstas 
se simplifiquen 















 −

=















 −

=

003

410

121

·4

0012

1640

484

A  

=B 








−

−
=



















−

−

232

162

8

1

4

1

8

3

4

1
8

1

4

3

4

1

 










−
=









−
=

44

13
·12

4848

1236
C  

D=
















=

















100

010

001

·11

1100

0110

0011

=11·Id 

Nota: siempre que de forma sencilla se pueda sacar factor común, simplificando la 
matriz, se recomienda sacar éste, ya que se simplifican los cálculos, especialmente en la 
multiplicación de matrices, como veremos en el apartado siguiente. 
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Ejercicio 4: Calcular el valor de a, b, c y d: �2� 2�2� 2�� � � � 	 5 7 	 � 	 ��2 	 � 	 � 3� 	 4 �
 

2a=a+5 � a=5 

2b=7+a+b � b=12 

2c=-2+c+d � c=d-2 �c=-6 

2d=3d+4 � d=-4 

Ejercicio 5: dadas las matrices A, B y C calcular las siguientes operaciones: 

A= 








−

−
=









−−
=







 −

32

21

21

04

10

11
CB  

a) A+B= 








−−

−

11

15
 

b) A-B-C= 






 −−

03

32
 

c) 3A+5B-6C= 








−

−

257

1529
 

Ejercicio 6: resolver los siguientes sistemas 

a) 






















−

−−−
=−










−
=+

101

234
3)2(

012

221
2)1(

YX

YX

 

Llamemos A= 








− 012

221
y  B= 









−

−−−

101

234
 

(1)-2·(2) � Y+6Y=A-2B � Y=1/7(A-2B)= 








− 210

689

7

1
 

    X=B+3Y= 








−

−

137

431

7

1
 

b) 





















=−









=+

10

26
)2(

03

12
)1(

YX

YX

 

Llamamos A= 








03

12
 y B= 









10

26
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  (1)+(2)� 2X=A+B � X=1/2(A+B)= 








13

38

2

1
  

      Y=A-X= 








−

−−

13

14

2

1
 

c) 






















−
=+










−
=+

42

01
2)2(

20

13
2)1(

YX

YX

 

Llamamos A= 








− 20

13
 y B= 









− 42

01
 

(1)-2(2)� -3Y=A-2B � Y=-1/3(A-2B)= 








−
−

104

11

3

1
 

         X=B-2Y= 








− 82

25

3

1
 

3. Producto de Matrices 

El producto de matrices es una operación más compleja que las anteriores. Para poder 
multiplicar dos matrices es necesario que el nº de columnas de la primera matriz del 
producto sea igual al nº de filas de la segunda matriz. Veamos la definición del producto 
de matrices: 

Definición: El producto de la matriz A=(aij)∈Mmxn y B=(bij)∈Mnxp es otra matriz 
C=A·B∈Mmxp, con igual nº de filas que A y de columnas que B, tal que el elemento de 
la matriz C que ocupa la fila i y columna j, cij se obtiene multiplicando la fila i-esima de 
la primera matriz con la columna j-ésima de la segunda. 

Resulta más sencillo comprender el producto de matrices a partir de varios ejemplos: 

















−

−

−

=

















−++

−++

−++

=

















−















2

2

2

)1(90·81·7

)1·(60·51·4

)1·(30·21·1

1

0

1

·

987

654

321

 

        3x3      3x1                                         3x1 
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−

−
=









−+++−+

−+++−+
=

















−

−








1417

88

)4·(62·50·43·6)1·(51·4

)4·(32·20·13·3)1(21·1

43

21

01

·
654

321
 

   2x3      3x2                                             2x2 

 

 


























654

321
·

987

654

321

   

No se puede multiplicar, pues la primera matriz tiene 3 columnas y la segunda 2 filas. 

Nota: Veamos la utilidad de sacar factor común en el producto de matrices con un 
ejemplo: 










−
=









−++

−++
=









−








15001500

15000

)90·(50100·3050·300·100

)90·(030·500·300·50

9030

300
·

50100

050
 

Más simple� 








−
=









−++

−++
=









−








11

10
1500

)3(12·11·12·0

)3·(01·11·00·1
1500

31

10
30·

12

01
50  

Ejercicio7: ver todos los productos posibles con las siguientes matrices y calcularlos: 

A= 
















−110

111

321

,  B=
















1

2

1

,  C= 








543

012
 

A∈M3x3, B∈M3x1, C∈M2x3, solo posibles los siguientes productos: 

A·B=
















=

















−+

++

++

=

































− 1

4

8

120

121

341

1

2

1

·

110

111

321

 

     3x3       3x1    3x1 

C·A= 







=









−+++++

++++++
=

















−










8157

753

549546043

016014012

110

111

321

·
543

012
 

     2x3            3x3            2x3 

C·B= 







=








=









++

+++
=


























4

1
·4

16

4

583

022

1

2

1

·
543

012
 

    2x3      3x1      2x1  
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Ejercicio 8: multiplicar A·B y B·A, ¿Qué ocurre? 

A=
















987

654

321

 B=














 −

321

002

101

 

A·B= ·

987

654

321































 −

321

002

101

=
















201832

141220

868

 

B·A=














 −

321

002

101

















987

654

321

· =














 −−−

423630

642

666

 

Nota: en las matrices cuadradas, no siempre cumplen que A·B≠B·A, es decir no se 
cumple la propiedad conmutativa del producto de matrices. Existen algún tipo de 
matrices que si conmutan, A·B=B·A, si esto ocurre se  dice que A y B conmutan  

Ejercicio 9: Calcular A2-B2, (A+B)2 y (A-B)2 siendo A y B las siguientes matrices: 

A=
















−112

110

021

,  B=
















−

120

011

210

 

a) A2=
















=

















−















− 240

022

241

112

110

021

·

112

110

021

 nótese que no coincide con elevar al 

cuadrado cada término de A 

B2=
















−

−−

−

=

















−

















−

142

201

251

120

011

210

·

120

011

210

 

A2-B2= 
















240

022

241

- 
















−

−−

−

142

201

251

= 














 −

102

223

012

 

b) (A+B)2=(A+B)·(A+B)= 
















−

−=

















−

















−

7121

041

5152

032

121

231

·

032

121

231

 

c) (A-B)2=(A-B)·(A-B)= 
















−−

−

−

=

















−−

−

















−−

−

143

403

332

212

101

211

·

212

101

211
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Nota: al no ser conmutativo el producto de las matrices se cumple que las igualdades 
notables no son ciertas cuando A y B son matrices� 

(A+B)
2
=A

2
+B

2
+AB+BA≠A

2
+B

2
+2AB  

(A-B)
2
=A

2
+B

2
-AB-BA≠A

2
+B

2
-2AB  

 

Ejercicio 10: Calcular los valores de x e y que verifican las siguientes igualdades: 

a)  







=

















00

00

43
·

2

1 yx

y

x
 









=









++

++
=

















00

00

4232

43

43
·

2

1

yyyx

xyxxyx

y

x
 � 













=

=+

=+

=

06

032

04

04

y

yx

xy

x

� x=y=0 

b) 







=









−

−










00

00

5

2
·

2

5

y

x

y

x
 









=









−

−
=









−−

−+−
=









−

−










00

00

010

100

2210

1055

5

2
·

2

5

xy

xy

yyxy

xyxx

y

x

y

x
� 

10-xy=0� x·y=10 

 

Ejercicio 11. Decir si son verdaderas o falsas las siguientes identidades para A y B 
cualquier matriz: 

a) (A+B)2=A2+B2+2AB � Falsa AB≠BA (A+B)2=A2+B2+AB+BA≠A2+B2+2AB  

b) (A-B)2=A2+B2-2AB � Falsa AB≠BA (A-B)2=A2+B2-AB-BA≠A2+B2+2AB  

c) (A+B)(A-B)=A2-B2  
� Falsa AB≠BA (A+B)(A-B)=A2-B2-AB+BA 

 

Ejercicio 12: Calcular las matrices  que conmuten con la matriz A y B, siendo: 

A=�1 10 1�, B=�
0 0 01 0 01 1 0� 

a)  Si conmutan se cumple que AX=XA  � 










+

+
=







 ++
→
















=

















tzz

yxx

tz

tyzx

tz

yx

tz

yx

10

11
··

10

11
 

Ryxconconmuta
x

yx
cualquieraytxz

tzt

zz

yxty

xzx

∈∀















→==













+=

=

+=+

=+

,
10

11

0
,,0  
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b)  Si conmutan se cumple que BX=XB  �  

















+++

=

















+

+

+

→

































=

































fcebda

cba

iih

ffe

ccb

ihg

fed

cba

ihg

fed

cba 000

0

0

0

·

011

001

000

011

001

000

·

Rgdaconconmuta

adg

ad

a

hdiaefbc

fc

ebi

daih

c

bf

afe

c

cb

∈∀

































→======→





















+=

+=

=

+=+

=

=

=+

=

=+

,,

011

001

000

0

00

,,0,0,0

0

00

0

0

0

Ejercicio 13. Sea A=�0 �11 0 � calcular An. Calcular A50, A97 

Veamos lo que vale A2, A3, y a partir de sus valores busquemos el valor de An: 

A2= Id−=








−

−
=







 −








 −

10

01

01

10
·

01

10
 

A3=A·A2=A·(-Id)=-A 

A4=A2·A2=(-Id)(-Id)=Id 

A5=A4·A=Id·(A)=A 

… 

An=













=

+=−

+=−

+=

044

3443

2442

1441

esentrendividirderestoelknId

esentrendividirderestoelknA

esentrendividirderestoelknId

esentrendividirderestoelknA

 

Así A50=-Id,  ya que el resto de dividir 50 entre 4 es 2.  

A97=A, ya que el resto de dividir 97 entre 4 es 1 

Ejercicio 14: Sea A=�0 �11 1 � calcular An.  

a) A=�1 11 1� 
b) A=�1 10 1� 
c) A=�1 0 10 1 00 0 1� 
 

a) 
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==

===











======

=







=









++

++
=
















=

−−

−−

−

11

11
1

34

22

22
223

2

22

22
·2

...

·8··4·

22

22
·4·2·2·2·2·

·2
22

22

1111

1111

11

11
·

11

11

nn

nn

nn
AA

AAAAAA

AAAAAAAA

AA

 

 

b)  

 

 

c) 

















=

















=

































==

















=

































==

100

010

01

...

100

010

301

100

010

101

·

100

010

201

·

100

010

201

100

010

101

·

100

010

101

·

23

2

n

A

AAA

AAA

n

 

 

 

 

 









=









=







 +
=
















==









=







 +
=
















==









=
















=

10

1

...

10

41

10

131

10

11
·

10

31
·

10

31

10

121

10

11
·

10

21
·

10

21

10

11
·

10

11

34

23

2

n
A

AAA

AAA

A

n
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Ejercicio 15. Sea A una matriz que conmuta con B y C. Demostrar que es cierta la 
igualdad (B·C)·A=A·(B·C) 

Si A y B conmutan � A·B=B·A  

Si A y C conmutan � A·C=C·A 

(B·C)·A=B·(C·A)=B·(A·C)=(B·A)·C=(A·B)·C=A·(B·C) 

 

Ejercicio16 ¿Es posible que para dos matrices A y B no cuadradas puedan existir A·B y 
B·A? 

Sea A∈Mmxn(R) y B∈Mpxq(R).  

Si existe A·B � n=p 

Si existe B·A � q=m 

Sólo existe A·B y B·A si A∈Mmxn y B∈Mnxm. Un caso particular es cuando m=n, es 
decir las dos matrices son matrices cuadradas. 

4. Transposición de Matrices.Matrices simétricas y antisimétricas 

Definición: sea una matriz A∈Mmxn(R) se llama matriz transpuesta y se escribe como 
At

∈Mnxm(R) que resulta de cambiar las filas por las columnas. 

 

Ejemplos: 

















=







=

63

52

41

654

321
tAA  

( )321

3

2

1

=

















=
tBB  

















=

















=

963

852

741

987

654

321
tCC  

Propiedades: 

1. (At)t=A 

2. (A+B)t=At+Bt
 

3. (k·A)t=kAt
 

4. (A·B)t=Bt·At  
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Las transposiciones de matrices nos permiten definir dos tipos de matrices: simétricas y 
antisimétricas. Definámoslas: 

a) Matriz simétrica:  es toda matriz cuadrada A∈Mnxn(R) tal que coincide con su 
transpuesta At � A=At, es decir los elementos simétricos respecto a la 
diagonal son iguales, veamos un ejemplo de dimensión 3: 

















=

















=

czy

zbx

yxa

A

czy

zbx

yxa

A t  

b) Matriz antisimétrica:  es toda matriz cuadrada A∈Mnxn(R) tal que coincide con 
el opuesto de su transpuesta -At � A=-At, es decir los elementos simétricos 
respecto a la diagonal son opuestos, y los de la diagonal son cero. Veamos un 
ejemplo de dimensión 3: 

A

zy

zx

yx

zy

zx

yx

A

zy

zx

yx

A t
−=

















−−

−−=

















−

−−

=

















−−

−=

0

0

0

0

0

0

0

0

0

 

 

Ejercicio 17. Demostrar las propiedades de matrices traspuestas a partir de las 
siguientes matrices:  

  A= 






−

43

21
  y B= 









54

31
 

P1: ( ) 






−
=







−
=

43

21

42

31
t

ttA  

 

P2: 







=







+






−
=+=








=








=


















+






−
=+

95

70

53

41

42

31

95

70

97

50

54

31

43

21
)( tt

tt

t BABA   

 

P3: (k·A)t= 






−
=







−
=↔







−
=







−
=

















−

kk

kk
kkA

kk

kk

kk

kk
k t

tt

42

3

42

31

42

3

43

2

43

21
 

 

P4:(A·B)t= 







=






−








=↔








=








=

























−

297

197

42

31
·

53

41
·

297

197

2919

77

54

31
·

43

21
tt

tt

AB  
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Ejercicio 18: Escribir una matriz simétrica y antismétrica de dimensión 2,3 y 4. 





















−−−

−−

−
=





















=

















−−

−=

















−=










−
=








=

0653

6042

5401

3210

7025

0264

2633

5431

093

902

320

593

932

321

02

20

42

21

AicaantisimétrSsimétrica

AcaantismétriSsimétrica

AcaantismétriSsimétrica

 

 

Ejercicio 19. Encontrar todas las matrices A antisimétricas y S simétricas de orden 2 
que verifican A2=Id y S2=Id 

Si A es antisimétrica de orden 2 entonces es de la siguiente forma 








−
=

0

0

x

x
A , ∀x∈R 









=











−

−
=









−








−
=

10

01

0

0

0

0
·

0

0
2

2
2

x

x

x

x

x

x
A  

� -x2=1 imposible, es decir no hay 

ninguna matriz antismétrica de orden 2 que al cuadrado sea igual a la Id. 

 

Si S es simétrica de orden 2 es de la siguiente forma 







=

zx

xy
S , ∀x,y,z∈R 









=











++

++
=
















=

10

01
·

22

22
2

zxxzyx

xzyxyx

zx

xy

zx

xy
S  

�  









=+

=+

=+

0)3(

1)2(

1)1(
22

22

xzyx

zx

yx

 de la ecuación 3 obtenemos x(y+z)=0 � x=0 o y=-z 

caso 1: x=0 � y= 1± , z= 1±  










−

−
=









−

−
=









−
=








=

10

01
,

10

01
,

10

01
,

10

01
4321 SSSS  

caso 2: y=-z � x2+y2=1 x= 21 y−±  















−−−

−−
=















−−

−
=

yy

yy
S

yy

yy
S

2

2

62

2

5
1

1
,

1

1  se cumple siempre que -1≤y≤1 

(radicando positivo). 
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Ejercicio 20. Descomponer toda matriz cuadrada como suma de una matriz simétrica y 
otra antisimétrica 

 Sea B∈Mnxn la matriz cuadrada, veamos las siguientes matrices: 

S=
2

tBB +
� demostremos que es simétrica St=

22

BBBB t
t

t
+

=






 +
=S 

A=
2

tBB −
� demostremos que es antismétrica At= A

BBBBBB tt
t

t

−=
−

−=
−

=






 −

222
 

Tendremos que comprobar que la suma de A y S suman B: 

A+S=
2

tBB −
+

2

tBB +
=B 

5. Matriz inversa 

5.1 Definición  

Definición: la matriz inversa de una matriz cuadrada A∈Mnxn(R) es otra matriz 
cuadrada de misma dimensión que se denota como A-1

∈Mnxn(R) tal que se cumple: 

A·A-1=A-1·A= Id con Id∈Mnxn(R) 

No todas las matrices cuadradas tienen inversa, así las matrices que tiene inversa se 
llaman matrices regulares y las que no tienen inversa se denominan matrices 

singulares.  

5.2 Cálculo de la inversa 

El método más sencillo para el cálculo de la inversa lo veremos en el tema siguiente, 
cuando definamos el determinante de las matrices.  

Para matrices 2x2 podemos calcular la inversa a partir de la definición: 

Ejemplo:  









=









++

++









=
















=









=








=

−

−

10

01

7373

2222

10

01
·

73

22
·

73

22

1

1

tyzx

tyzx

tz

yx
AA

tz

yx
AA

 

Tenemos 4 ecuaciones con 4 incógnitas, que podemos agruparlas en dos sistemas de dos 
ecuaciones con dos incógnitas: 

(1) 2x+2z=1 
(2) 2y+2t=0 
(3) 3x+7z=0 
(4) 3y+7t=1 
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Los sistemas son: 

(1) 2x+2z=1 
(3) 3x+7z=0 

(2) 2y+2t=0 

(4) 3y+7t=1 

Las soluciones son x=7/8, y=-1/4, z=-3/8 y t=1/4, con lo que 








−

−
=

−

23

27

8

11A  

Comprobación: A·A-1= Id=







=









10

01

80

08

8

1
 

 

Ejercicio 21. Calcular la inversa de las siguientes matrices 

a) 







=

02

10
A  








=

−

tz

yx
A 1

� 








02

10
· 









tz

yx
= 








=









10

01

22 yx

tz
 

 (1) z=1 

 (2) t=0 

 (3) 2x=0 

 (4) 2y=1 

 Solución x=t=0 y=1/2 z=1 � 







=














=

−

02

10

2

1

01
2

1
01A  

 Comprobación: A·A-1= Id=







=









10

01

20

02

2

1
 

b) 







=

43

21
A  








=

−

tz

yx
A 1

� 








43

21
· 









tz

yx
= 








=









++

++

10

01

4343

22

tyzx

tyzx
 

 (1) x+2z=1 
 (2) y+2t=0 
 (3) 3x+4z=0 
 (4) 3y+4t=1 

 (1) x+2z=1 
   x=-2, z=3/2 

 (3) 3x+4z=0 

 (2) y+2t=0 
   y=1, t=-1/2 

 (4) 3y+4t=1 










−

−
=









−

−
=

−

13

24

2

1

2/12/3

121A
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c) 







=

84

21
A  








=

−

tz

yx
A 1

� 








84

21
· 









tz

yx
= 








=









++

++

10

01

8484

22

tyzx

tyzx
 

(1) x+2z=1 

 (2) y+2t=0 

 (3) 4x+8z=0 

 (4) 4y+8t=1 

 (1) x+2z=1 
   no solución 

 (3) 4x+8z=0 

 (2) y+2t=0 
    no solución 

 (4) 4y+8t=1 
 

   Luego la matriz A no tiene inversa, por lo que es una matriz singular .  

6. Resolución de ecuaciones matriciales 

6.1 Definición 

Definición: son ecuaciones algebraicas donde los coeficientes y las incógnitas son 
matrices. 

 

Ejemplos  

(PAU JUN 2004 PRUEBA A, C-4) ���� X·B+B=B
-1

 siendo B= 








−

−

21

12

3

1
 

(PAU SEP 2004 PRUEBA B, C-1)���� P
-1

·B·P=A siendo 
















−

−

=

















−

−=

200

010

001

,

110

101

111

AP  

6.2 Resolución de ecuaciones. 

Tenemos que obtener la matriz incógnita, que generalmente se denota como X, 
despejándola de la igualdad. Para conseguirlo tenemos las siguientes reglas: 

1) Si una matriz está sumando a un lado de la igualdad pasa restando al otro lado 
de la igualdad y al revés. 

X+B=C � X=C-B 

X-B=C � X=C+B 
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2) Si multiplicamos una matriz por la izquierda a un lado de la igualdad también lo 
tenemos que hacer en el otro lado de la igualdad por la izquierda. Igual por la 
derecha. 

A·X=B � A-1·A·X=A-1·B �Id· X=A-1·B � X=A-1·B 

X·A=B � X·A·A-1=B·A-1 � X·Id=B·A-1
� X=B·A-1 

Ejemplo: veamos la resolución de los dos anteriores ejemplos: 

 

(PAU JUN 2004 PRUEBA B, C-4) 

X·B+B=B-1
 →

miembrootroBpasamos X·B=B-1-B  →
− derechalaaBpormosmultiplica 1

X·B·B-1=(B-1-B)·B-1
 

X·Id=(B-1-B)·B-1 � X=B-1· B-1-B· B-1= B-1· B-1-Id 

Calculando B-1 tenemos que B-1= 








21

12
 con lo que X= 









21

12
· 









21

12
- 









10

01
=  

= −








54

45









10

01
= 4

44

44
=

















11

11
 

 

(PAU SEP 2004 PRUEBA B, C-1) 

P-1·B·P=A  →
izquierdalaporPpormosmultiplica P·P-1·B·P=P·A � Id·B·P=A·P �B·P=P·A 

 →
− derechalaporPpormosmultiplica 1

 B·P·P-1=P·A·P-1 �B=P·A·P-1 

Calculando 
















−

−

=
−

111

211

121

3

11P  tenemos que la matriz B buscada es:  

B=
















−

−

















−

−

















−

−

111

211

121

3

1
·

200

010

001

·

110

101

111

= 
















=

















011

101

110

033

303

330

3

1
 

 

Ejercicio 22: Las matrices A tal que A2=A se llaman idelpotentes, calcular las matrices 
idelpotentes de orden 2 









=











++

++
=
















=








=

cb

ba

bcbcab

bcbaba

cb

ba

cb

ba
A

cb

ba
A

22

22
2 ·  













=+

=+

=+

=+

cbc

bbcba

bbcba

aba

22

22

)4(

)3(

)2(

)1(

 � (2) y (3) son iguales b=b(a+c) � caso 1: a=1-c ; caso 2  b=0 
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Caso 1  a=1-c  

Sustituyendo en (1) (1-c)2+b2=(1-c) � b= 2cc −±  

A=














−±

−±−

ccc

ccc
2

21
 ∀ c∈[0,1] (que son los valores de c donde el radicando es 

positivo) 

A1= 













−

−−

ccc

ccc
2

21
, A2= 














−−

−−−

ccc

ccc
2

21
 

 

Caso 2 b=0 

Sustituyendo en (1) � a2=a  a= 0,1  

Sustituyendo en (4) � c2=c c=1,0 

Esto nos genera 4 soluciones: 

A3= 








00

00
, A4= 









10

01
, A5= 









10

00
, A6= 









00

01
 

 

Ejercicio 23. Sea A la matriz � 0 �1 �2�1 0 �21 1 3 �. Calcular k tal que se cumpla la 

siguiente igualdad (A-kId)2=0  

(A-kId)=
















−

−−−

−−−

k

k

k

311

21

21

 

















=
















+−+−+−

−−−

−−−

=

=

















−

−−−

−−−

















−

−−−

−−−

=

















−

−−−

−−−

=−

000

000

000

652222

44122

44221

311

21

21

·

311

21

21

311

21

21

)(

2

2

2

2

2

kkkk

kkk

kkk

k

k

k

k

k

k

k

k

k

kIA

 

Tenemos 9 ecuaciones con una incógnita, todas las ecuaciones tienen una solución 
común k=1. Si la solución fuera distinta en alguna otra ecuación no tendría solución 
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Ejercicio 24. Calcular la matriz X, en la ecuación matricial B(2A+Id)=AXA+B  siendo 

A=� 3 �3 �1�4 1 �12 0 1 � y B=� 1 �1 2�1 0 10 �1 1� 

B(2A+Id)=AXA+B  →
miembrootroBpasamos  B(2A+Id)-B=AXA�2BA=AXA 

 →
− izquierdaporApormosmultiplica 1

2A-1BA= A-1AXA� 2A-1BA = XA  →
− derechalaporAmosmultiplica 1

  

2A-1BA A-1= XAA-1
� 2A-1B = X 

Calculando A-1 (tema siguiente) 
















−−−

=
−

542

752

321
1A  

X=2A-1B=2·
















−

−

−

















−−− 110

101

211

·

542

752

321

=
















−

−−

−−

=

















−

−−

−−

1372

1693

741

·2

26144

32186

1482

 

 

Ejercicio 25. Prueba que A2-A-2I=0 siendo A=�0 1 11 0 11 1 0�. Calcula A-1 a partir de la 

anterior igualdad: 

















=

































=

211

121

112

011

101

110

·

011

101

110
2A  

A2-A-2Id= 
















211

121

112

- 
















011

101

110

-2 
















100

010

001

= 
















000

000

000

 

A2-A-2Id=0 � A2-A=2Id � A(A-Id)=2Id � A
2

Id)-(A
=Id � A-1=

2

Id)-(A
 

A-1=
















−

−

−

111

111

111

2

1
 

 

 

Ejercicio 26. Si A y B son dos matrices diagonales de orden 2 demuestra que A·B=B·A. 
Hallar las matrices diagonales que cumplan A2=Id 
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a) 







=

y

x
A

0

0
, B= 









t

z

0

0
 � A·B= 









yt

xz

0

0
, B·A= 









yt

xz

0

0
 

b) 








y

x

0

0
· 









y

x

0

0
= 








=











10

01

0

0
2

2

y

x
� x2=1, y2=1 �x= 1± , y= 1±  

Luego hay 4 soluciones: A1= 








10

01
, A2= 







−

10

01
,A3= 









−10

01
,A4= 









−

−

10

01
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ejercicios PAU: 

 



Unidad 8. Matrices 

 

 

 181

Junio 2004.Prueba B 

C-4-Dada la matriz B=
�
� � 2 �1�1 2 � hállese una matriz X que verifique la ecuación XB+B=B-1. 

X·B+B=B-1
 →

miembrootroBpasamos X·B=B-1-B  →
− derechalaaBpormosmultiplica 1

X·B·B-1=(B-1-B)·B-1
 

X·Id=(B-1-B)·B-1 � X=B-1· B-1-B· B-1= B-1· B-1-Id 

Calculando B-1 tenemos que B-1= 








21

12
 con lo que X= 









21

12
· 









21

12
- 









10

01
=  

= −








54

45









10

01
= 4

44

44
=

















11

11
 

 Septiembre 2004. Prueba B  

C-1) Dadas las matrices  � � � 1 1 1�1 0 10 �1 1�    y    A=��1 0 00 �1 00 0 2�, hállese la matriz B  

sabiendo que P-1BP=A.                                                                                                                      

 

P-1·B·P=A  →
izquierdalaporPpormosmultiplica P·P-1·B·P=P·A � Id·B·P=A·P �B·P=P·A 

 →
− derechalaporPpormosmultiplica 1

 B·P·P-1=P·A·P-1 �B=P·A·P-1 

Calculando 
















−

−

=
−

111

211

121

3

11P  tenemos que la matriz B buscada es:  

B=
















−

−

















−

−

















−

−

111

211

121

3

1
·

200

010

001

·

110

101

111
= 

















033

103

530

3

1  

 

Junio 2005. Prueba B  

C-1.- Dadas las matrices A=�1 0 01 0 01 0 0�, C=�1 0 02 1 03 2 2�, hállense las matrices X que 

satisfacen XC+A=C+A2. 

XC+A=C+A2    siendo A=
















001

001

001

 y C=
















223

012

001

 

XC+A=C+A2  →
miembrootroalApasamos  XC=C+A2-A  →

− derechalaporCpormosmultiplica 1

  

XC·C-1=(C+A2-A)·C-1 �X=(C+A2-A)·C-1 � X=Id+(A2-A)·C-1 
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Calculemos A2=
















001

001

001

·
















001

001

001

=
















001

001

001

=A. Luego sustituyendo A2=A en la 

ecuación matricial tenemos: 

X=Id+(A-A)·C-1=Id 

 

Junio 2006. Prueba A  

C-1- Hállense las  matrices A cuadradas de orden 2, que verifican la igualdad: 

A�1 01 1� � �1 01 1� � � 
A· A·

11

01

11

01








=








 � es equivalente a ver las matrices que conmutan con 









11

01
 

Por resolución de ecuaciones no podemos obtenerla, ya que no podemos despejar A, ya 
que para eliminarla del primer miembro deberíamos multiplicar por A-1, pero entonces 
tendríamos A y A-1 en el segundo miembro.  

Para solucionar esto definamos la matriz A como A= 








tz

yx
. Así la igualdad es de la 

siguiente:  










tz

yx
· 









11

01
= 









11

01
· 









tz

yx
 � =









+

+

ttz

yyx









++ tyzx

yx
� 

(1) x+y=x     � y=0 

(2) y=y  

(3) z+t=x+z   �t=x 

(4)y+t=t        �y=0 

Luego A será toda matriz A= 








xz

x 0
 ∀x,z∈R. 

Comprobación: 










xz

x 0
· 









11

01
= 









+ xzx

x 0
 










11

01
· 









xz

x 0
= 









+ xzx

x 0
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Junio 2006. Prueba B 

C-1.- Dadas las matrices P=� 1 1 0�1 0 1�1 �1 1� y A=��1 0 00 �1 00 0 2�, hállese 

razonadamente la matriz B  sabiendo que BP=A.     

 

B·P=A   �  B·P·P-1= A·P-1   �  B= A·P-1 

Calculando P-1(tema siguiente): P-1=
















−

−

101

110

111

.  

Entonces B=
















−

−

200

010

001

·
















−

−

101

110

111

=
















−

−−

202

110

111

 

 

Septiembre 2007. Prueba A 

C-1.- Sean X una matriz 2x2, I  la matriz identidad 2x2 y B=�2 10 1�. Hallar X  sabiendo 

que BX+B=B2
+I. 

IBBBX +=+
2  � BIBBX −+=

2
� ( )BIBBBXB −+=

−− 211 )·( �

BBBBBX 1121 −−−
−+=  � IBBX −+=

−1  

Calculando B-1= 






 −

20

11

2

1
 � X= 









20

13

2

1
 

 

Junio 2008. Prueba A 

C-3.- Sean B=�5 33 2� y C=�13 88 5�
 
calcular A sabiendo A2=B y A3=C 

Veamos lo difícil que sería resolver el sistema de la siguiente forma 









=

tz

yx
A � =











++

++
=
















=

2

2
2 ·

tzyztxz

ytxyyzx

tz

yx

tz

yx
A 









23

35
 

=










++++++

++++++
=



















++

++
=

3222

2223

2

2
3 ·

tzytyztxyzztyzxztzx

ytxytzyyxyztxyzxyzx

tz

yx

tzyztxz

ytxyyzx
A 









58

813
 

… 

 

 

Tendremos que pensar en una forma más sencilla para encontrar la matriz A:  
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Si B=A2 y C=A3, entonces se cumple que C=A2·A=B·A 

 C=B·A � B-1·C=A  

Calculando B-1= 








−

−

53

32
 � A= 









−

−

53

32
· 









58

813
= 









3455

5589

 

 


