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TEMA1: CALCULO MATRICIAL

1.1.-DEFINICION DE MATRIZ

Una matriz de dimension mxn es un cuadro de numeros reales dispuestos en m filas y n columnas.
Ese cuadro se mete entre paréntesis y se le designa con una letra mayuscula.

= Ejemplo
A=|3 6 es una matriz 2x3 (6 numeros dispuestos en 2 filas y 3 columnas)
J2 4 -8
o 1 -1
B=| 2 2 3| esunamatriz3x3
-6 -3 12
2 5
C= S13 4 es una matriz 4X2
m 6
0 O

1.2.- ELEMENTOS DE UNA MATRIZ. NOTACIONES

Cada numero que forma parte de una matriz es un elemento de esa matriz. Para identificarlos, y asi
distinguir uno de otro, cada elemento de una matriz se simboliza con la misma letra de la matriz,
pero minuscula, seguida de dos subindices tales que el primero indica la fila que ocupa el elemento y
el segundo indica la columna:

Columna j
e l M
Filai ——> aij
- J

= Ejemplo
6
En la matriz C= [2

-3
1
c1=6 Ci= -3 Ci3= 1 C21=2 Co=1 Cx= 4

1
4} tendremos que:

A menudo tenemos que referirnos a una matriz A de dimensibn mxn genérica, no a una en
particular. Lo haremos de dos formas:

= A= (aij )mxn si no necesitamos escribirla desarrollada

= Si por cualquier circunstancia necesitamos escribirla desarrollada, lo haremos asi:
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dqq  dg
dyq ap
a a
A | 831 32
am1 am2

Am3

amn

Cada fila de una matriz la simbolizaremos con la misma letra que la matriz seguida de un subindice
que indique el numero de fila. Cada columna la simbolizaremos con la misma letra que la matriz
seguida de un superindice que indique el numero de la columna. Por ejemplo si

o

Il
D W O,
D O N
o N

1.3.-TIPOS DE MATRICES

o N B

B,=(3 9 7 2)eslasegunda fila de la matriz B

es la tercera columna de la matriz B

Atendiendo al numero de filas y columnas las matrices pueden ser:

*Rectangulares: Si el numero de filas es distinto del numero de columnas. Cuando una matriz esta
formada por una sola fila y varias columnas se dice que es una matriz fila. Si esta formada por una
columna y varias filas se dice que es una matriz columna

=Cuadradas: si el niumero de filas es igual al nUmero de columnas. En estas matrices, aparte de
sus filas y columnas, también son importantes sus diagonales:

r
a1 a2 a3
azq =h2) az3
asq as2 ass
g

diagonal secundaria

diagonal principal
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Dentro de las matrices cuadradas, podemos distinguir los siguientes tipos:
= Matriz triangular: Si por encima ( o por debajo) de la diagonal principal todos los
elementos valen 0.
F Ejemplo

500 9 0 4
T=|3 2 0 V=0 0 1
4 4 1 0 0 2

= Matriz diagonal: Si los elementos que no estan en la diagonal principal son todos cero.

F Ejemplo
2 00O
400 0 3 00
L=/0 4 O H= 0000
0 0 1
0 0 0 5

= Matriz Identidad: es una matriz diagonal cuya diagonal principal esta constituida por
unos. Son matrices importantes en el calculo matricial. La matriz identidad de orden n (es
decir, nxn) se simboliza por |, . Asi

10

10 100 0 1

IZZ(O 1} |3= O 1 0 |4= 0 O
0 0 1

= Matriz simétrica: Si los elementos simétricos respecto de la diagonal principal son

iguales, es decir , si a;=a;; .
= Ejemplo

S=

o W N
o b~ W
- O 0o

1.4 _MATRIZ NULA
Se llama asi a una matriz cuyos elementos valen todos O .
= Ejemplo

— (000
O-=
(ooo]

1.5.-TRASPUESTA DE UNA MATRIZ

Si A es una matriz mxn, la matriz traspuesta de A es la matriz nxm cuyas sucesivas filas son
las sucesivas columnas de A. Es decir, para obtener la traspuesta de una matriz se intercambian las
filas por las columnas. La traspuesta de una matriz A se simboliza por A" .

5 Ejemplo
4 6

A=|-1 3 :>AT=(4 -1 OJ
0 9 6 3 9
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Si la matriz es simétrica entonces coincide con su traspuesta:

2 1 4 2 1 4
S=[{16 7|= S"=[1 6 7|=S
479 47 9

1.6.-IGUALDAD DE MATRICES

Dos matrices son iguales si tienen la misma dimension y los elementos homélogos (los que ocu-
pan la misma posicién en ambas matrices) son iguales
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TEMA 2: OPERACIONES CON MATRICES

2.1.-SUMA DE MATRICES

Supongamos que nos dan la siguiente informacion:
En un Instituto el numero de alumnos repetidores se distribuyen del modo indicado en la siguiente
tabla:

1° ciclo de ESO 2° ciclo de ESO Bachilerato
Mujeres 15 19 12
Hombres 24 26 17
Y los no repetidores del siguiente:
1° ciclo de ESO 2° ciclo de ESO Bachilerato
Mujeres 95 182 146
Hombres 63 101 94
En consecuencia la totalidad del alumnado del Instituto se distribuye del modo siguiente:
1° ciclo de ESO 2° ciclo de ESO Bachilerato
Mujeres 110 201 158
Hombres 87 127 111

Si identificamos cada tabla como una matriz tendriamos:
_ (15 19 12) p_ [95 182 146J T [15+95 19+182 12+146J
24 26 17 63 101 94 24+63 26+101 17+94
de modo que T seria la suma de las matrices Ry P.

110 201 158
87 127 111

Generalizando lo anterior deducimos como se realiza la suma de dos matrices:
¥ Condicion: Para sumar dos matrices han de tener la misma dimensién
Y Regla: Se suma cada elemento de la 12 matriz con su homoélogo de la 2% matriz

= Ejemplo
3 -1 4 2 7 1
4 1/2|+|1/5 7 |=|21/5 15/2
-6 3 2 -9 -4 -6

Las propiedades de la suma de matrices son:
1)Conmutativa: A+B=B+A
2)Asociativa: (A+B)+C=A+(B+C)
3)Elemento Neutro: Las matrices nulas son neutras para la suma, es decir, si a una matriz A le
sumamos la matriz nula obtenemos A:

A+O=0+A=A
= Ejemplo

371+ooo_371
2551000 (255

4)Existencia de elementos opuestos: Si se cambia de signo cada elemento de una matriz A
obtenemos otra matriz , llamada opuesta de A y simbolizada por -A, que sumada con A da

la matriz nula: A +(-A)=0
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& Ejiemplo

4 -7
Si Az(2 SJ entonces su opuesta es —Az(

comprobar A +(-A)=0

7
SJ y como facilmente se puede

2.2.-PRODUCTO DE UN NUMERO POR UNA MATRIZ
Para multiplicar un numero por una matriz se multiplica dicho nimero por cada elemento de la

matriz.
5 Ejemplo

2 1

Si A=|4 2/3 6
0 2 3

8

~4 20

entonces 4A=|16 8/3 24

0

12

Las propiedades de esta operacién son:
1) pA+qA=(p+q)A siendo p y g numeros reales y A una matriz (P. ej.: 7A+5A=12A)

2) p(A+B)=pA+pB siendo p un nimero y A y B matrices de la misma dimension
(P. ej.: 3(A+B)=3A+3B)
3) p(gA)=(pq)A siendo py q numeros reales y A una matriz (P. ej.: 7(5A)=35A)

2.3.-PRODUCTO DE MATRICES
Supongamos que nos dan la siguiente informacion:
Una fabrica utiliza dos tipos de cereales Ay B con las propiedades que figuran en la siguiente tabla:

Cereal A Cereal B
Grs de Proteinas por KG de cereal 4 12
Grs de Hidratos por KG de cereal 20 16
Grs de Grasas por KG de cereal 3 1

Con estos cereales fabrica 3 productos P, Q y R

prporciones indicadas en la siguiente tabla:

, combinadolos en bolsas de 6 Kgs en las

Bolsa de P Bolsa de Q Bolsa de R
Kgs de cereal A 5 3 2
Kgs de cereal B 1 3 4

Con los anteriores datos podemos calcular los gramos de Proteinas, Hidratos y Grasas que contiene
cada bolsa de cada uno de los productos:

Bolsa de P Bolsa de Q Bolsa de R
Aportados | Aportados | Aportados | Aportados | Aportados | Aportados
por A por B por A por B por A por B
Grs de Proteinas 4-5 121 4-3 12-3 4-2 12-4
Grs de Hidratos 20-5 16-1 20-3 16-3 20-2 16-4
Grs de Grasas 35 11 3-3 1-3 32 1-4
Con lo que obtenemos:
Bolsa de P Bolsa de Q Bolsa de R
Grs de Proteinas 4-5+12-1 4-3+12-3 4-2+12-4
Grs de Hidratos 20-5+16-1 20-3+16-3 20-2+16-4
Grs de Grasas 3-5+11 3-3+1-3 3-2+14
Si identificamos cada tabla como una matriz tendriamos:
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4 12
Matriz de valores nutricionales de los cereales: N=|20 16
3 1

5 3 2
Matriz de composicion de las bolsas: C :(1 3 4}

Matriz de valores nutricionales de las bolsas de productos:
4-5+121 43+123 42+124 32 48 56

B=[20-5+16-1 20-3+16-:3 20-2+164|=|116 108 104
3-5+11 3:3+1-3 3-2+1-4 16 12 10

Observemos que para obtener las propiedades alimentarias de las bolsas hemos multiplicado las
valores nutricionales de cada cereal por las cantidades de cereales empleados en cada bolsa. Es
decir, que en términos de matrices hemos multiplicado N por C dando como resultado B:

4 12 5 3 9 4-5+121 4-3+12:3 4-2+124 32 48 56
N-C=/20 16 ( J= 20-5+16:1 20-3+16:3 20-:2+16:4|={116 108 104 (=B

3 1 35+11 3:3+1-3 3:2+14 16 12 10

Observando lo realizado deducimos como se realiza el producto de dos matrices:
¥ Condicion: Para multiplicar dos matrices el numero de columnas de la 12 ha de ser igual
al numero de filas de la segunda

A - B
mx[n]=[n]xs

YRegla:
1) Dimensién del producto: La matriz producto tiene tantas filas como el primer
factor y tantas columnas como el segundo:

- AB

A . B
mx[n]=[n] xs mxs

2) Elementos del producto: El elemento que en la matriz producto ocupa lafilaiy la
columna j se obtiene multiplicando la fila i del primer factor por la columna j del 2°

factor
/811 dq2 R a1n\ /b‘]'] RN b1i- R b1s\ / .. e . \
b21... bz].... sz e - .
AB= |an as ... @n || ..o b |= |, . AB . .. 1->FiaideAB
am1 am2 PP amn bn‘]. .. bnj - bns cee s e
Filaide A: A; Columna j de B: B Columna j de AB

¢, Cémo se hace el producto de la fila A por la columna B’ 2. Como ambas estan formadas por n
elementos (debido a la condicion de que el numero de columnas de A ha de ser igual al nimero de
filas de B) se multiplica cada elemento de la fila por el homélogo de la columna y se suman estos
productos, es decir:
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| b3
AB'=(ai1 ap as - - - ap)| © |=ajbyj+ajbyj +aj3bzj +----+ajnby
Asi pues, la matriz producto sera la siguiente:
e )
AB' ABZ AB®----- A.BS Fila i del producto:
AB" AB? AB3----- A,BS Se obtiene mul-

............................................ tlp|icand0 Ia fila i de A por Ias su-

AB= | e cesivas columnas de B
AB' AB? AB®--- - ABST

A.B'A,B> A.B®---- ABS

~

= Ejemplo

2 1 4Y4 9 24413141 2911(-6)+45 ) (15 32
3 5 -2|3 -6|=34+53+(-2)1 3-9+5(-6)+(-2)5|=|25 -13
17 81 5/ |(-1)4+73+81 (-1)9+7(-6)+85) (25 —11

3x[3]=1[3] x2 3x2
= EJERCICIOS
2.1.-Siendo A= 3 2 B= 0 5 calcular:
1 -4 -3 6
a)3A b)A-2B  c)AB  d) A? (esdecir AA) e) (2A+B)(A-3B) f) AA+4AB-BB
1 0 1 11 2
2.2.-Siendo A=|0 1 2| B=|2 1 -1]| calcular AB-(2A+3B)T+BA
1 -10 10 2

El producto de matrices tiene las siguientes propiedades:
1) No es conmutativa:
- SiAes 2x3 y B es 3x5 el producto AB seria 2x5 , pero BA no existe
- SiAes2x3yB es 3x2 entonces AB es 2x2 y BA es 3x3 y por tanto AB-BA
- Si ABy BA tienen la misma dimensién tampoco tienen por que ser iguales, como
podemos observar en el siguiente

= Ejemplo
A 10 B=2 4:> 2 4 =AB¢BA=1O 12
2 3 3 2 13 14 7 6
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2) Es asociativo : (AB)C=A(BC)

3) Es distributivo respecto a la suma: (A+B)C=AC+BC y C(A+B)=CA+CB

4) Elemento neutro: Las matrices I, son neutras para el producto , es decir, si se puede
efectuar el producto de A por una matriz I, lo que se obtiene es A.

5) Para que el producto de dos matrices de la matriz O no hace falta que una de ellas sea

O (es decir, existen divisores de cero)

=® EJERCICIOS

3 1 -1 4 5 0
2.3.-Siendo A = B = C= comprueba:
-2 1 0 2 -2 1

a) AB=BA (no conmutatividad)

b) A(BC)=(AB)C (asociatividad)

c) BA+BC=B(A+C) (distributiva)

d) L,A=A ; Bl,=B (elemento neutro)

2.4.-Siendo A y B las matrices del ejercicio anterior comprueba que con matrices no son ciertas las siguientes
igualdades gque Si Io son con numeros). ¢ Cual es la razén?:
a) (A+B)* =A*+B? +2AB
J 1 3)T

b) (A+B)(A- 2 =A?-B?

2.5.- Calcula (
4 6 —
(2 3] comprueba que AB=0

c) (AB)*=A’B
[
1

)
2e-semion- [ 2] s
]

27.-Si A= (0 ¢ Cuanto vale (A-l,)?
10 1
2.8.-Siendo C=|0 0 0] calcula C’y C* ;Cuanto valdra C"?
10 1
3 1
2.9.-Comprueba con las matrices A[l f _03j B=|1 1 | que la traspuesta de un producto es igual al
0 -2

producto de las traspuestas en orden inverso, es decir, que (AB)'=B'A’

2.10.-Una familia puede adquirir libretas, lapices y gomas en dos establecimientos X e Y. Los precios de este
material en dichos establecimientos son los dados en el siguiente cuadro:

Libretas Lapices Gomas
Establecimiento X 2€ 0.6 € 0.3€
Establecimiento Y 25€ 04€ 0.2€

Las necesidades de material se recogen en el cuadro siguiente:

Libretas Lapices Gomas
Hijo 1 8 3 2
Hijo 2 4 4 3

Mediante calculo matricial determinar cuanto cuesta equipar a cada hijo en cada uno de los establecimientos

3 1 b 8 6
2.11.- Si a = ¢, Cuanto valen a,b,c y d?
0 4)\c d 0 -4

4 2 1 2
212.-Si A :( 1 6) B= [2 3J hallar una matriz X tal que 2X-3A=4B

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales (2° Bachillerato)
José Luis Diaz Leyes -15 -



3A-2B = 21
0 4

ArB=| % °
8 -2

1 3 1
2.14.-; Cuénto han de valer x e y para que (x y)( j = (3 2)[ y j

2.13.- Determinar que matrices A y B cumplen

-1 2 x -1
5 -4 2
2.15.-Siendo A=| 2 -1 1 | comprueba que 2A-A’=l,
-4 4 -1

11
2.16.-;,Como son las matrices H que conmutan con A = (O J, es decir, que AH=HA?

— k O
2.17.-; Para que valores de k se cumple que M2 —%M +1l, =0 siendo M = (0 2)
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TEMA 3: LA MATRIZ INVERSA

3.1.-DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA DE ORDEN 2 (DETERMINANTE DE
ORDEN 2)

a a
Sea A= [ R 12) . Se llama determinante de A al siguiente nimero:

a1 4dpp
a1 a2
A= =aqqag —apayq
|| dpq 4dpy
= Eiemplo
4 -3
=4-6-(-3)5=39
5 6

3.2.-DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA DE ORDEN 3 (DETERMINANTE DE
ORDEN 3)
ayr a2 a3
Sea A=|apqs ayy ayz | .Definimos:

asz1 az2 4ass
A)Menor complementario del elemento a;

Es el determinante de la matriz de orden 2 que resulta al eliminar la fila i y la columna j en que
esta el elemento a; . Se simboliza por Dj;

= Ejemplo
En la siguiente matriz el menor complementario del elemento a,; sera:
7 r3 5 3 5
8 2 6 - D21=‘9 4‘=3-4—5-9=-33

09 4

B)Adjunto del elemento a;;
El adjunto del elemento a; , simbolizado por A, es:

A =(-1)"D;

Puesto que (-1)* es un + 6 un -, resulta que el adjunto es el menor complementario o su opuesto
,dependiendo de la posicion del elemento. En el siguiente esquema figuran los signos que se han de
anteponer a los menores para obtener los adjuntos:

+ - +
- 4 -
+ - +
= Ejemplo
3 5 1
2 4 6| — A13=‘2 4‘:—12 ; A32=—‘3 1‘:—(3-6—1-2):—16
7 8 0 7 8 2 6

NOTA: Estas definiciones también son vélidas para las matrices de orden 2. Asi por ejemplo en:
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6 2
[7 gj - D11 = 9;D12 :7;D21 = 2, D22 =6

+ —
Los signos para obtener los adjuntos son este caso : [ J

-+
Y por ello los adjuntos seran : Ajq1=9;A, =—7;Ay1 =-2;A,, =6

Una vez definidos estos conceptos, estamos en condiciones de definir el determinante de orden 3 de
la siguiente manera:

C) Determinante de orden 3
Un determinante de orden 3 es igual a la suma de los productos de los elementos de una fila
cualquiera ( o de una columna cualquiera) por sus adjuntos.

= Ejemplo
> 21 7 6 4 6 4 7
4 7 6|=5 +2 - +1 (desarrollo por la 12 fila) = — 82
9 8 3 8 3 9 3 9 8

5 1

P
9 3) 9 3

]n

NOTA: Para simplificar los célculos elegiremos la fila o columna que contenga mas ceros

5 1
+ 8[— ‘4 GD (desarrollo por la 22 columna) = — 82

Aplicando lo anterior a un determinante genérico de orden 3 resulta:

aq1 a2 a3

a1 Qapz apz|=4a4qqazasgz +aqpaz3a3q +a43a21832—a13dap2a31 —a42821433 —a11323832

d31 asz2 ass
Como observamos se obtienen 6 productos de 3 elementos (3 que suman y 3 que restan) . Una regla
para recordar cuales son estos 6 productos es la lamada Regla de Sarrus :

Productos que suman Productos que restan
. di2 a3 a1 a2 .
a1 . a3 aqq . a3
dqq a2 . . di2 a3

Asi, aplicando esta regla, el anterior determinante que obtuvimos desarrollando por una linea lo
podemos calcular del siguiente modo:

2 -5 1
4 6 -7|=2-6-8+(-5)(-7)-3+ 4(-9)-1-16-3-(-5)-4-8-(-7)(-9)-2=
3 -9 8
=96+105-36-18 +160-126 =177
a® EJERCICIOS
2 3 -5 5 11 3 11 1T m 1
31.-Calcula: 0 1 2|; 1 2 1; 0 0 4; 2 1 3
37 0 212 237 |4 0 2
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. m
3.2.- Resuelve las ecuaciones:

3.3.-MATRIZ INVERSA DE UNA MATRIZ CUADRADA
Sea A una matriz cuadrada. La inversa de A es, si existe, la matriz (que simbolizamos por A™ )
que verifica:
AAT=ATA=,
Tenemos por tanto dos cuestiones planteadas:

A)¢ Qué matrices tienen matriz inversa?
Sélo tienen inversa las matrices cuyo determinante es distinto de cero.
= Ejemplo

Sea A :(2
5

-3
] . Como
7

-3
7 ‘ =2-7-(-3)56=29+0 , Atiene inversa

B)¢; Como se calcula la inversa cuando existe?
Hay dos procedimientos:

B1) Por adjuntos
A1 -1 agja)T

A
siendo adjA la matriz adjunta, es decir, la matriz que resulta al sustituir en A cada
elemento por su adjunto.
= Ejemplo

Por ejemplo: Sea A =

120
3 1 1|.Setiene que
2 4 2
1 1 3 1
|A|:1‘ +2H D:_m

4 2 2 2
1 1‘ ‘3 1‘ 3 1‘
2o b 1Al 28
adjA =| - - =l-4 2 0
4 2 2 2 2 4 > 1 _5
20 1o |12 T
11 B 1 3 1
-2 -4 2
@diA)T =|-4 2 -1
10 0 -5
1 1 -2 -4 2) (02 04 -02
Portanto:A—1=K(ao|jA)T=W -4 2 -1|=/04 -02 0.1
A 10 0 -5) (-1 0 05

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales (2° Bachillerato)
José Luis Diaz Leyes -19 -



Transformaciones de Gauss:

a)Multiplicar (o dividir) una fila por un numero
distinto de 0

b)Sumar ( o restar) a un multiplo de una fila un

multiplo de otra

B2) Método de Gauss

A In & . In A’
& Ejiemplo
Sea A=[3 7}
2 5
3 711 0| F.3 1 7/3 13 0 1 7/3 1/3 0
2 5|0 1 2 5 0 1 | Fy-2F, 0 1/3 -2/3 1
1 7/3 1/3 0 |F4-(7/3)F2 1 0 5 -7
e
3F, 0 1 -2 3 0 1 -2 3

5 -7
Por tanto A_1 =
-2 3

=® EJERCICIOS

3.3..-¢ Para que valores de K tiene inversa la matriz
k 0 1

k
a) A:(g 4} B=|0 2 0
9 0 k

3.4.-ECUACIONES MATRICIALES
Son ecuaciones en las que la incognita y los coeficientes son matrices. Se resuelven por el mismo
procedimiento que las ecuaciones numéricas pero teniendo siempre en cuenta que el producto de
matrices no es conmutativo (y por tanto en ningun caso se puede alterar el orden de los factores)
Como en las ecuaciones numéricas dejaremos en un miembro los términos que contienen la X y
en el otro los que no la contienen. Después de operar, la expresion adquirira una de las tres formas
siguientes:
1) AX=H = A'AX=A"H = I.X=A"H = X=A"H
2) XA=H = XAA'=HA"= X|,=HA"' = X=HA"
3) AXB=H= A'AXBB"'= A'HB"'=|Xl,= A'HB" = X= A'HB"

=® EJERCICIOS

3.4.-Resolver las siguientes ecuaciones matriciales:
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3.4.1.-XA=B siendoA:F 3} 32(5 ‘2]

25 3 -8
3.4.2.-AX+B=C siendo Az(1 Sj B:(2 3 1J C:(O ! ZJ
1 4 -2 0 4 2 1 4
2 1 3 3
3.4.3.-XA-B=C siendo A=[_1 3) B=/0 -1 C=|1 1
-1 2 3 0 2

w
N

1
3.4.4.-AX+B=CX siendo A = 4 ZJ B:(2 OJ Cz[3 1)

3.4.5.- AX+B=X siendo A=C’1 1J B=(3 2 _U

1 1
3.4.6.- XA-2B=3X siendo A:(g ::] B=|1 0
2 1

1 1
3.4.7.- AXB=C siendo AzG ;j B=(0 1
1 2

1
3.4.8.- ABX=C siendo A = -2 -1 B=|2 0| C= 4
1 0 1 2

110
3.4.9.-AX-A=13-AX siendo A=|0 1 2
10 1

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales (2° Bachillerato)
José Luis Diaz Leyes



TEMA 4: SISTEMAS DE ECUACIONES

4.1.-ECUACION LINEAL

Se llama ecuacion lineal con n incognitas Xj, X2, X3,-2ucuax.. , Xn a una expresion de la forma:
aXq+tagXgtagXat e +anXn =b  (ec. )
donde aj, az, as, ..... , @, Son numeros que se llaman coeficientes de las incognitas y b también es
un numero que se llama término independiente.
= Ejemplo

2x1-5xx+x3+%2 X4=8 es una ecuacion linal con 4 incognitas en la que los
coeficientes de x4, Xo, X3, X4 sOn 2, -5, 1 y %% respectivamente . El término
independiente es 8

NOTA: Cuando hay menos de 4 incognitas es usual designarlas con las letras x , y, z

Una solucion de la (ec. ) son n nUMEros $Si, S2, S3yeceeens , Sn(uno por cada incégnita) que al
sustituirlos en la ecuacion por las correspondientes incognitas cumplen la igualdad, es decir, tales
que:

a1S1+3232+a353+ ............ +ansn = b

= Ejemplo
x=2 ,y=4 , z=-2 es una solucion de la ecuacién x+y-2z=10 pues 2+4-2(-2)=10

4.2.-SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES
Se llama sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas a un conjunto de expresiones de la

forma:
(1aec) aq1Xq +aq2Xo +a93X3 +----+a1nXp =b1
(2aec) Ao1Xq +aooXo +aAp3X3 +----+aAoynXp =b2
................................................. (sistl)

(m?ec) am1Xq1 +am2X2 +8m3X3 +--- - +FamnXn =bm

en donde las a;; son numeros reales llamados coeficientes de las incognitas : aj; es el coeficiente de
x; en la i? ecuacion. Los b; son también nimeros reales llamados términos independientes : b; es el
término independiente de la i# ecuacion.

= Ejemplo

2x-3y+5z=7

« 87 _ 1} es un sistema de 2 ecuaciones con tres incdgnitas x, y, z. En él se
2

tiene que a4=2 , a,=-3, a13=5, by=7, a1=1, a,,=0 (pues si una incoégnita no aparece
es que tiene coeficiente nulo) ax;=-8, b,=1/2

Una solucién del (sist [) son n NnUMeros $1,S2,....... ,Sn (UNo por cada incognita) que sustituidos
por las correspondientes incognitas cumplen todas las igualdades.
= Ejemplo
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x=1 y=2 es una solucion del sistema

21+2=4
1-2=-1

4
} puesto que
X—y=-1

4.3.-CLASIFICACION DE LOS SISTEMAS

Atendiendo al numero de soluciones un sistema puede ser:

INCOMPATIBLE: No tiene solucion . Por ejemplo

’

\ COMPATIBLE : Tiene solucion <

x=1,y=4;...

X+y+z=5
2x+2y+2z=5

( DETERMINADO: Una unica solucion

+y=3

) X
Por ejemplo:

} Sol: x=2 , y=1 unica

INDETERMINADO: Mas de una solucion (infinitas)

. X+y=5
Por ejemplo: Sol: x=0,y=5 ;
2x+2y =10

4.4.-EXPRESION MATRICIAL DE UN SISTEMA

Asociadas al (sistl) hay tres matrices:

a1 ag
a1 a
a) Matriz de coeficientes: A =
am1 am2
b
b
b) Matriz de términos independientes B=| -
bm
X1
X2
¢) Matriz de incégnitas X =
Xn

A1n
aon

Amn

De forma que el sistema se puede escribir en forma matricial como AX=B

= Ejemplo
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Sea el sistema 2x—3y +5z = 8}

X+7y—-4z=9
X
2 -3 5 2x-3y+5 8
Se tiene que AX = y|= Xy Z; B=
1 7 -4 . X+7y—-4z 9
2x-3y+5z=8
Y portanto AX=B< Xmoywez
X+7y—-4z=9

4.5.-SISTEMAS EQUIVALENTES

Dos sistemas se dice que son equivalentes cuando toda soluciéon de uno es también solucion del
otro, es decir, cuando tienen exactamente las mismas soluciones.

Si en un sistema sometemos sus ecuaciones a una o varias de las siguientes transformaciones,
llamadas transformaciones de Gauss, resulta un sistema equivalente:

G1) Multiplicar ( o dividir ) una ecuacién por un numero distinto de 0

G2) Sumar ( o restar) a un multiplo de una ecuacion un multiplo de otra

4.6.-RESOLUCION DE UN SISTEMA: METODO DE GAUSS

El método de Gauss consiste en someter el sistema a una o varias transformaciones de Gauss
hasta conseguir un sistema equivalente (por tanto con las mismas soluciones) en el que se haya
eliminado la 12 incognita a partir de la 12 ecuacion, la 22 incognita a partir de la 22 ecuacion, la 32
incégnita a partir de la 3% ecuacién y asi sucesivamente.

Al aplicar este método se nos pueden presentar tres casos que veremos con tres ejemplos:

=T Ejemplo 1
2x-y+z=3 2x-y+z=3 2x-y+z=3
X+3y—-z=1 _2EEy 7y —-3z=-1 7y —3z=-1 =3S.I
3x-5y+3z=2| 28332 | 7y 3,- 5| E3+E2 | 0=-6]imposible
= Ejemplo 2
2x+3y=5| ¢, g 2X+3y=5 _)2X+3(_7/13):5_)X=46/13:SCD
X+ 8y =—1 13y = -7 —>y=-7131T
= Ejemplo 3
X—-y+3z=2 X—-y+3z= 2 X—-y+3z=2
2x+y-z=1 \E272E1 | 3y-7z=-3 3y-7z=-3
x—4y+10z=5| —E3E1 ~3y+7z= 3| _E3*E2 0=0 —

7 -2
X-y+3z=2 - x—(gz—1)+3z:2 X:Tz+1 .

7 - 7 (Si damos valores a z

y-7z=-3 | > y=§Z—1 0 yzgz—1

vamos obteniendo soluciones. Pej.: z=0— x=1, y=-1) = S.C.I.
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Observando los anteriores ejemplos, podemos concluir lo siguiente:
Después de aplicar el método de Gauss observamos la ultima ecuacion, pudiendo suceder:

1) Que todos los coeficientes de las incdgnitas sean nulos (es decir, queda 0 en el
primer miembro) pero el término independiente es distinto de cero. Se trata de un
sistema incompatible

2) Que alguna incognita tenga coeficiente no nulo. Entonces caben dos
posibilidades:

2.1) Que el n° de ecuaciones sea igual al n° de incognitas. Se trata de un
sistema compatible determinado

2.2) Que el n° de ecuaciones sea distitnto del n° de incognitas. Se trata de un
sistema compatible indeterminado

=® EJERCICIOS
4.1.-Aplicar el método de Gauss a los siguientes sistemas:

4.1.1) 4.1.2) 4.1.3) 4.1.4) 4.1.5)
3x+2y=8 2X+y+z=2 X+5y+3z=28 4x-2y+4z=7
IX+y+2z=2
2x-y=3 X—-2y+3z=1 3x -2y =-5 Ax+3v+3z<5 X-2y+z=-1
Bx+8y=18| x-Ty+8z=1| 3x+y+2z=14| N TIE" 2x—y+2z=6

4.2.- Aplicar el método de Gauss a los siguientes sistemas:

4.2.1) 4.2.2) 4.2.3) 4.2.4) 4.2.5)

3x—y 0 2x+2y+22_:1164 );+y+z+tt_:§ X—y+22=0 )2(+2y—3z_:i

-Xx-2y+z=0 );+ y+z__1 x;y - t_—5 3x-y-z=0 3x—y—z—_—1

5x+3y—-2z=0 X tz= yrz+i= -X-y+5z=0 Xry-9z=
X+y-z=-4 X +2t=4 Xx-5y+4z=-5

4.3.- Discutir ( es decir, determinar el tipo de sistema) segun los valores de k los siguientes sistemas. Y
resolverlos cuando sean compatibles.

4.31) 4.3.2) 4.3.3) 4.3.4) 4.3.5)
X-y =0 Xx+3y=2 X+2y—-z=1 2x+y=3
X+ky =k+1
kx+y:2k} 3xX+y+kz=0 2x+6y =4 -2X+y+z=3 —-X+2y=1
kx +4z=0 3x+ky =6 -5x+5y+2z=k-3 33X +4y =2k -1
4.3.6)
X +3z=3
3X+y+2z=1
5x+2y+z =k
—-2X-y+z=2

4.4 .- Un individuo invirtié 60000 € en tres empresas y obtuvo un beneficio de 4500 €.Calcular la inversion realizada
en cada empresa, sabiendo que en la empresa A hizo el doble de inversion que en la B y C juntas y que los
beneficios de las empresas fueron del 5% en A , del 10% en B y del 20% en C.

4.5 .- Una empresa tiene tres minas con menas de composiciones:

Mina Niquel(%) cobre(%) Hierro(%
A 1 2 3
B 2 5 7
C 1 3 1

¢ Cuantas toneladas de cada mena deben utilizarse para obtener 7 toneladas de niquel, 18 de cobre y 16 de hie-
rro?
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4.6 .- Los animales de un laboratorio deben mantenerse bajo una dieta estricta. Cada animal recibe 10 grs. de
proteinas y 3 grs. de grasas. Se dispone de dos tipos de alimentos: el tipo A con el 5% de proteinas y el 3% de
grasas y el tipo B con el 10% de proteinas y el 1% de grasas

¢, Cuantos grs. de cada alimento se han de utilizar para obtener la dieta correcta de un Unico animal?

4 7.- Una refineria compra petréleo a dos paises A y B. Comprando 5000 barriles al pais A y 15000 al pais B
resulta un precio medio de 19 délares el barril. Comprando 1000 barriles al pais A y 1000 al pais B el precio medio
es de 18 ddlares el barril.; Cuanto cuesta el barril de crudo de cada pais?

4.8 .- Juan y Pedro invierten 20000 € cada uno. Juan coloca una cantidad A al 4% , una cantidad B al 5% y el resto
al 6% .Pedro invierte la misma cantidad A al 5% , la B al 6% y el resto al 4%. Determinar la cantidad B sabiendo
que Juan obtiene unos intereses de 1050 € y Pedro de 950 €.

4.9.- El dueio de un bar ha comprado refrescos, cerveza y vino por importe de 500 € (sin impuestos) .El valor del
vino es de 60 € menos que el de los refrescos y la cerveza conjuntamente. Teniendo en cuenta que por los refres-
cos debe pagar un IVA del 6% , por la cerveza del 12% y por el vino del 30% el importe total de la factura (con
impuestos) asciende a 592°40 €. Calcular la cantidad invertida en cada tipo de bebida.

4.10.-Una tienda ha vendido 600 ejemplares de un videojuego por un total de 6384 €. El original costaba 12€
pero también han vendido copias , presuntamente defectuosas , con descuentos del 30% y del 40%. Sabiendo
que el numero de copias vendidas fué la mitad del de originales, calcular a cuantas copias se les aplico el 40%
de descuento.

4.11.-En las fiestas de un determinado lugar habia tres espectaculos A,B y C. Un chico fué dos veces a A, una vez
aBy unavezaCygasté 14 €; otro asisti6 tres veces a A y una vez a B y gast6 18 €, y un tercero entr6 una vez
en cada espectaculo y gasté 9 €. ; Cuanto valia la entrada a cada uno de ellos?

4.12.-Una agencia contrata con un cliente 50 viajes a Malaga y 80 a Barcelona por 33050€ pero accede a realizar
un descuento por pronto pago del 20% en los viajes a Malaga y un 10% en los viajes a Barcelona, con lo que sus
ingresos fueron de 28120€ ¢ Cual era el precio de cada viaje?

4.13.-Entre Octubre y Noviembre una agencia despaché 50 billetes de avion a Madrid con un precio medio de
58.8€. Si en Octubre el precio medio fue de 54€ y en Noviembre de 64€ ; Cuantos billetes despaché cada mes?

4.14.-En una tienda por comprar 2 chaquetas y una blusa nos cobran 200€. Si volvemos a la tienda y compramos
una chaqueta , un pantaldn y devolvemos la blusa nos cobran 100€. Si hacemos una tercera visita a la tienda y
compramos 5 chaquetas, un pantalén y una blusa ¢,Cuanto nos cobrarian?

4.15.-Un videoclub esta especializado en peliculas de 3 tipos: infantiles, oeste y terror. Se sabe el 60% de las
peliculas infantiles mas el 50% de las del oeste representan el 30% del total de la peliculas. También que hay 100
peliculas mas del oeste que infantiles y que el 20% de las infantiles mas el 60% de las del oeste mas el 60% de
las de terror representan la mitad del total de peliculas. ¢, De cuantas peliculas dispone el videoclub?

4.16.-A un autobus suben 42 pasajeros. El billete normal vale 10 € y el de jubilado tiene un descuento del 50%
.Van también estudiantes que en nuimero doblan al resto de pasajeros. Billetes de jubilado se despacharon 2
menos que los normales y la recaudacion en taquilla fue de 278 € . ;Qué % de descuento tiene el billete de
estudiante?
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TEMA 5: SISTEMAS DE INECUACIONES LINEALES CON DOS
INCOGNITAS

5.1.-DESIGUALDADES
Cuando dos expresiones se relacionan mediante uno de los simbolos < , <, >, > se obtiene una
desigualdad.
Las desigualdades tiene las siguientes propiedades (las relacionamos en el caso del tipo < ):
1) a<b = a+c<b+c
Esta propiedad es la que permite trasponer términos:
x+ta<m = x+a+(-a)<m-a = x<m-a

a<p

2)
b<q

}:>a+b<p+q

a<b
3) =ka <kb
k>0

a<b
4) K 0} =ka >kb . j Al multiplicar los dos miembros de una desigualdad por un
<

numero negativo, la desigualdad cambia de sentido!

Cuando cambiamos de signo los dos miembros de una desigualdad, los estamos
multiplicando por -1 y en consecuencia la desigualdad cambiara de sentido.
a<b= -a>-b

5.2.-INECUACIONES LINEALES CON DOS INCOGNITAS
Se llama inecuacion lineal con 2 incognitas x e y a cualquiera de las expresiones siguientes:
ax+by<c ax+by<c ax+by>c ax+by>c
donde a, b, ¢ son numeros reales conocidos.
Se llama solucién de una inecuacion de este tipo a cualquier par de numeros s; y s, que al
sustituirlos por las incégnitas cumplen la desigualdad.
= Ejemplo
2x — 5y < 6 es una inecuacioén lineal con 2 incégnitas. Una de sus soluciones es
x=1, y=4 puesto que 2-1-5-4<6.

Veamos como se resuelve una inecuacion de este tipo:
= Ejemplo
Sea x+3y>6 .
1) Despejamoslay : 3y>-x+6 =y > (-1/3)x+2 v
2) Tomamos la igualdad y=(-13)x+2 .
Se trata de la ecuacioén de una recta
3) Dibujamos esta recta

y>(-1/3)x+2

(@2
,f'
M
/

H_\-H_"""—\-._\_\_‘_‘__\_ 6 x

y=(-1/3)x+2

y<(-1/3)x+2
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Dicha recta divide al plano en dos semiplanos: en el superior es y>(-1/3)x+2
y en el inferior es y<(-1/3)x+2.

4) Elegimos el semiplano que se corresponde con la desigualdad obtenida en
el punto 1 . En nuestro ejemplo elegiremos el superior que es el que
corresponde a y>(-1/3)x+2 . Las coordenadas de cada punto de dicho
semiplano constituyen una solucién de la inecuacién

5.3.-SISTEMAS DE INECUACIONES LINEALES CON 2 INCOGNITAS

Varias inecuaciones lineales con 2 incégnitas constituyen un sistema de inecuaciones. Una
solucion del sistema seran 2 numeros sy s, que sustituidos por las incognitas cumplan todas las
desigualdades.

Para resolver un sistema de inecuaciones representamos cada uno de los semiplanos
solucion de cada inecuacion y después hallaremos la interseccién de todos ellos. Obtendremos
como solucion una region del plano delimitado por segmentos y/o semirrectas (region poligonal). Esta
region:

a) Es convexa, es decir, que al unir dos puntos cualquiera de ella mediante un segmento,

éste queda contenido en la regiéon

b) Puede ser acotada o no

= Ejemplo

3x+y<3 ¥
Resolver x+2y > 2
X—-2y<-6

a) resolvemos cada inecuacion:
12 inecuacion: 3x+y<3 = y<3-3x

w|o
[« =N

X
y<3-3x

y ' %

y=3-3X

y=3-3x
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22 inecuacion : x+2y >2 = y>1-(1/2)x

y>1-(1/2)x

x | 0 [ 1 MRH“% \ X

y=1-(1/2)x

<
—_
N

2 ‘ '
}mﬁ(\\\

3% inecuacion: x-2y< -6 = -2y< 6-x= y>(1/2)x+3

Y
y = (1/2)x+3
y>(112)x+3
x ] 0 |6 =
Yy 3 0 /’?
s
Cy=(112)x+3
¢) Hacemos la interseccién de los 3 semiplanos anteriores:
1Y
y=3-8x

solucion

| s { | : | ! | x
=3+(1/2)x _

Esta region tiene dos vértices:

V:%X+3 1 2 2
A(0,3) ; 5 o > —X+3=—-—X=>TX=-14=x=-2=y=2=DB(-2,2)
y:§_§X 2 3 3

5.4.-FUNCION LINEAL DE DOS VARIABLES
Se dice que Z es una funcion lineal de dos variables x ey si Z=ax + by siendo ayb dos
numeros reales.
= Ejemplo
Z= 2x-3y
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Consideremos ahora una region poligonal del plano , por ejemplo la siguiente:
Y

A(2,5)

A

D(5.5,3)s |
/ B@E2), \

g4 |\

En cada punto de esta regién Z toma un valor determinado:
En A(2,5)—> Zp =2-2-3-5=-11
En B(3,2)> Zg =2-3-3-:2=0
En C(4,1)> Zc=2:4-3-1=1
En D(5.5,3) » Zp=2-5.5-3-3= 2

Se nos plantea la siguiente cuestion ¢Hay un punto de esa region en el que Z toma un valor mayor
que en los demas puntos de esa regién? ;Qué punto es? . Y también :;Hay un punto de esa region
en el que Z toma un valor menor que en los demas puntos de esa region? ;Qué punto es?
La respuesta a estas preguntas es una de las propiedades fundamentales de las funciones lineales.
Es la siguiente:
A) Sobre una regién convexa y acotada toda funcién lineal alcanza un valor maximo y un valor
minimo, y ademas estos valores los alcanza en vértices de la region
B) Sobre una region convexa no acotada una funcién lineal alcanza un valor maximo o uno
minimo, pero no ambos, y lo alcanza en un vértice de la region. Pero también puede
suceder que no alcance ni el maximo ni el minimo

5.5.-FORMULACION GENERAL DE UN PROBLEMA DE PROGRAMACION LINEAL CON
DOS VARIABLES

Un problema de este tipo es aquel que responde al siguiente planteamiento:
“De todas las soluciones (s1,S,) de un sistema de inecuaciones de la forma:

ajx+bry<c,
a)x+boy<cy

(1)

amX+bmy<c
x>0
y>0

se trata de hallar aquella que optimice (es decir, que haga maximo o minimo segun el caso) el valor
de una funcion lineal
Z=ax + by

Las inecuaciones (I) anteriores se llaman restricciones del programa (las restricciones x>0 , y>0
implican que graficamente solo consideramos el primer cuadrante)

La funcién lineal Z que deseamos optimizar se llama funcién objetivo

Cada solucién del sistema (I) se llama solucién factible

El conjunto de todas las soluciones factibles se llama regiéon factible (como sabemos es una region
poligonal convexa).

La solucién factible que optimiza la funcién objetivo se llama solucién éptima
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5.6.-RESOLUCION DE UN PROGRAMA LINEAL
Para resolver un problema de programacion lineal daremos los siguientes pasos:
1) Se plantea el programa identificando:
- las variables
- la funcién obijetivo
- las restricciones
2) Se resuelve el sistema de inecuaciones constituido por las restricciones. La solucion es la
region factible
3) Se hallan los vértices de la regién factible
4) Pueden darse dos casos:
a)Region factible acotada. En este caso sabemos que la funcion objetivo Z alcanza un
maximo y un minimo en los vértices. Por tanto para obtener la solucién éptima calcu-
lamos los valores que toma Z en cada vértice y elegimos el maximo o el minimo
segun el caso
b)Regidn factible no acotada. Primero determinamos si el problema tiene solucion. En
caso de que la tenga procedemos como en el caso anterior.

F Ejemplo
Una carpinteria fabrica mesas con dos tipos de acabado:
-Acabado normal que precisa 1 hora de lijado y 1 hora de barnizado
-Acabado extra que precisa 1 hora de lijado y 3 de barnizado
La carpinteria , semanalmente, no puede disponer de mas de 100 horas de lijado ni de mas
de 210 de barnizado.
Cada mesa de acabado normal la vende por 300€ y cada una de acabado extra por 500€.

¢, Cuantas mesas de cada tipo producira semanalmente para que sus ingresos por venta de
mesas sean maximos?

1) Identificamos:
-variables : x= n°® de mesas de acabado normal
y= n° demesas de acabado extra
-Funcidn obijetivo : ingresos Z= 300x+500y
-Restricciones: horas de lijado < 100= x+y<100
horas de barnizado < 210 = x+3y<210
En consecuencia, el problema se formula asi:
Maximizar Z=300x+500y

X+y<100
x+3y<210
x>0
y>0

Sujeta a:

2) Resolvemos el sistema anterior

Regién
factible

; wDA\ — \
3) Calculamos los vértices de la regién factible:
0(0,0) A(100,0) C(0,70)
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x + 3y =210 —E2=E1

x+y=100 X+55=100=x=45
— =251, 2y=110=y=55"%

}: B(45,55)

4) Como la regién factible es acotada Z alcanza el maximo en un vértice.
Evaluamos Z en los vértices:

En O(0,0) — Z=300-0+500-0= O

En A(100,0)— Z=300-100+500-0= 30000

En B(45,55) — Z=300-45+500-55= 41000 Maximo

En C(0,70) —» Z=300-0+500-70= 35000
Por tanto la solucién éptima es (45,55) , es decir, para maximizar los ingresos la car-
pinteria fabricard semanalmente 45 mesas de acabado normal y 55 de acabado
extra.

=® EJERCICIOS

5.1.-Una empresa constructora dispone de dos tipos de camiones A y B y quiere transportar 100Tm de material al
lugar de una obra. Sabiendo que dispone de 6 camiones del tipo A con una capacidad de 15 Tm y con un
costo de 40 € por viaje y de 10 camiones del tipo B con una capacidad de 5 Tm y con un costo de 30 € por
vigje. ¢, Cuantos camiones de cada tipo usara para que el coste sea minimo?; Cual es dicho coste?

5.2.- Una empresa de transportes dispone de 6 autobuses de 60 plazas y 10 microbuses de 20. Suponiendo que
se necesita desplazar a 400 pasajeros, ¢ Cuantos coches de cada tipo que se deben usar para que el coste
sea minimo sabiendo que el precio de los autobuses es de 1720 € por km y de los microbuses de 0°607?

5.3.-Una compaiiia fabrica y vende dos modelos de lamparas A y B. Para su fabricacion se necesita un trabajo
manual de 20 minutos para el modelo A y de 30 para el B; y un trabajo de maquina de 20 minutos para el Ay
10 para el B.Se dispone al mes de 100 horas de trabajo manual y para la maquina de 80.Si el beneficio por
unidad es de 150€ para el modelo A y 100€ para el B, planificar la produccién para obtener el maximo benefi-
cio

5.4.-En una situacién de catastrofe, producida por inundaciones, el gobierno de un pais tiene que evacuar 1000
personas de una cierta zona, con un equipaje total de 150 toneladas. Una comparia de aviaciéon oferta
aviones de dos tipos A y B, al precio de 0°20 millones de € el A y 0°60 millones el B.

El avién tipo A puede transportar 100 pasajeros y 25 toneladas de equipaje, mientras que el B puede
transportar 200 pasajeros y 15 toneladas de equipaje.

Si hay disponibles 6 aviones tipo A y 8 aviones tipo B, ;como habria que organizar el transporte para
gastar lo menos posible?.

5.5.-Un empresario fabrica dos productos A y B, que luego vende con 45 € de beneficio el producto A y con 60€
de beneficio el producto B.
Su maquinaria le condiciona la producciéon de forma que, diariamente, no puede hacer mas de 400
productos A, ni mas de 300 productos B. ni mas de 500 en total.
Suponiendo que vende toda la produccién, ¢cuantos productos de cada clase deberia fabricar para
obtener el mayor beneficio posible?.

5.6.-Una distribuidora debe enviar 400 disquetes a una tienda de la forma mas econdémica posible. Para el
embalaje dispone de 8 cajas en las que caben 40 disquetes y de 10 en las que entran 50, pero el envio ha de
realizarse, a lo sumo, en 9 cajas. Sabiendo que los portes de las cajas de 50 y 40 son, respectivamente, de 8 €
y 6 €, calcular cuantas cajas de cada tipo se utilizaran y el importe del envio.

5.7.-Una fabrica de muebles fabrica sillas de dos tipos. Para fabricar una silla del primer tipo, que se vende a 80€ ,
se gastan dos metros de tablas de seccion estandar, 0,5 m. de tela de tapiceria y dos horas de trabajo. Las
sillas del 2° tipo se venden a 120€ y en su elaboracién se utilizan 4m de tablas, 0,25 de tela y 2,5 horas de
trabajo.
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En la fabrica se dispone de 440 m de tablas, 65 m de tela tapiceria y de 320 horas de trabajo. ;Qué tipo de
sillas y qué cantidad se han de fabricar para tener unos ingresos maximos?

5.8.-En una farmacia le ofrecen dos compuestos A y B para tomar una mezcla de ambos en la comida para

conseguir adelgazar y con las siguientes recomendaciones:

-No debe tomar mas de 150 gr. de la mezcla ni menos de 50 gr.

-Debe tomar siempre mas cantidad o igual de A que de B

-No debe incluir mas de 100 gr. de A.

Se sabe que 1 gr. de A contiene 0°30 mg. de vitaminas y 4°50 calorias y que 1 gr. de B contiene 020 mg. de
vitaminas y 1°50 calorias. ¢ Cuantos grs. tomara de cada compuesto para obtener el preparado mas rico en
vitaminas? ¢ Y si quiere obtener el més pobre en calorias?

5.9.- En unos grandes almacenes ofrecen el lote A formado por 3 pantalones y 1 camisa al precio de 150€ y el lote
B que consta de un pantalén y 3 camisas por 100€. ; Cuantos lotes de cada tipo he de comprar si necesito, al
menos, 13 camisas y 15 pantalones haciendo el menor gasto?

5.10.- Un comerciante tiene 10000€ para comprar dos tipos de televisores A y B, pudiendo almacenar 80 como
maximo. Los de tipo a cuestan 250€ y los vende a 320€ y los de tipo B le cuestan a 100€ y los vende a 160€.
¢, Cuantos comprara de cada clase para maximizar el beneficio?

5.11.-Un taller pirotécnico fabrica cohetes sencillos que luego vende a 2.7€ el paquete de 10 y cohetes de colores
que vende a 3.6€ el paquete también de 10. Por problemas de mecanizaciéon no puede fabricar al dia mas de
400 cohetes sencillos ni mas de 300 de colores, ni mas de 500 en total. ;Cuantos cohetes de cada clase ha de
fabricar diariamente para maximizar sus ingresos?
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PRUEBAS DE ACCESO DE GALICIA

JUNIO 2001
. : 21 3 3
1.-Calcular la matriz X talque AX=A+B siendo A = (O 1] ; B= (1 1)

2.-Los alumnos de un colegio tienen 120 camisetas, 110 pafiuelos y 70 gorros. Con el fin de obtener dinero
para un viaje los ponen a la venta en dos paquetes distintos; por el primero (dos camisetas, un pafiuelo y un
gorro) cobraran 600 pesetas ; y por el segundo (una camiseta, dos pafiuelos y un gorro) cobraran 700 pesetas.
¢, Cuantos paquetes de cada tipo deberan de vender para obtener el maximo ingreso?

SEPTIEMBRE 2001
1.-Resolver la ecuacion matricial AX=BX+C siendo A = [_; ?) B= (_13 ;) ;C= ( 0 )

2.-Dibujar la region determinada por las inecuaciones:
X>20;y>20;x+y<6;2x+y<10;x+y>3
y maximizar la funcién z=4x+3y sometida a las restricciones dadas por estas inecuaciones

JUNIO 2002

1.-Representar el recinto que cumple las siguientes restricciones:
0<y;0<x<10;x<y;y—2x<6;3x+4y >24
Maximizar la funcién F(x,y)=x+y+1 con las restricciones anteriores

0 0 -1 0O 0 1
2.-Dadas las matrices A= 0 1 O B={0 -1 0| sepide
-1 0 O 10 O

a) Calcular A?
b) Resolver la ecuacion AZX+AB=B

SEPTIEMBRE 2002

2x-y =2
1.-Dado el sistema x-y+2z=2; expresarlo matricialmente AX=B , calcular la matriz inversa de A y resolverlo
y—-z=-1
0 0 1 0 0 1
2.-Resolver la ecuacion matricial AX+X=B siendo A=|{0 1 0| ; B=|0 -1 0
10 1 1.0 0

JUNIO 2003

1.-Una empresa fabrica dos productos A y B . La fabricacion de 1 Kg de A necesita 4 horas de trabajo y un
gasto en material de 60 €, obteniéndose un beneficio de 45€. La fabricacion de 1 Kg de B necesita 8 horas de
trabajo y un gasto de 48€ en material, obteniéndose un beneficio de 33 €.

Cada semana el empresario dispone de 200 horas de trabajo. Ademas firmé un contrato que le obliga a
fabricar semanalmente un minimo de 15 Kgs de A y 10 Kgs de B. Si semanalmente no quiere gastar mas de
1920 € en material ¢ Cuantos Kgs por semana debe de fabricar de cada producto para obtener el maximo
beneficio posible?

0 0 1 3 4
2.-Resolver matricialmente la ecuacién A™X-B=0 siendo A=|1 0 0| : B=|5 6| endonde A" denota la
010 1 2

matriz traspuesta de A
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SEPTIEMBRE 2003

1.-En la siguiente tabla se indica la audiencia prevista (en miles de espectadores) por tres cadenas de
television (A, B y C) en una determinada semana y en cada uno de los tres segmentos horarios (Mafiana:M ,
Tarde:T , Noche:N)

A B C
M 40 60 20
T 60 40 30
N 10 80 90

Sin embargo, como consecuencia de la calidad de los programas emitidos, se produjo en la audiencia
prevista ( y e todos los segmentos horarios) una reduccion del 10% para la cadena A, una reduccién del 5%
para la B y un aumento del 20% para la C

a)Obtener la matriz que representa la nueva audiencia de las tres cadenas en los tres segmentos
horarios

b)Sabiendo que el beneficio que obtiene cada cadena por espectador es de 3€ por la mafiana, 4€ por
la tarde y 6€ por la noche, obtener mediante calculo matricial los beneficios para cada una de las tres
cadenas.

2.-Se desean invertir 3000€ en dos tipos de acciones A y B. El tipo A tiene bastante riesgo, con un interés
anual del 10% vy el tipo B es bastante segura con un interés anual del 7%. Se decide invertir como maximo
1800€ en A y como minimo 600€ en B, y ademas, invertir en A tanto o mas que en B. ;Cual debe de ser la
distribucion de la inversién para obtener el maximo rendimiento anual?

JUNIO 2004

1.-Tres trabajadores A, B y C, al concluir un determinado mes, presentan a su empresa la siguiente plantilla de
produccion, correspondiente a las horas de trabajo, dietas de mantenimiento y Kms de desplazamiento que han
realizados

Horas de trabajo Dietas Kilbmetros
A 40 10 150
B 60 15 250
C 30 6 100

Sabiendo que la empresa paga a los tres trabajadores la misma retribucién: x € por hora trabajada, y € por
cada dieta y z € por Km de desplazamiento y que paga ese mes un total de 924€ al trabajador A, 1390€ al B y
646€ al C, calcular x,y,z

2.-Un concesionario de coches comercializa dos modelos de automdéviles: uno de gama alta con el que gana
1000€ por unidad vendida y otro de gama baja cuyos beneficios por unidad vendida son de 600€. Por razones
de mercado, la venta anual de estos modelos esta sujeta a las siguientes restricciones:
e El ndmero de modelos de gama alta vendidos no serd menor de 50 ni mayor de 150 coches
e El numero de modelos de gama baja vendidos ha de ser mayor o igual al de modelos de gama
alta vendidos
e El concesionario puede vender hasta un maximo de 500 automéviles de los dos modelos al afio
a) Plantear las restricciones y representar graficamente la region factible
b) ¢Cuantos automodviles de cada modelo ha de vender con el fin de maximizar los beneficios?

SEPTIEMBRE 2004
bx 2 3z 2
1.-Sean las matrices A=|2x 2 |;B= (1] ;C=|z |[;D=| 3/2
x -2 y 27 _312

a) Calcular la matriz (A-B)+C
b) Sabiendo que (A-B)+C=2D, formular un sistema de ecuaciones y encontrar los valores de x,y,z

2.-En una emisora de radio se detecté que un programa A que dedica 20 minutos a informacién general y 20
min. a musica capta un total de 30000 oyentes, mientras que un programa B que dedica 30 min. a informacion
general y 10 min. a musica capta 20000 oyentes.

En un determinado periodo, se decide dedicar un maximo de 300 minutos a informacién general y 140
minutos a musica. Si se desea que el numero de oyentes sea maximo Cuantas veces habra de emitirse cada
uno de esos programas A y B en ese periodo?. Representar graficamente la region factible
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JUNIO 2005

1.-Un fabricante produce tres articulos diferentes (A, B y C) , cada uno de los cuales precisa para su
elaboracién de tres materias primas (M, , My y M3 ). En la siguiente tabla se representa el niumero de unidades
de cada materia prima que se requiere para elaborar una unidad de cada producto:

A B C
M, 2 1 3
M, 3 2 2
Ms 1 2 4

Dispone de 50 unidades de My, 70 de M, y 40 de M5 .
a)Determinar las cantidades de articulos A, B y C que produce dicho fabricante
b)Si los precios de venta de cada articulo son, respectivamente, 500, 600 y 1000 € vy si gasta en cada
unidad de materia prima 50, 70 y 60€ , respectivamente, determinar el beneficio total que consigue con
la venta de toda la produccion obtenida (utilizando todos los recursos disponibles)

2.-Una empresa fabrica dos tipos de televisores (T2 y T44 ) de 21 y 14 pulgadas , a un coste por televisor de
100 y 50€, respectivamente. Se sabe que el nimero de televisores T,4 fabricados diariamente no supera en 4
unidades a los T44 , ¥y que entre ambos no se superan diariamente los 30 televisores. También se sabe que el
proceso productivo no permite fabricar diariamente menos de 2 televisores T,4 ni menos de 5 televisores Ty, .

a)Formular el sistema de inecuaciones asociado al enunciado

b)Dibujar la region factible y calcular sus vértices

c)Calcular cuantos televisores T,; y T14 maximizan y cuantos minimizan el coste de produccién diaria

SEPTIEMBRE 2005

1.-Una empresa fabrica juguetes de 3 tipos T¢, T», T3 . los precios de coste de cada juguete y los ingresos que
obtiene la empresa por cada juguete vendido vienen dados en la siguiente tabla:

T Ty T3
Precio de coste 4€ 6€ 9€
Ingreso 10€ 16€ 24€

El numero de ventas anuales es de 4500 juguetes T4, 3500 juguetes T,y 1500 juguetes T;. Sabiendo que la
matriz de costes C y la matriz de Ingresos | son matrices diagonales y que la matriz de ventas anuales V es
una matriz fila
a) Determinar las matrices C, I,y V
b) Obtener , utilizando las matrices anteriores, , la matriz de costes anuales, la matriz de ingresos
anuales y la matriz de beneficios anuales, correspondientes a los tres tipos de juguetes

2.-Un centro comercial vende dos tipos de teléfonos moviles, el X y el Y. Sus empleados utilizan 3 horas de
tiempo de ventas por cada teléfono del modelo X vendido y 5 horas por cada teléfono Y vendido, disponiendo
de un maximo de 600 horas de venta para el siguiente periodo de un mes. Ademas, en ese mes, deben vender
como minimo 25 teléfonos del modelo X, y el nimero de teléfonos que vendan del modelo Y ha de ser mayor o
igual que el de teléfonos X.
La empresa obtiene un beneficio de 40€ por cada modelo X vendido y de 50€ por cada modelo Y.

a) Formular el sistema de inecuaciones asociado al enunciado

b) Representar graficamente la region factible y calcular sus vértices.

c) ¢Cuantos teléfonos de cada modelo se deberian de vender, durante el siguiente periodo de un

mes, para maximizar los beneficios?; A cuanto ascenderian dichos beneficios?

JUNIO 2006
1.-Determinar la matriz X en la siguiente ecuaciéon matricial A2X=1/2(A+BC) siendo

2 1 1 1 2 -13
A:(O J B:( . J c=[1 1
B 6 2

2.-Un granjero dispone de un maximo de 45 hectareas en las que quiere sembrar dos tipos de cultivo A y B,
esperando obtener un beneficio de 120 € por hectarea de Ay 180 € por hectarea de B. Calcula que va a tener
como maximo 600 horas de trabajo disponibles durante la estacién de siembra y que va a precisar 10 horas por
hectarea de A y 40 horas por hectarea de B . Ademas , el tipo de cultivo exige que las hectareas dedicadas al
cultivo tipo B no superen a las de tipo A
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a) Formular el sistema de inecuaciones asociado al enunciado. b) Dibujar la regién factible y calcular sus
vértices. C) ¢Cuantas hectareas tendra que sembrar de cada tipo de cultivo para maximizar el beneficio?
Calcular dicho beneficio maximo

SEPTIEMBRE 2006
1-. Dada la ecuacion matricial X-A+B '=2X, siendo B' la matriz traspuesta de B y

100 -1 1 -1
A=/0 3 1| , B=|0 -1 1
0 0 1 1 -1 0

(a)Despejar la matriz X
(b) Hallar la matriz inversa de A-2I, siendo I la matriz identidad de orden 3.
¢) Resolver la ecuacién matricial.

2.- Una explotacion maderera dedicada a la plantacion y recoleccion de pinos y eucaliptos decide repoblar uno de
sus montes. Segun un estudio de los técnicos, para que sea rentable la explotacion se han de plantar entre 2 y 15
hectareas de pinos y entre 6 y 25 hectareas de eucaliptos. Ademas, el coste por hectarea de pinos es de 500 euros y
el coste por hectarea de eucaliptos es de 300 euros, contando con un presupuesto maximo de 12000 euros
para la explotacién en proyecto. Tras la recoleccion de la madera los ingresos obtenidos son de 2200 euros por cada
hectarea de pinos y de 1500 euros por cada hectarea de eucaliptos.

¢ Cuantas hectareas de pinos y de eucaliptos se repoblaran para obtener el maximo beneficio? ¢a cuanto asciende
dicho beneficio? (a) Exprésense la funcion objetivo y las restricciones del problema, (b) Represéntese graficamente la
region factible y calculense los vértices de la misma, (c) Resuélvase el problema.

JUNIO 2007
17 -1 2 11 0 0o -1 -3

1.-Dadas las matrices A=|-1 -1 2 B=|a b c C=|-2 -5 -3/| calcular los valores de
2 1 -1 o1 -1 3 6 2

a, by c para que se verifique la ecuacion matricial A-B'=C , donde B' denota la matriz traspuesta de la B.

2.-Mario’s Pizza es un productor de pizzas de dos tipos A y B. Obtiene un beneficio de 1 euro por cada pizza A
que produzca y de 1°50 euros por cada pizza de tipo B. Cada pizza incluye una combinaciéon de pasta de
harina y de mezcla de relleno segun se indica en el siguiente cuadro

Pasta de harina Mezcla de relleno Beneficio
Pizza A 1/2 Kg 1/8 Kg 1€
Pizza B 1/2 Kg 1/4 Kg 15€

En un dia cualquiera , se dispone de un maximo de 75 Kgs de pasta de harina y de 25 Kgs de mezcla de
relleno, y con base a la demanda en el pasado, Mario’s debe de vender diariamente por lo menos 50 pizzas
tipo Ay por lo menos 25 tipo B.

a)Formular el sistema de inecuaciones , representar graficamente la region factible y calcular sus vértices

b) ¢Cuantas pizzas A y B debera de fabricar diariamente para maximizar los beneficios? Calcular dichos
beneficios

SEPTIEMBRE 2007

1.-Una empresa de productos informaticos tiene tres tiendas (T, Toy T3) en las que vende un modelo de
ordenador (O), uno de impresora (I) y otro de camara digital (C), a un precio de venta por unidad de 1200 €,
300 € y 650 €, respectivamente. En cierto mes, el numero de articulos vendidos (en cada tienda) es el
indicado en la tabla siguiente:

O I ¢C
T x y 4
T, 25 x z
T 20 y z

Determinar el numero de articulos vendidos en cada una de las tres tiendas, sabiendo que los ingresos
obtenidos en dicho mes fueron 23600 € enla T, ,39700€enla T,y 32200€enla T;.
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2.- Sea el sistema de inecuaciones siguiente:  -x + 6y> 12; x + 2y< 20; 3x + 2y>24
(a) Representar graficamente la region factible y calcular sus vértices.
(b) ¢ En qué punto de esa region alcanza el valor maximo la funcion f(x, y) = 4x +y?

JUNIO 2008

1.-Un autobus transporta en cierto viaje 60 pasajeros de tres tipos: viajeros que pagan el billete entero que
vale 1€ ; estudiantes que tienen un 25% de descuento y jubilados con un descuento del 50% del precio del
billete. La recaudacioén del autobus en este viaje fue de 48€. Calcular el nimero de viajeros de cada clase
sabiendo que el numero de estudiantes era el doble que el numero del resto de pasajeros.

2.-Un proyecto de jardineria puede llevarse a cabo por dos grupos diferentes de una misma empresa: G, y
G,. Se trata de ajardinar tres zonas: A, B y C. En la siguiente tabla se recoge el niumero de unidades que
puede ajardinar cada grupo en cada zona durante una semana:

Zona A Zona B Zona C
Grupo G4 4 10 7
Grupo G, 10 5 7

Se necesita ajardinar un minimo de 40 unidades en la zona A, 50 unidades en la zona B y 49 unidades en la
zona C, estimandose el coste semanal en 3300€ para el grupo G; y en 4000€ para el grupo Gs.

¢, Cuantas semanas debera trabajar cada grupo para finalizar el proyecto con el minimo coste? Expresar la
funcién objetivo y las restricciones del problema. Representar graficamente la regién factible y calcular sus
vértices.

SEPTIEMBRE 2008

1.-Considerar la ecuacion matricial X + X-A + B' =2C,en donde las matrices A, By C vienen dadas por:

0 -2 0 -3 5 D
A=l-1 2 1| : B=| 4 -5]| : C=[_2 1 0)
0 0 2 4 2 B

y donde B' denota la matriz traspuesta de B.

(a) Despejar la matriz X en la ecuaciéon matricial, ¢ qué orden tiene?

(b) Calcular la matriz 2C — B' y la inversa de la matriz / + A, siendo / la matriz identidad de orden 3.
(c) Resolver la ecuacion matricial obteniendo el valor de la matriz X.

2.- Un fabricante produce dos modelos diferentes M; y M, de un mismo articulo y sabe que puede vender
tantos como produzca. El modelo M; requiere diariamente 25 minutos de corte, 60 minutos de ensamblaje y 68
minutos de acabado, generando un beneficio de 30 euros por modelo. El modelo M, precisa diariamente 75
minutos de corte, 60 minutos de ensamblaje y 34 minutos de acabado, generando un beneficio de 40 euros por
modelo. Cada dia se dispone de un maximo de 450 minutos de corte, 480 minutos de ensamblaje y 476
minutos de acabado.

(a) Formular el sistema de inecuaciones asociado al enunciado. (b) Representar graficamente la region factible
y calcular sus vértices, (c) ¢Cuantos articulos de cada modelo debe fabricar diariamente para maximizar el
beneficio? ¢a cuanto asciende dicho beneficio?

JUNIO 2009

0 0 1
1.- Sean las matrices A=|-1 1 0| ,B=|1| ,C=|1 ,D=]1 ,E
0 1 0

I
)

Calcula los valores de los numeros reales x, y, z, para que se verifique la siguiente igualdad entre matrices
x-A-B=E+y-C+z:D

2.- Una companiia quimica disefia dos posibles tipos de camaras de reaccion que incluiran en una planta para
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producir dos tipos de polimeros P1 y P2.. La planta debe tener una capacidad de produccion de, al menos 100
unidades de P1y al menos 420 unidades de P2, cada dia. Cada camara de tipo A cuesta 600.000 euros y es capaz de
producir 10 unidades de P1 y 20 unidades de P, por dia; la cdmara de tipo B es un disefio mas econdémico,
cuesta 300.000 euros y es capaz de producir 4 unidades de P1 y 30 unidades de P, por dia. Debido al proceso
de disefio, es necesario tener al menos 4 camaras de cada tipo en la planta. ;Cuantas camaras de cada tipo
deben incluirse para minimizar el coste y aun asi satisfacer el programa de produccion requerido? Formula el
sistema de inecuaciones asociado al problema. Representa la region factible y calcula sus vértices.

SEPTIEMBRE 2009

1.-Considera las matrices A, B, Cy D siguientes:

0 2 1 ~2x 11
A=l1 0 o|.B=| 4 |.c=|3 ol D:(y]
V4

0 -1 0 y 1 2

(a) Calcula la inversa de la matriz A.
(b) Calcula la matriz C- D - B. ;,Cual es su orden?
(c) Determina los valores de X, y, z que satisfacen la identidad A" B=C-D-B

2.- Un alfarero elabora dos tipos de piezas: botijos y cantaros, en cantidades reducidas. Sabe que no puede
producir mas de 8 piezas diarias ni tampoco mas de 4 cantaros diarios. También, por motivos de produccion,
desea que el nimero de botijos no supere el numero de cantaros en mas de dos piezas. Si obtiene un beneficio
de 6 euros por cada botijo y de 4 euros por cada cantaro, ¢cuantas piezas de cada tipo debera elaborar cada
dia para obtener un beneficio maximo?, ¢ cual seré este beneficio? Representa graficamente la region factible y
calcula sus vértices.

JUNIO 2010
1 0 2x 1 -y 1 z z 1 -1 1
1.- Dadas las matrices A={0 1 x| B=|0 1 y| C=|0 1 0| D=|0 1 -6
0 0 1 0 1 0 0 1 0 O 1

Calcula los valores de X, y, z para los que se verifica 2A - 4B + 3C = D’.

2.- Una empresa de transportes tiene que trasladar bloques de granito desde una cantera a un aserradero de
piedra. Para eso dispone de un maximo de 8 camiones de tipo A y un maximo de 12 camiones de tipo B. Cada
camion de tipo A necesita un operario y puede transportar 24 toneladas de granito con un gasto de 150 euros,
mientras que cada camion de tipo B necesita dos operarios y puede transportar 12 toneladas de granito con un
gasto de 300 euros. Se sabe que se necesitaran un minimo de 15 operarios, que se transportaran un minimo
de 108 toneladas de granito y que el numero de camiones de tipo A utilizados no sera superior al nUmero de
camiones de tipo B.

(a) Formula el sistema de inecuaciones asociado al problema. Representa la regién factible y calcula sus
vértices. (b) Calcula todas las posibilidades que tiene la empresa de distribuir los camiones para minimizar el
gasto

SEPTIEMBRE 2010

1.- Dada la ecuacién matricial A- X + A'= X + B, siendo A' la matriz traspuesta de A,
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2 -1 31
A= yB=
0 2 2 3
(a) Despejar la matriz X. Calcular la matriz inversa de (A-/,), siendo [, la matriz identidad de orden 2.

(b) Resolver la ecuacion matricial.

2.- Una pequena empresa desea contratar trabajadores de dos categorias laborales: | y Il. Pretende que el
numero total de trabajadores contratados no sea inferior a 9 ni superior a 12 y, ademas, el nimero de
trabajadores de la categoria | no podra ser inferior al doble de trabajadores de la categoria Il. El coste laboral
de un trabajador de la categoria | esta estimado en 1400 euros al mes y el de uno de la categoria Il en 1100
euros al mes.

(a) Formula el sistema de inecuaciones asociado al enunciado. Representa graficamente la region factible y
calcula sus veértices.

(b) Calcula el numero de trabajadores de cada categoria laboral que la empresa debe contratar para minimizar
los costes laborales mensuales.

JUNIO 2011
1 1 2

1.-DadalamatrizA=|0 1 1| , calculala inversa de la matriz (A2 +l) , siendo | la matriz identidad de
0 -1 0

orden 3.

2.- Una asesoria laboral tiene en su cartera de clientes tanto a empresas como a particulares. Para el préximo
afio quiere conseguir como clientes al menos a 5 empresas y a un nimero de particulares que, como minimo,
debe de superar en 4 al doble del numero de empresas. Ademas, el niUmero total de clientes anuales no debe
superar los 40 clientes. Espera que cada empresa le produzca 800 euros de ingresos anuales y cada particular
600 euros anuales.

(a) Expresa las restricciones del problema. Representa graficamente la regién factible y calcula sus vértices. (b)
¢, Qué solucién le proporcionaria los mayores ingresos anuales? § A cuanto ascenderian dichos ingresos?
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Newton Euler Cauchy
(1642-1727) (1707-1783) (1789-187)

“_I
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TEMA 0: LAS FUNCIONES

0.1.-CONCEPTO DE FUNCION

Una funcién es una aplicacion de un subconjunto D de los nimeros reales en el conjunto R de
los numeros reales. Es decir, una regla o criterio por el cual a cada numero del conjunto D se le
asigna otro numero (que se llama su imagen)

= Ejemplo 1
“A cada numero real le hacemos corresponder su triple”. Esta regla es la siguiente
funcion:
D=R —- R
5 —» 15
-8 — -24
m — 3
FEjemplo 2

La regla: “A cada numero positivo le hacemos corresponder su cuadrado
aumentado en una unidad” establece la siguiente funcion:

D=(0,») — R
6 — 37
13 — 170

1/2 5/4

Las funciones se simbolizan con letras. Lo mas usual es usar las letras f, g, h . El conjunto D se
llama dominio de la funcion.

Por f(a) se simboliza el numero que en la funcion f se le hace corresponder al nimero a , es decir, la
imagen del numero a mediante la funcién f .

Para que una funcién f quede perfectamente determinada, es decir perfectamente identificada
tendremos que saber de ella:
a) Su dominio, es decir, los numeros sobre los que actua
b) La forma en que actla, es decir, la regla o criterio que utiliza para conocer la imagen de
cada numero del dominio. Esto se consigue mediante una ( o varias) férmula que expresa
cuanto vale la imagen de un nimero cualquiera x del dominio , es decir , que exprese el
valor de f(x)
De acuerdo con esto , las funciones las expresaremos como en los siguientes
= Ejemplos

f: R - R [/ f(x)=2x

1
g:[0,5 - R [/ gxX)=—
X+1

2x i x<5
h:(0,©) — R [ hx={" = *°
X+2 si x=5

=™ EJERCICIOS
0.1.-;,Qué reglas establecen las funciones del ejemplo anterior?
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A veces , de una funcién solo nos dan la formula sin especificar cual es su dominio. En estos casos
se entiende que el dominio esta formado por todos los niumeros para los que es posible hallar la
imagen mediante la formula dada.

F Ejemplos
Si nos dan la funcién f(x)=+x -2 hay que entender que su dominio seran todos los

numeros x para los que es posible hallar ¥x -2 . Porlo tanto D =[2, =)

Si nos dan g(x)=i2 hay que entender que su dominio seran todos los nimeros
X —

X para los que existe el cociente .Porlotanto D =R —{2} = (-2,2)u(2, «)

X—2

=® EJERCICIOS
0.2.-Hallar el dominio de definicidn de las siguientes funciones

a) f(x)=x3 +x2 +x+1  b) f(x) = 2" o) f(x) = V1 - x2 d)f(x):‘/):(_? e)f(x) = Log(2x — 6)
X< -4 -

0.2.-LA GRAFICA DE UNA FUNCION

Para cada numero del dominio de una funciéon podemos dibujar un punto en el plano , tomando
como abscisa dicho numero y como ordenada su imagen. Todos los puntos asi dibujados, uno por
cada numero del dominio, constituyen una linea que se llama grafica de la funcion.
Asi, si f: D — R entonces Grafica de f={ puntos (x,y) del plano tales que xe D e y=f(x)}
= Ejemplo

2
SIfROR/  f(x)= X *+10
2x2 +1

X f(x) Puntos del plano
0 10 A(0,10)
1 4 B(1,4)
2 2 C(2,2)
-1 4 D(-1,4)

En el grafico siguiente se ilustra el concepto de
grafica de una funcién :

“Un punto pertenece a la graficadef si y S
solo si suordenada es laimagen de su i
abscisa” Lay

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales (2° Bachillerato)
José Luis Diaz Leyes - 45 -



0.3.-FUNCIONES ELEMENTALES
A continuacion relacionamos las funciones elementales , dando el nombre, la férmula y la gréafica de
cada una de ellas:

FUNCIONES POLINOMICAS:

Funcion constante Funcion lineal
f(x)=k f(x)=mx+n

Funcién cuadratica )
f(x)=ax? + bx + ¢ PARABOLA
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Funcion raiz cuadrada Funcion proporcionalidad inversa
f(x) = Jx f(x)=k/x HIPERBOLA

Funcion exponencial Funcion Logaritmica
f(x) = a* f(x) = Log,x

"]“1:::. i a>1

_,/ i =

0.4.-RECTAS, PARABOLAS E HIPERBOLAS

A) RECTAS
La recta es la grafica de la funcion lineal . La ecuacion de una recta es y=mx+n
m: es la pendiente de la recta (lo que aumenta o disminuye la y cuando x aumenta 1
unidad)
n: es la ordenada en el origen (el punto en que corta al eje OY

¢,Como se calcula la pendiente de una recta?
-Si nos dan la ecuacion: es el coeficiente de la x (con lay despejada)
T Ejemplo

Recta r=4x- 2y = 6 = y=2x-3 = pendiente m=2
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-Si conocemos dos puntos: la pendiente se halla como el cociente entre la diferencia de las
ordenadas y la diferencia de las
P Ejemplo

Si la recta pasa por A(1,3) y B(7,21) la pendiente es m = 27‘I _13 - % =3

¢ Como se halla la ecuacioén de una recta?
- Si conocemos la pendiente y un punto
= Ejemplo
Recta que pasa por A(-2,5) con pendiente m=4:
La ecuacion de la recta sera r=ey=mx+n
m=4=y=4x+n
A(-2,5) er = 5=4(-2)+n = n=13 = r=y=4x+13

-Si conocemos dos puntos
S Ejemplo
Recta que pasa por C(3,1) y D(7,9)
La ecuacion de la recta sera rey=mx+n
C(3,1)er = 1=3m+n
D(7,9)er = 9=7m+n = 8=4m = m=2 = n=-5 = r=y=2x-5

¢ Como se dibuja una recta?
Se dibujan dos puntos y luego se unen. Los puntos mas cémodos son el punto de corte con el eje
OX (y=0)y el de corte con OY (x=0)

B) PARABOLAS
La parabola es la grafica de la funcion cuadratica

¢,Como se dibuja una parabola?
Calcularemos:
- El punto de corte con OY (x=0)
- Los puntos de corte con el eje OX . Son las soluciones de la ecuacion y=0 , es decir,

las soluciones de la ecuacion ax? +bx +¢ = 0. Como sbemos pueden ser:

- Dos soluciones: La parabola corta a OX en dos puntos
- Una solucién: La parabola corta (es tangente) a OX en un solo punto
- Sin solucion: La parabola no corta a OX (esta por encima o por debajo)

- El vértice V(xv , yv) (punto mas bajo o mas alto) de la parabola
Xy = -b/2a
yv = f(xv)

- Algun punto mas ( si fuera necesario)

Tendremos e cuenta:
- Si el coeficiente a>0 la prabola es convexa (V) y si a<0 es céncava (M)
-La parabola es simétrica respecto a su eje (recta vertical que pasa por el vértice)

C) HIPERBOLAS
La hipérbola es la gréafica de la funcidén de proporcionalidad inversa f(x)=k/x.
También tienen como grafica una hipérbola las funciones cuya formula es un cociente de dos
ax+b

cx+d

polinomios de grado 1, es decir, las funciones f(x) =
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¢,Como dibujamos una hipérbola?
Determinamos las asintotas :
Vertical: x=-d/c
Horizontal : y=a/c
Calculamos los puntos de corte con los ejes OY (f(0) y OX (f(x)=0)
Situamos las dos ramas de la hipérbola respecto a las asintotas dibujando algun punto.
La Hipérbola es simétrica respecto del punto de corte de las dos asintotas

= Ejemplo
£(x) = 2x+5
x -1

=® EJERCICIOS

0.3.-Dibujar la grafica de las siguientes funciones:

a) f[0,0) > R/f(x)=3x-2  b) f(x)=x2 +2x-3 c¢) f:[0,4] >R/ f(x) = 4x — x?
4 -x
X+

d) f(x) = e) f(x)=x? —6x+9 f) f(x)=x? —4x+5

0.4.- Dada la funcion:
2 .
(x) = X -4 si x<4
2x—-4 si x>4
a)Dibujar su grafica
b) Hallar f(-1) , f(0), f(2), f(3.5), f(4), f(@)

¢) ¢ Qué numeros tienen por imagen 5.61
d) ¢ Qué numeros tienen imagen negativa?

X+4 si X < -1
0.5.- Dada la funcion f(x) = 3 si —1<x<2
(x=1)(5—-x) si X2
a)Dibuja su grafica
b) Hallar f(-2) , f(2), f(6)
¢) ¢ Qué numeros tienen por imagen 1.757;Y por imagen 37?7
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d) ¢ Qué numero tiene la mayor imagen
d) ¢ Qué numeros tienen imagen positiva?

-x? -2x si x<0
X

x—4
%x2+2x—4 si X>2

0.6.-Dada la funcion f(x) = si 0<x<2

a)Dibuja su gréfica

b) Hallar f(-3), f(0), f(2), f(6)

¢)¢,Qué numeros tienen imagen igual a 0

d)¢, Qué numeros tienen imagen mayor que %?
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TEMA 1: LIMITES

1.1.-LIMITE DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

El simbolo x > c¢™ selee “x tiende a ¢ por la derecha” y significa que X es un nimero que se
va acercando al numero ¢ pero siendo mayor que él.
= Ejemplo

Six=3,21, 201 , 2001, 2°0001,........ entonces x — 2"

El simbolo x > ¢~ selee “x tiende a c por la izquierda “ y significa que x es un numero
que se va acercando al numero ¢ pero siendo menor que él.
= Ejemplo

Si x=5,59, 599 , 5999 , 59999 ,........ entonces x > 6~

El simbolo x —>c¢ selee “ x tiende a ¢ “ Yy significa que x es un numero que se va
acercando al numero ¢ pudiendo ser mayor o menor que él.
= Ejemplo

Six=3,41, 399 , 4001, 3'9999,........ entonces x —> 4

Diremos que el limite por la derecha de una funciéon f en un punto ¢ es un nimero A si a
medida que x se acerca a c¢ por la derecha sus imagenes se van acercando al numero A y se
acercan tanto como se quiera. Lo expresaremos de la siguiente manera:

Limf(x) = A

x—ct

Andalogamente, diremos que el limite por la izquierda de una funcién f en un punto ¢ es un
numero B si a medida que x se acerca a c¢ por la izquierda sus imagenes se van acercando al
numero B y se acercan tanto como se quiera. Lo expresaremos de la siguiente manera:

Limf(x) =B

X—>C

Diremos que el limite de una funcién f en un punto ¢ es un nimero L si a medida que x se
acerca a ¢ sus imagenes se van acercando al numero L y se acercan tanto como se quiera. Lo
expresaremos de la siguiente manera:

Limf(x) =L
X—>C
En este caso tanto que la x se acerque a ¢ por la derecha como por la izquierda las imagenes
se acercan al niumero L. Por lo tanto:
Limf(x)=L < Limf(x)=Limf(x)=L
X—c¢ X—c~ x—ch
es decir , para hablar de limite tiene que haber limite por la derecha, limite por la izquierda y ser
iguales.

1.2.-LIMITE INFINITO

A veces sucede que cuando X »>¢ (6 cuando x >¢~ 6 x—c') las imagenes no se van
acercando a ningun numero sino que cada vez se hacen mas grandes y tan grandes como se quiera.
En esta caso no hay limite aunque si un comportamiento especial de las imagenes que se expresa
diciendo que la funcién tiene limite mas infinito ( 6 tiende a mas infinito) . Se simboliza de la
siguiente manera:
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Limf(x) = +oo
X—>C

Si las imagenes en vez de hacerse tan grandes como se quiera , se hacen tan pequenas como se
quiera diremos que la funcion tiene limite menos infinito y lo simbolizaremos por:
Limf(x) = -
X—>C
Si en un punto ¢ la funcion tiene limite mas o menos infinito entonces la recta x=c¢ es una asintota
vertical de la funcion cuya grafica se comporta como se muestra en la siguiente figura

S Ejemplo
Sea la funcion  f(x) = i1
X —
Veamos como se comportan las imagenes cuando x tiende a 1:
X= 2 1.1 1.01 1.001 1.0001 1.00001 X —>1"
f(x)= 4 40 400 4000 40000 400000 | f(x)—> +w
Portanto  Limf(x) = +o0
x—>1"
X= 0 0.9 0.99 0.999 0.9999 | 0.99999 X —>1"
f(x)= -4 -40 -400 -4000 | -40000 | -400000 | f(x)—>—o0
Por tanto  Limf(x) = —o
x—>1"

La recta x=1 es una asintota vertical de la funcidn cuya grafica se comporta de la siguiente
manera:

= 1 ' 3 ] H & ¥
3 i
L x=l
& H

PRl
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1.3.-LIMITE EN EL INFINITO

A veces sucede que cuando la x se hace tan grande como se quiera , es decir cuando X — +w,
entonces las imagenes se van acercando a un numero M tanto como se quiera. En este caso
escribiremos

Limf(x) =M
X —> 400
Lo mismo puede ocurrir cuando x se hace tan pequefia como se quiera en cuyo caso escribiremos
Limf(x) =M

X—>—0
A estos limites los denominamos limites en el infinito. Cuando una funcion tiene un limite en el
infinito igual a un nimero M en tonces la recta y=M se dice que es una asintota horizontal de la
funcion cuya grafica se comporta como se muestra en la siguiente figura
Y

FEjemplo
Sea la funcién f(x)= 2x +11
X J—
Veamos como se comportan las imagenes cuando x tiende a infinito:
X= 11 101 1001 10001 100001 X —> 400
f(x)= 2.3 2.03 2.003 2.0003 | 2.00003 | f(x)—>2
Por tanto Limf(x) =2
X—>+00
X= -9 -99 -999 -9999 -99999 X — —0
f(x)= 1.7 1.97 1.997 1.9997 | 1.99997 | f(x)—>2

Por tanto Limf(x) =2
X—>—00

La recta y=2 es una asintota horizontal de la funcién cuya grafica se comporta del modo indicado en

la siguiente figura: Y

- N SR R
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1.4.-CALCULO DE LIMITES
1.4.1.- Cuando x > ¢

A) La funcion tiene la misma féormula antes y después de ¢
Como norma general se ha de sustituir la x por c.

= Ejemplos

Lim(x3 —3x+6) =8
X—2

Lirr:l(«/;—LogZSx) =4 —Log100 =0
X—>

Caso especial de funciones racionales:

2
) Lim 4x“ +10 _ 110 _ 55
x—>-5 2x+8 -2
iy Lim 2X=12_0 _g
- xX—4 )(3 +1 65
Al aplicar la norma general
obtenemos 0/0 que no es
un numero. Por lo tanto la
norma general no es 2
aplicable en este caso. . X% =-x-2 . (X - 2)(X +1 ) X +1 3
Pero como numerador y iii) Lim 5 =Lim- ——F——== =—
denominador se anulan X2 x© -4 x>2(X=2)(x+2) x-2x+2 4
para x=2, se pueden dividir
ambos por x-2
. . x2 +1 10 Al aplicar la norma general
iv) Lim =—=+® obtenemos 10/0 que no es un
x—3t X— 3 0 numero. Pero esto indica que el

numerador se va acercando a 10 y
el denominador a 0. Por tanto el
cociente se hace « . Y como
numerador y denominador toman
valores positivos el limite sera +oo

B) La funcion cambia de formula en ¢
En estos casos hay que hallar los limites laterales en el punto ¢

= Ejemplo
x2 —-3x si x<2
Sea f(x)=4< 4x .

si x>2

X—6

Lim f(x)= Lim —2X -8 _ 5

x->2" x>2"X-6 -4 — Limfx)=-2 (si los limites

Lim f(x)= Lim (x? - 3x) = -2 X—2

X—2 X—2

laterales fueran diferentes entonces la respuesta seria que no hay

limite)

1.4.2.- Cuando x — *x
A) Funciones polinémicas

El limite de una funcién polinébmica cuando x—+o es igual al limite

del término de mayor grado:
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& Eiemplos

Lim (-5x3 + x% = 7x + 6) = Lim (-5x>) = (=5)(+00) = 0
X—>+00

X—>+00

Lim (7x® +8x —9) = Lim (7x3)=7(—c0) = —o0
X—>—00

X—>—00

Lim (—x° + x> —=9x2) = Lim (-x°) = ~(~o0) = 400
X—>—00 X—>—00

B) Otras funciones elementales

Se deduce de la grafica de la funciéon
= Ejemplos
Lim Lnx =+o0
X—>+00
Lim 5 =0

X—>—00

C) Funciones racionales

Se sustituyen numerador y denominador por sus términos principales,
con lo que pueden darse tres casos como en los siguientes:

= Ejemplos
2 2
) Lm &= i & im & lim2-2  (gradoNum = grado Denom)
Xt 3x2 7 X490 3x2 X403 X0
32 3
i) Lim M = Lim 2%~ = Lim 5x =5(-)=— (grado Num > grado Denom)
Xx—>-0 X% —7TX X—>—0 X X—>—0o0
iy Lim—2X*% _im X _lim3-—3 _0  (gradoNum < grado Denom)
x40 2X2 4 X =1  xotw 22 x4 2X 2(+o)
«® EJERCICIOS
1.1.-Calcular
1.-Lim(3x + 4 - 2¥1) 2 Lim X1 3.0 Lim X+ 4.- Lim 2 =5
X—4 x—1 X2 +8 x—>23Xx -8 x—3 X2 +4
2 2 2
5.- Limﬂ 6.- Lim X+—4X+3 7.- |_imX_—X_1
x—1 X2 —X x—>-3 5x+15 x—5 X2 —4x -5
2% si x<1 )
8.-Limf(x) siendo f(X)=44x+3 . 9.- Lim (5x“ —8x +6)
X—>1 si x>1 X—>+00
2Xx
4 2 4 x3 —4x+2
10.- Lim (-4x* —x2 +18) 11.- Lim (0.4)X 12.- Lim 2 —2X*<
X—>—00 X—>+00 X>+0  Bx3 _§
4 2 o3
13.- Lim 5X++22 14.- Lim M
X—>-0  —3x“ —6X X—>=0 7x“ —x -11
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TEMA 2: CONTINUIDAD

2.1.-CONTINUIDAD EN UN PUNTO

Una funcién f es continua en un punto p si en ese punto el limite de la funcion es igual al valor de
la funcién, es decir si:

Lim f(x) = f(p)
X—p

Si una funcion no es continua en un punto se dice que es discontinua en dicho punto. Ello
sucederad si la anterior igualdad no es cierta, lo que puede ocurrir por motivos como los siguientes:
A) Por ser Lim f(x) = f(p)

X—>p

Tip) -

discontinuidad evitable enp
x
5 X 4+ & 5 4 /z 4 { ] ip 4 i ] ] [} ]

B) Por no existir f(p)

discontinuidad evitable enp

f
\ discontinuidad por saite finite en p

C) Por no existir Lim f(x) por: T T s T s VT T T T U R T (s TR
X—p

C1) No coincidir los limites laterales
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C2) Uno, o ambos, de los limites Iaterales es infinito

2.2.-CONTINUIDAD EN UN INTERVALO
Una funcién es continua en un intervalo si es continua en cada punto del intervalo. Graficamente
significa que para trazar la grafica de la funcién en ese intervalo no es necesario levantar el lapiz del

papel

; 4
/r\/ “//a SRS
" f
| \/
O SR

oA ¥ F A O F 3 1 E H F 3 [ 1 [ ] » 1 L] 4 5 4 3 -] 1 1 H 3 4

2.3.-CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES
Si observamos las graficas de las funciones elementales y teniendo presente lo dicho
anteriormente concluimos que:
A) Las funciones polinédmicas son continuas en todo R
B) La funcion raiz cuadrada es continua en su dominio [0,«)
C) Las funciones exponenciales son continuas en todo R
D) Las funciones logaritmicas son continuas en su dominio (0, «)
E) La funcién de proporcionalidad inversa, y en general toda las funciones racionales, son
continuas excepto en los puntos en que se anula el denominador (en los que tienen una
discontinuidad de salto infinito)

2.4.-CONTINUIDAD DE FUNCIONES DEFINIDAS A TROZOS
Para estudiar la continuidad de estas funciones podemos utilizar dos procedimientos:
1.-Graficamente: Dibujamos la grafica y observamos su continuidad
2.-Analiticamente:
A) Estudiaremos la continuidad de cada funcion en el trozo en que esta definida
B) Estudiaremos la continuidad en los puntos en que la funcién cambia de férmula. Para que en
estos puntos sea continua han de coincidir el limite por la izquierda, el limite por la derecha y
el valor de la funcién en el punto considerado
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& Ejemplo

2 .
Estudiar la continuidad de la funcién f(x) = {" si x<0

2x+1 si x>0
1.-Graficamente: Dibujamos su grafica que es la siguiente:

Observamos que es continua en (-«,0) y en (0,«). E el punto x=0 presenta una discontinuidad de
salto finito
2.- Analiticamente:
A) En (-=,0) es continua por ser cuadratica
En (0,«) es continua por ser lineal
B) En el punto x=0

Lim f(x)= Lim x® =0

x>0 x—>0" = no existe Lim f(x) = f discontinuaen x=0
Lim f(x)= Lim (2x+1)=1 x—0
x—0* x—0"
= EJERCICIOS
2.1.-Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:
1-x si  x<0 x2 14
. 3 si x<0
244-f) =1 3 S x=0 2.1.2.-f(x)={ X+2
2% si 0<x<1 2+X .
si x>0
2 si x22 14 x2
—x2-2x si x<0
2.1.3.-f(x) = 1 si O0<x<1
X
x2 —2x+2 si x>1

x2+2x si x<0
2.2.-Dada la funcion f(x) = {x si 0<x<2 representarla y estudiar su continuidad sabiendo que es
2x +kx? si x>2

continua en el punto x=2
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TEMA 3: LA DERIVADA

3.1.-TASA DE VARIACION MEDIA
Se llama tasa de variacion media de una funcién f en un intervalo [a,b] al cociente entre la

diferencia de valores de la funcion en los extremos del intervalo y la diferencia entre éstos,

es decir: Y

TVM[ap] = —f(bg:;(a)

f(b)-t(a)

.____5_.5.______.._:

a b

_ f(5)-f(1) 35-3

5-1 4
en el intervalo [1,5] la funcién , por término medio, aumenta 8 unidades por cada unidad que aumente
la x

=8 que significa que

Por ejemplo: Si f(x)= x2 +2x tendremos que TVM[1,5]

3.2.-DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO
Consideremos la funcion f(x) = x2 +2x y observemos la siguiente tabla:

X= 2 1.1 1.01 1.001 -1
TVMr 5 4.1 4.01 4.001 4
Asi pues cuando x—>11la TVM[y ;] = fe)-11) — 4, es decir que LimM =4
’ X-1 x—>1  xX-=1

En general , se puede hallar el limite de la TVM en un intervalo [a,x] cuando x—a (es decir, cuando
el intervalo [a,x] tiende a confundirse con el punto a ) .Si este limite existe a su valor se le llama
derivada de f en el punto a , se simboliza por f'(a) y diremos que f es derivable en el punto a.
Recordemos este concepto fundamental de las matematicas:

Derivada de f en el punto a=1f"(a) = Lim f(x) - f(a)

x—a X-—-a

= Ejemplo

Calculemos la derivada de la funcion f(x)= x*>-3x en el punto 2:

2 2 2
F(2) = Lim X =f@) _ 3 X7 =30)=(27=3:2) | X7 =3x+2 o =20 - 1) = 1
x—=2 X-—2 x—2 X—2 X—2 X—2 X—2 X—2 X—2
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3.3.-DERIVADAS LATERALES EN UN PUNTO
Si en la definicion de la derivada en vez de limite consideramos limite lateral obtenemos el
concepto de derivada lateral (por la izquierda y por la derecha):

Derivada por la izquierda de f en el punto a =f’(a) = Lim fx)=fa)
x—a  X—4a
Si en un punto las derivadas laterales existen y son iguales entonces hay derivada en ese punto y su
valor es el de las laterales. Si alguna derivada lateral no existe , o si existiendo no coinciden,
entonces la funcién no es derivable en ese punto.

fla)=k < f.(a)=F(a)=k

¢,Cuando es necesario hallar las derivadas laterales? Cuando queremos hallar la derivada en un
punto en el que la funcién cambia de formula.

P Ejemplo

x2 -1 si x<1
Sea f(x)=92x-2 si 1<x<3
5x-11 si 3<x

Que tiene la siguiente grafica

T T T O
. I ; N f i I i Y
+ t + t + t + + —

Derivada en el punto 4: Puesto que en x=4 la funciéon no cambia de formula:

f(4) = Limwz LimM: LimM: Lim5=5

x4 X-—-4 x4 x-—-4 x—>4 X—4 x—4

Derivada en el punto 1: Puesto que la funcidon en x=1 cambia de férmula tenemos que hallar las
derivadas laterales:

()= Lim 1= 2x=220 0, 221D 5 20
x—>1‘:IJr );; x—>1+2 1X_ x—>'1|+ X; x—>1F = f(1)=2
()= Lim =M gy X221y KD i (e 1) = 2
x—>1" X~ x—>1" X~ x—1" x -1 x—>1"

Derivada en el punto 3: Puesto que la funciéon en x=3 cambia de férmula tenemos que hallar las
derivadas laterales:

x)-f(3) _ . 5x-11-4 5(x—3)

fi(3)= Lim f 3 Lim —~_3 Lim ——= Lim §=5
>3t X— x—>3t X~ x—>3t X~ x—37" ; '
, ) -f(3) . 2x-2-4 . 2(x-3) .. = no existe f(3)
f*(3)= Lim —= Lim ——— = Lim ———= Lim 2=2
x—>3~ X~ 3 x—>3~ X~ x—>3~ X~ x—>3"
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NOTA: Para que una funcién sea derivable en un punto ha de ser continua en dicho punto, es decir,
Si no es continua no puede ser derivable.

3.4.-SIGNIFICADO DE LA DERIVADA

3.4.1.-Significado geométrico
La derivada de una funcién en un punto ¢ es igual a la pendiente de la recta tangente a la
grafica de la funcion en dicho punto Y

pendiente de t =f'(c)

t,."
-~
p

c

Teniendo en cuenta lo anterior ;Como calcularemos la ecuacion de la recta tangente a la
grafica de una funcién f en el punto de abscisa x=c¢ ?.
La ecuacion de la recta es t=y=mx+n . Tendremos que se cumplira:
a) m=1f'(c)
b) El punto de tangencia P(c,f(c))e recta t = f(c)=m-c+n
Con lo que resulta un sistema que al resolver nos da el valor de my de n

3.4.2.-Significado algebraico
Para variaciones pequenas de la variable la derivada mide , aproximadamente, la relacion
entre la variacién de la funcién y la variacién de la variable. Efectivamente:
o . variacion de la funcién
f(x)—f(c) . variacion de la funcion f(c) =

f(c) = Lim Lim ——— . = " variacion de la variable
Xx—>Cc X-—C x—>c variacion de la variable

(si la variacion de la variable es pequefia)

Por esta razén , a veces, nos referimos a la derivada como la “razén de cambio” , “tasa de
variacion” , “ritmo de crecimiento”, etc.

= Ejemplo
Sea la funcién f(x)=4/x . Tenemos que:
a) Derivada en el punto 1

4

“ 4
#(1) = Lim 1= iy 2D 2ty
x—>1 x-1 x—>1X=1 x51 X(x-1) x->1 X
b) Recta tangente en el punto 1
t=y=mx+n

m=f"(1)=-4
El punto (1,f(1)) =(1,4) e t = 4=m-1+n = n=4-m=8
En consecuencia es t=y=-4x+8

c) ¢Cual sera el valor aproximado de f(1.013) ?
Al pasar de 1 a 1.013 la variacion de la variable es 0.013 y tendremos:
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. variacion delafuncion _ (1.013)-f(1)

f(1)=-4= — - =
variacion de la variable 0.013

f(1.013) - f(1) = -4-0.013 = -0.052
U
f(1.013) = f(1)- 0.052 = 4 - 0.052 = 3.948

3.4.-LA FUNCION DERIVADA
Consideremos una funcion f . Se llama funcion derivada de f , y se simboliza por f*, a la funcién
que asigna a cada numero el valor de la derivada de f en dicho numero.

= Ejemplo
Sea f(x)= x*
fR—>» R f:R —» R
0 0 0 f(0)= Lim fe9=10) _,
x—»0 Xx-0
1 1 1 ()=, =2
2 4 2 f(2)= i, =4
2.5 6.25 25 f(25)=...cccoiiin. =5

X x? X f'(x)=2x

Por lo tanto la funcién derivada de f(x)=x* es f'(x)=2x

¢ Qué ventaja tiene conocer la funcion derivada ? Que al conocer la funcion derivada podemos hallar
la derivada en cualquier punto sin necesidad de utilizar limites. Asi en la funcién de nuestro ejemplo :

f(1/5)=2/5 , f'(n)=2m, ..

¢,Coémo hallamos la funcion derivada? Utilizando la lista de derivadas y las reglas de derivacion que
damos a continuacion:

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES

Funcion f(x)= Derivada f'(x)=
E1 K 0
E2 X 1
E3 x" nx"~ 1
1 -1
E4 — -y
X X2
E5 Jx 1
X 2\/;
1
E6 Logax xLna
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E7 Lnx _
X
ES aX aX.Lna
E9 eX eX
E10 senx COS X
E11 COS X - senx
E12 tgx sec2x
E13 cot x - coseczx
1
E14 arcsenx >
1-x
-1
E15 arccosx 5
1-x
1
E16 arctgx 2
1+ X
E17 arccot x - 2
1+ X
DERIVADAS DE LAS FUNCIONES COMPUESTAS
C1 [ [ =1 £ (x)
1 -1 .
c2 e ()
f(x) [f(x)]
1 .
C3 JiX) 2 /10 f'(x)
1
Log.f f(x
cs Ln f(x) %X) (%)
C6 af(x) af™®) Lna.f(x)
c7 of(%) ™) .£(x)
Cc8 senf(x) cosf(x)-f'(x)
C9 cosf(x) - senf(x)- f'(x)
c10 tgf(x) sec f(x)- f'(x)
c11 cot f(x) — cosec2f(x)-f'(x)
1 .
C12 arcsenf(x) -f'(x)
1- [fo2
1 .
C13 arccos f(x) f'(x)
1- [f(x)]
1 .
C14 arctgf(x f(x)
9 1+ [foo 2
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c15 t(x) L -F(x)
arccotr(x - -
1+ i
DERIVADAS DE LAS OPERACIONES CON FUNCIONES
R1 k- f(x) k- (x)
R2 f(x) £ g(x) f'(x)=g’(x)
R3 f(x)- g(x) f'(x)- g(x)+f(x)-g"(x)
Ny 1x) F (9909~ g ()
9(x) g0
FEjemplo
Derivar F(x):[Ln\/a]4
F(x)=4lnyBx P -(LnWBx) (reglaCt) = 4lLnVBx [ -—— (\/5_x) (reglaC5) =
=4[Ln\/5_x]3-%-T-(5x) (reglaC3) _4[LnJ5_x]3-E-T-5 (reglasR1 y E2)

3.5.-DERIVADAS SUCESIVAS

La funcién derivada de f° se simboliza por f” y se llama funcién derivada segunda de f . La
funcién derivada de f*° se simboliza por f° y se llama funcién derivada tercera de f. La funcion
derivada de f** se simboliza por % y se llama funcién derivada cuarta de f y asi analogamente
podemos considerar derivadas sucesivas de una funcion.

= Ejemplo
Sea la funcién f(x)=Lnx
1 1

fx)=—=x" =fx)=—x? =fKx)=2x"2 =fPx=-6x* =fOx)=24x5.....
X

=® EJERCICIOS

3.1.-Hallar la derivada de las siguientes funciones:

3 -
3.1.1.-(x) 2 3.1.2.- f(x)=e*V2x -1 3.4.3.- f(x)=Ln3@2x-1)  3.1.4.- f(x)= 3x-2
(3x - 5)2 6x + 4

2x

X< -1

3.1.5.- f(x)=Ln

e* ’ (3-2x)? x3
R 347 f(x)= 2 348 f(x)=

eX 2x - /2x

3.2.-Hallar la derivada de las siguientes funciones en los puntos indicados:

4
3.21.-f(x)=Lnyx% +8x enx=1 3.2.2.- f(x) = w nx=0 3.2.3.- f(x):[Logzl] enx =2
e X

3
3.2.4.-f(x)=Ve?™™ enx=1 3.25.- f(x)= 2x—\/I enx=1  3.2.6.- f(x) = (ex —e—X) en x=0
X
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3.3.-Estudia la continuidad y derivabilidad de las siguientes funciones:

2

ix<0 B ,
331-f(X) = {i(/— S_I X 332'f(X) _ X 1 S! X <1
x six>0 2x—2 si x>1
o4 . Lnx si x<1
333-f(X) = e 2 sl x=< 2 3.3.4.- f(X) =J_24 3X _ X2 Si 1<x< 3
4-x si x>2 _
-2 si x>3

1., 7
-—X“+—X si x<2

3.4.-Dada la funcién f(x)={ &,
ax“ +b

2X

a) Hallar a y b para que sea derivable en todo R
b) Halla la funcién derivada

six>2

3.5.-La recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = en el punto de abscisa x=1 tiene por ecuacion

cx+d
y=2x+2 ;Cuanto valen cy d?
mx +4 si X <-2
3.6.-La funcion f(x) =<n -%xz si -2<x<2 es continua
mx-4 si X>2

a) Halla los valores de my n

b) Para dichos valores estudia la derivabilidad de la funcién

c) Representa la funcion

d) Halla la ecuacion de la recta tangente en el punto de abscisa -1

3.7.- Dada la funcion f(x) = ox3 - Ln(1-x) ¢Existe algun punto en que se anule su tercera derivada?
3.8.-Si f(x)=x* +px3 +gqx2 +rx-2 y f(1)=0,f(1)=4,f(0)=2 ¢Cuantovalenp, q, r?

e X+1

X2 +2x+¢

3.9.- De todas las rectas tangentes a la grafica de la funcion f(x) = solo una es horizontal ;Cuanto

vale c?

2
3.10.-Determina los puntos de la grafica de la funcién f(x) = X—1 en los que la recta tangente resulta paralela
X p—

a la recta r=4y-3x+1=0

3.11.-Las conclusiones de un estudio establecen que el nimero de individuos de una determinada poblacion
15000t + 10000
2t+2
a)¢,Cual es el tamafio actual de la poblacion?
a)¢,Cual sera la tasa de variacién durante los préximos 5 afos?
b)¢ Cual sera el ritmo de variacion dentro de 6 afios?

sera dentro de t afios de P(t) =
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TEMA 4: APLICACIONES DE LA DERIVADA

4.1.-CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO DE UNA FUNCION

4.1.1.-Definicién

Se dice que una funcion f es creciente en un intervalo (a,b) si al aumentar el valor de x en ese
intervalo también aumenta el valor f(x) de la imagen.
Graficamente se reconoce que una funcién es creciente en un intervalo si en él la grafica de la
funcién “va subiendo” tal y como se refleja en el siguiente grafico

-

Se dice que una funcion f es decreciente en un intervalo (a,b) si al aumentar el valor de x en
ese intervalo disminuye el valor f(x) de la imagen.
Graficamente se reconoce que una funcion es decreciente en un intervalo si en él la grafica de la
funcion “va bajando” tal y como se refleja en el siguiente grafico

-

4.1.2.-Aplicacién de la derivada a la determinacién de los intervalos de crecimiento y de
decrecimiento

El siguiente criterio nos permite determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de
una funcion:
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Si f” toma valores positivos en el intervalo (a,b) entonces f es creciente en ese intervalo

Si f* toma valores negativos en el intervalo (a,b) entonces f es decreciente en ese intervalo

En consecuencia para determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de una funcion f
hallaremos su derivada f* y resolveremos las inecuaciones

f'(x)>0 »intervalos de crecimiento
f'(x)<0 »intervalos de decrecimiento
F Ejemplo

_ 2
) (x=1)

Calcular los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcion f(x >
X+

_2x-1)(x+2)-(x=1)*-1_ x* +4x+5
(x +2)? (x +2)?

Calculamos f'(x)

2
X< +4x+5
Resolvemos ————>0 (< 0) . Paraello

(x+ 2)2
a)Calculamos : Puntos que anulan el numerador: x*+4x+5=0=x=-5 , x=1
Puntos que anulan el denominador: (x+2)?=0=x=-2

b)Marcamos los anteriores puntos en el eje OX'y comprobamos el signo de f" en cada uno de
los intervalos que se forman

» 1
Ll Bl Ll

f(x) + ] ) .
Pe—p¢—» () «

V¥V

A

v

f CR DC DC CR

»ld »ld
Ll Lt

A 4
A

Asi pues : fes creciente en (-», -5)y en (1, ©)
f es decreciente en (-5,-2) y en (-2,1)

" EJERCICIOS

4.1.- Determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de las siguientes funciones:
2

X 4.1.3.-f(x) = X =1

X< -16 X+2

41.1.- f(x)=x* -8x?  4.1.2.-f(x) =

4.1.4.-f(x) = xe*

4.2.-EXTREMOS DE UNA FUNCION
4.2.1.-Definicion

Se dice que la funcién f tiene en x=p un maximo relativo si la imagen de p es mayor que
las imagenes de los puntos préximos a p.

Se dice que la funcioén f tiene en x=q un minimo relativo si la imagen de g es menor que
las imagenes de los puntos préximos a q.
Graficamente se reconoce que una funcion tiene un maximo relativo cuando en la grafica
hay un punto que esta “mas alto” que los de su alrededor . Cuando hay un punto “mas
bajo” que los de su alrededor estamos ante un minimo relativo tal y como se muestra en
la siguiente figura:
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Maxime en x=p

Minime en x=q

-

A los maximos y minimos relativos se les llama extremos de la funcién. Como podemos observar
en la figura anterior los extremos son puntos en los que cambia el sentido del crecimiento de la
funcion :

- En un maximo la funcién pasa de ser creciente a ser decreciente

- En un minimo la funcién pasa de ser decreciente a ser creciente

4.2.2.-Aplicacion de las derivadas a la determinacion de los extremos de una funcién
A) Condicién necesaria

Para que la funcion f tenga un extremo en el punto x=a es necesario que f'(a)=0

Es decir, la funcién f solo puede tener extremos en los puntos en que se anula la 12
derivada. Pero que pueda tenerlos no significa que los tenga. La confirmacion de que
efectivamente los tiene , y de que tipo, se realiza mediante una condicion de suficiencia. A
continuacion damos dos condiciones de suficiencia

B) Condicion suficiente
Sea a un punto que cumple la condicién necesaria, es decir, que f'(a)=0. Para confirmar que
ftiene en a un extremo emplearemos la siguiente condicion

Si f"(a)>0 entonces f tiene en a un minimo relativo

Si f”"(a)<0 entonces f tiene en a un maximo relativo

O, sinos parece mas cémoda, la siguiente:

Sifen el punto a pasa de ser creciente a ser decreciente f tiene en x=a un
maximo relativo

Sifen el punto a pasa de ser decreciente a ser creciente f tiene en x=a un
minimo relativo

En el siguiente esquema representamos el proceso:
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f'(@a)>0 |———> f tiene en a un minimo relativo «———

f(a)=0

—— f tiene en a un maximo relativo <+—

A 4
—
—~
Q
N
JAY
o

A 4
L o ool » Estudio del crecimiento:

f pasaena de CRaDC

f pasaena de DCaCR

f pasaena deCRaCR [—> fescreciente ena

f pasaena deDCaDC [ — fes decreciente en a

F Ejemplo 1

_(x—1)2
X+2
En el apartado anterior estudiamos el crecimiento de esta funcién. Obtuvimos el siguiente resultado:

Calcular los extremos de la funcion  f(x)

-5 -2 1

A

f(x) + . - +

f CR DC DC CR

>l »ld »
l Lt )

A 4
A

Vemos que los puntos que cumplen la condicion necesaria son el -5y el 1
En -5, f pasa de CR a DC. Luego f tiene en -5 un maximo cuyo valor es f(-5)=-12
En 1, fpasa de DR a CR. Luego f tiene en 1 un minimo cuyo valor es f(1)=0

F Ejemplo 2

72 -18x

Calcular los extremos de la funcion f(x) =2x +
Determinamos los punto que cumplen la condicién necesaria f'(x)=0
(-18)(5-x)-(72-18x)(-1) _, 18 _ 2x2 —20x + 32 0 3{x =2

fi(x)=2
=2 (5-x)? (5-x)? (5-x)?

Estudiamos en estos puntos la suficiencia mediante la 22 derivada:

_136 f(2) = % <0 = f tiene en 2 un maximo cuyo valor es f(2) =16
f'(x) = =
(5-x)° f(8) = % >0=f tiene en 8 un minimo cuyo valor es f(8) = 40
2® EJERCICIOS

4.2.-Determinar los extremos de las funciones del ejercicio 4.1
4.3.-Determinar los extremos de las siguientes funciones:

14,02 (1-%)° x? 2
4.31.- f(x):zx —2x 43.2.- f(x)=—"— 4.3.3.- f(x)= 4.3.4.- f(x)=x"e
X
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4.3.-CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD DE UNA FUNCION
4.3.1.-Definicién
Se dice que una funcion f es concava en un intervalo (a,b) si la recta tangente queda por
encima de la grafica de la funcion en cualquier punto del intervalo. Si queda por debajo en cualquier
punto del intervalo entonces se dice que f es convexa en el intervalo. La concavidad y la convexidad
de una funcion se muestran en las siguientes figuras:

fcéncava

f convexa

a b

4.3.2.-Aplicacion de la derivada a la determinacion de los intervalos de concavidad y
convexidad

El siguiente criterio nos permite determinar los intervalos de convexidad y concavidad de una funcion:

Si f” toma valores positivos en el intervalo (a,b) entonces f es convexa en ese intervalo

Si " toma valores negativos en el intervalo (a,b) entonces f es concava en ese intervalo

En consecuencia para determinar los intervalos de convexidad y concavidad de una funcion f
hallaremos su derivada f'” y resolveremos las inecuaciones

f"(x)>0 mtervalos de convexidad

f7(x)<0 imtervalos de concavidad
= Ejemplo
Estudiar la concavidad y convexidad de la funcién f(x)= X :

1+ X
2 2 2,2 2 2 3
Calculamos f(x)= (1+x )-2x§2x) _ 1—x2 = £(x) = —2x(1+x%) —(1—2x4 )2(1+ x“)2x _ 2X —26;(
(1+x9) (1+x°%) (1+x°%) (1+x°%)
3
Resolvemos 2)(—_26);’> 0 (<0). Paraello
(1+x9)

a)Calculamos : Puntos que anulan el numerador: 2x*> — 6x=0=x=0 , X = i\/g
Puntos que anulan el denominador: (1+x? )*=0= no hay

b)Marcamos los anteriores puntos en el eje OX y comprobamos el signo de f en cada uno
de los intervalos que se forman
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CV

»
>

A

A 4
A

Asi pues : fes céncava en (—oo,—\/g) y en (0,\/5)
f es convexa en (—/3,0) y en (+/3,)

. EJERCICIOS

4.4.-Determinar los intervalos de concavidad y convexidad de las funciones del ejercicio 4.3
4.5.- Determinar los intervalos de concavidad y convexidad de las siguientes funciones:

2
4.5.1.- f(x) = 1.x2  452- f(x)=e™> 4.5.3.- f(x)=x* -x3 -3x?
X

4.4.-PUNTOS DE INFLEXION
4.4.1.-Definicién
Un punto de inflexién es un punto en que la recta tangente atraviesa la grafica. Por tanto en los

puntos de inflexion la funcion pasa de ser concava a convexa 0 viceversa , tal y como se pone de
manifiesto en la siguiente figura:

unto de inflexién

=

4.4.2.-Aplicacion de las derivadas a la determinacién de los puntos de inflexién de una funcion
A) Condicion necesaria

Para que la funcion f tenga un punto de inflexidn en el punto x=a es
necesario que f''(a)=0

Es decir, la funcién f solo puede tener puntos de inflexiéon en los puntos en que se anula
la 22 derivada. Pero que pueda tenerlos no significa que los tenga. La confirmacion de que
efectivamente los tiene se realiza mediante una condicion de suficiencia. A continuacién
damos dos condiciones de suficiencia

B) Condicion suficiente

Sea a un punto que cumple la condicidon necesaria, es decir, que f''(a)=0. Para confirmar
que f tiene en a un punto de inflexion emplearemos la siguiente condicion

Si f"”’(a)#0 entonces f tiene en a un punto de inflexion
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O, sinos parece mas cémoda, la siguiente:

Si f en el punto a pasa de ser concava a convexa, O viceversa, tiene en
x=a un punto de inflexion

En el siguiente esquema representamos el proceso:

f""(@)#0 > f tiene en a un punto de inflexion <+—

! f""(a)=0 —l

b »| Estudio de CCy CV:

—

B
1l

o
A 4

f pasaena de CCaCV

f pasaena deCVaCC

f pasaena deCCaCC [—»fescodncavaena

f pasaena deCvVaCV |  ,fesconvexaena

F Ejemplo 1

X

Determinar los puntos de inflexion de la funcion f(x) = 5
1+x

En el apartado anterior hemos estudiado la concavidad y convexidad de esta funcion , obteniendo el
resultado siguiente

NE) 0 3

» & »d »d
» N L | L |

f(x) - L + - +

CVv

A

f CC 9% CC

Vemos que los puntos que cumplen la condicion necesaria son el —\/5, Oy \/5
En — ﬁ , fpasa de CC a CV. Luego f tiene en x=—\/§ un punto de inflexién
En 0, fpasa de CV a CC. Luego ftiene en x=0 un punto de inflexién
En \/§ f pasa de CC a CV. Luego f tiene en x=\/§ un punto de inflexién

T Ejemplo 2
Calcular los puntos de inflexion de la funcion f(x) = x-e™
Determinamos los punto que cumplen la condicién necesaria f'(x)=0
fx)=e™X +xe*(-1)=(1-x)e™* = f'(x)=(-1e* +(1-x)e*(-1)=(2+x)e* =0=> 2+x=0=>x=2

Estudiamos en este punto la suficiencia mediante la 3? derivada:
f(x) = e™ +(-2+x)e* (1) = (3-x)e™ = f"(2) = e~ = 0 = f tiene en x = 2un punto de inflexion
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- EJERCICIOS

4.6.-Determinar los puntos de inflexién de las funciones de los ejercicios 4.3y 4.5
4.7.-Determinar los puntos de inflexion de las siguientes funciones:

— 3 -
(x 21) 473 f(x)= —2%

471.-f(x)=x> -2x% +x-5 4.7.2.- f(x)= =
X X% —2x+2

4.5.-ESTUDIO Y REPRESENTACION GRAFICA DE UNA FUNCION
4.5.1.- Estudio de una funciéon

A) Estudio de f(x)
A1) Dominio
A2) Puntos de corte con los ejes
A3) Simetrias: f(-x)=f(x)= Simetria respecto al eje OY
f(-x)=-f(x)= Simetria respecto al origen O

X

5 f
£(-x) (x) Simetria respecto al O

f{-x)

Simetria respecto OY

Observaciones:1) Para que la funcién sea simétrica ha de serlo el dominio respecto de
0. En consecuencia solo estudiaremos la existencia de simetrias en el
caso de dominios también simétricos
2)Si una funcién resulta simétrica, basta con hacer su estudio para las
X > 0. La parte correspondiente a las x<0 se obtiene por simetria

A4) Asintotas: Son rectas tales que la grafica, a partir de un determinado momento, se va
acercando a ellas tanto como se quiera sin llegar a tocarlas.

i) Verticales :
a) Determinacion :Si Lim f(x)=2w entonces la recta x=a es una asintota
X—a
vertical de f.

c) Posicion : Para averiguar la posicién de la grafica respecto de la asintota calculamos
los limites laterales en el punto a y asi determinamos cuales de las siguientes posiciones
se dan:

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales (2° Bachillerato)
José Luis Diaz Leyes -73-



Lim =40 N,
Xx—a
Lim =4
Y x—at
= »
Lim =-w >
X—a .
< le = —00
+
Xx—a

Observacién: Las asintotas verticales hay que buscarlas entre los puntos que
quedan fuera del dominio de la funcion

ii) Horizontales :
a) Determinacion :Si Lim f(x)=b entonces la recta y=b es una asintota
X—>t00
horizontal de f.

b) Posicién : Para averiguar la posicién de la grafica respecto de la asintota
hacia +o comparamos los valores de la funcion y de la
asintota para un valor suficientemente alto de x (p. ej para
x=100) :

Si f(100)>b la grafica se acerca por encima de la asintota
Si f(100)<b la grafica se acerca por debajo de la asintota
Lo mismo para ver la posicion hacia —oo

Observaciones:
1) Antes de acercarse indefinidamente a la asintota horizontal
es posible que la grafica la corte como ocurre con la
funcion de la siguiente figura:

'S
v

wyv\

2) Puede suceder, dunque en las funciones racionales no
ocurre, que hacia +o y hacia —o haya asintotas
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horizontales diferentes ( 0 que solo la haya en un sentido)
como ocurre en los siguientes graficos:

s Y

iii) Oblicuas :

a) Determinaciéon : Si Lim fx)
X—>to X

=m entonces puede haber una asintota

oblicua. Para confirmarlo calculamos Lim [f(x)-mx] y si
X—>+o0

se obtiene un valor n entonces la recta y=mx+n es una
asintota obicua de la funcion.

b) Posicién : Para averiguar la posicién de la grafica respecto de la asintota
hacia +o comparamos los valores de la funcion y de la
asintota para un valor suficientemente alto de x (p. ej para
x=100) :

Si f(100)>m-100+n la grafica se acerca por encima de la asintota
Si f(100)<m-100+n la grafica se acerca por debajo de la asintota
Lo mismo para ver la posicion hacia —o
Observaciones:
1) Hacia un mismo lado no puede haber al mismo tiempo asintota
horizontal y asintota oblicua. En consecuencia procederemos a
calcular una asintota oblicua sélo cuando no haya asintota
horizontal (hacia + o y/o hacia —x)
2) Las observaciones formuladas para las asintotas horizontales
son validas para las oblicuas
B) Estudio de f'(x)
B1) Intervalos de crecimiento y decrecimiento
B2) Extremos

C) Estudio de f"(x)
C1) Intervalos de concavidad y convexidad
C2) Puntos de Inflexion
Observaciéon: No siempre es posible ( o puede resultar excesivamente complicado) el
estudio de f’(x) ). En estos casos representaremos la funcion con la
informacion disponible anadiendo las observaciones que se deduzcan ( a la
vista de la grafica) sobre concavidad, convexidad y puntos de inflexion

4.5.2.- Representacion de la funcion

Finalizado el estudio de la funcién , trasladamos toda la informacién a unos ejes de coordenadas
sefalando los puntos notables (corte con ejes, extremos, Pl) , las asintotas y los intervalos de CR,
DC, CC y CV. A continuacién procedemos a dibujar la grafica desde —o hasta + o .

En ocasiones puede resultar conveniente calcular y sefialar algunos puntos adicionales de la

F Ejemplo 1
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2 f—
Estudiar y representar la funcion f(x)= 2X—7X2+9
(x-3)

1)Estudio
A) De f(x)
A1) Dominio : (x—3)2 =0 = x =3 = Dom =R - {3}
A2) Puntos de corte con
7+-23

Eje OX: 2x2—7x+9=0:>x=_TeR:>no cortaa OX

Eje OY: f(0)=1= Pto (0,1)
A3) Simetrias: No tiene ya que el Dom no es simétrico respecto de 0. De todas formas ,
veamos como se determina:

9 5 # f(xX) = No simétrica respecto OY
2(-Xx)" =7(-x)+9  2x° +7x+9

a— — 2 —
f(=x) = (—x — 3)2 (X + 3)2 # —f(x) = % = No simétrica respeto O
A4) Asintotas
i)Verticales:
a) Determinacién
2 J—
El punto excluido del Dom es el 3 . Como Lim w = 6 =00 la recta
x—>3  (x-3)
x=3 es una asintota vertical
b) Posicion:
Lim f(x)= 6 =+o0 (6asi:f(2.9)=552 = f(x) >+ si x >3~
x—>3" *
Lim f(x):i+ =+ (6asi:f(3.1)=652= f(x) >+ si x > 3"
0

x—3" Ty ‘ |

ii)Horizontales
a) Determinacién

2 2
Lim 20 -7x+9 = Lim 2 =2 =larecta y =2 esuna asintota horizontal
x>t (x—3) X0 X
b) Posicién:
funcion: f(100) =2.0521 , . ,
x=100= ] = Hacia + « la funcién se acerca por encima
Asintota : y=2

funcion: f(-100) =1.952
<= 100 = uncllon (-100)=1.95
Asintota : y=2

} = Hacia - «o la funcién se acerca por debajo
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iii) Oblicuas
No hay ya que tiene asintota horizontal
B) De f'(x)

2x-T)(x-3)% —(2x% = Tx+9)2(x-3) (4x-T)(x-3)—(2x%> -7x+9)2 -5x+3
(x-3)4 +(x-3) (x-3)° (x-3)°

Puntos que anulan el numerador: -5x+3=0=x=3/5

Puntos que anulan el denominador: x-3=0=x=3

fi(x) =

f(x) - + -
> D >ie
f DC | CR U DC
|5 Min en (3/5, f(3/5))=(0.6, 0.96)

C) De f"(x)
100 = ~5(x-3)3 —(-5x+3)3(x-3)>  —5(x-3)—(-5x+3)3 10x+6
(x-3)8 ~(x=3)2 (x-3)* (x-3)*
Puntos que anulan el numerador: 10x+6=0=x=-3/5
Puntos que anulan el denominador: x-3=0=x=3

305 3,
£ (x) - + +
> ()< e
f ¢ . cv e cV
5 Plen (-3/5, f(-3/5))(-0.6, 1.07)

2)Representacién
a)Trasladamos la informacion anterior a unos ejes de coordenadas:

I 1

-
Pl

I DCy CC ‘DCyCV‘ CRy CV DCy OV I

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales (2° Bachillerato)

José Luis Diaz Leyes -77 -



b) Trazamos la gréafica uniendo los puntos y siguiendo las indicaciones sobre CR, DC, CCy CV

¥

e ]
= Ejemplo 2
2 f—
Ejemplo 2: Estudiar y representar la funcion f(x) = X 14
X —
1)Estudio
A) De f(x)

A1) Dominio : x—1=0 = x =1=>Dom =R - {1}

A2) Puntos de corte con
Eje OX: x?2-4=0=x=12=>corta a OX en (-2,0) y (2,0)
Eje OY: f(0)=4= Pto (0,4)

A3) Simetrias: No tiene ya que el Dom no es simétrico respecto de 0.
A4) Asintotas

i)Verticales:
a) Determinacién

2 f—
El punto excluido del Dom es el 1 . Como Lim x” -4
x—=1 X-1

= 33 =+ larecta x=1es

una asintota vertical
b) Posicion:

Lim f(x)= -3 =+o0 (6asi:f(0.9)=31.9=f(X) >+ si x> 1
x—>1" 0~

Lim f(x)= -2 =0 (6asi:f(1.1)=-27.9 = f(x) > —o si x> 1*

x—1t 0 ||
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ii)Horizontales
a)Determinacién

x% —4 X2
Lim = Lim — = Lim x =10 =No hay asintota horizontal
X—t0o X—1 x—to X X —>+o0
iii)Oblicuas
a)Determinacién
X% -4 ) )
. f(x . — . X -4 . X
m= Lim 1 = im X=1 _ |im = Lim ==1
X—>10 X X—>*Fo0 X X—>10o x“ —x X—)ioox2

2_ —
n= Lim (f(x)=mx)= Lim (X 4—1-XJ: Lim X=% _ Lim X 21

X—>t00 x—>+oo| X—1 X—>+00 X —1 X—+o0 X

Asi pues, la recta y=x+1 es una asintota oblicua

b)Posicion
funcion : f(100) =100.96
x=100 = ur’10|on (100) = Hacia + « la funcién se acerca por debajo
Asintota:y =100+1=101

=100 = { funcion : f(-97) = -98.97

. = Hacia - « la funcién se acerca por encima
Asintota:y =-100+1=-99

B)Estudio de f'(x)

Fl(x) = 2x(x—1)—(x2 -4)1 _ X2 —2x+4

(x=1)> (x=1)?
+ A4/
Puntos que anulan el numerador: X2 -2Xx+4=0=x= # zR
Puntos que anulan el denominador: x-1=0=x=1
1
f'(x) + +
f CR P CR
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C)Estudio de f"(x)

F1(x) = @2x-2)(x-1)% = (x2 —2x+4)2(x-1) _ (2x-2)(x-1)-(x? —2x+4)2 -6
(X—1)4 +(x—1) (X—1)3 (X—1)3
Puntos que anulan el denominador: x-1=0=x=1
1
f(x) + .
f cV | cC
2)Representacion /

a)Trasladamos la informacién anterior a

T Y - S T ]
I T y i i I ; Y
t + + ¥ +—

D S
h ! L n ; T n
t t + + + t t

{ CVyCR ‘ cCy CR

b) Trazamos la grafica uniendo los puntos y siguiendo las indicaciones sobre CR, DC, CCy CV

- -1 -}
1 1 ] ! | I 3

L L

L= T
I ] ! ! 1 1 1 i !
T
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" EJERCICIOS

4.8.- Completar el estudio de las funciones de los ejercicios 4.1 , 4.3 , 4.5 y representarlas
4.9.-Estudiar y representar las funciones siguientes:

3 2
8.91.-fX) = x+ -5 4.9.2.-f(x) = 4.93.- fx)= XHEXH0 494 fx)= X232
x?2 (1+X) x?2 x2 —5x + 4

x3 2 e*
4.9.5.-f(x) = 1 4.9.6.- f(x)=x-e™* (AHy=0) 4.9.7.- f(x) = — (AH y=0 hacia —)

X+ X
4.9.8.-f(x) = x?¢* (AHy =0 hacia + «) 4.9.9.-f(x) = Lnx (AH:y =0) 4.9.10.-

X
1+ X

f(x) = Ln1— (Tiene dos AV)
- X

4.9.11.-f(x) = LL (solotiene AV) 4.9.12.-f(x) = xLnx (notiene AV)  4.9.13.-f(x) = (x = 1)eX (AH y = 0)
nx

4.6.-OPTIMIZACION
Un problema de optimizacién es un problema consistente en determinar las condiciones en que
una magnitud, sometida a ciertas restricciones, se hace maxima (6 minima segun interese)
Para resolver un problema de este tipo procederemos del siguiente modo:
1.-Escribiremos la expresion matematica de la magnitud a optimizar
2.-Si en esa expresion aparece mas de una variable, elegimos una de ella y expresamos las
demas en términos de ella. Para ello usaremos la informacién del problema y resultados
conocidos.
Asi conseguimos expresar la magnitud a optimizar en funcién exclusivamente de la
variable elegida

3.-Hallamos el maximo (o el minimo) de esta funcién mediante los procedimientos
estudiados en este tema

= Ejemplo 1
Descomponer el numero 36 en dos sumandos positivos de modo que sea maximo el producto del
primer sumando por el cuadrado del segundo.
1.- Primer sumando: x
Segundo sumando: y
Magnitud a maximizar : P=x-y?
2.-Relacion entre x e y : x+y=36 = y= 36-x
Asi pues la magnitud a optimizar sera P(x)=x(36-x)?
3.-P"(x)=1-(36-x)%+x-2(36-x)(-1)=(36-x)(36-x-2x)=(36-x)(36-3x)=0=x=36 ; x=12
P (x)=(-1)(36-3x)+(36-x)(-3) = P "(36)=(-1)(36-3-36)=72>0 = P minimo
P (12)=(36-12)(-3)=-72<0= P maximo

Asi pues los dos sumandos pedidos son x=12 e y=36-12=24

. EJERCICIOS

4.10.-De una lamina de cartéon cuadrada de 20 cms. de lado se recortan en las 4 esquinas cuadrados
iguales de modo que al doblar y pegar se forme una caja sin tapa. Cual sera la dimensioén del cuadrado
recortado para que resulte una caja de capacidad maxima?

4.11.- De todos los triangulos isésceles de perimetro 30 cms 4, Cual tiene area maxima?

4.12.-Determinar las dimensiones del rectagulo de area maxima tal que al sustituir en él dos lados opuestos
por dos semicircunferencias de diametros dichos lados resulte una figura de perimetro 120 cms .

4.13.-El coste de producir x unidades de un determinado producto es C(x)=x2+6x+625€ .¢Cudl es el
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minimo coste medio por unidad que se puede obtener?; Con qué producmon se consigue?
4.14.-Se desea construir el marco para una ventana rectangular de 6 m? de superficie. EI metro lineal de
tramo horizontal cuesta 2.5€ y el de tramo vertical 3€ ;Cual es el coste minimo de dicho marco?

4.15.-Un comerciante compra un producto a 3€/Kg. y lo vende con la siguiente politica de precios segun el
volumen del pedido:
-Para una cantidad no superior a 20 Kgs. el precio es de 6€/Kg
-A partir de 20 Kgs y hasta un maximo de 100 Kgs reduce el precio del Kg en 2 céntimos por cada
Kg que exceda de los 20
a)¢, Cual es el volumen del pedido que aporta mas beneficios al comerciante?
b) Un cliente que necesita 120 Kgs. del producto hace dos pedidos ¢ Cual sera el volumen de cada uno de
ellos que le proporciona el minimo coste?
4.16.-En una rotonda circular de 8 metros de radio se desea disponer una zona ajardinada formando un
rectangulo con sus vértices sobre el perimetro circular de la rotonda. ;Cual sera la maxima supercie de
zona ajardinada que se Euede conseguir?
4.17 .-la funcion f(x -6x’+bx+c no tiene extremos aunque en el punto A(2,1) la recta tangente es
horizontal ; Cuanto valen a,b,c?
4.18.-Hallar p y g sabiendo que la funcion f(x)= x px+q tiene un minimo en el punto A(2,-13)
4.19.-Hallar a, b y ¢_para que la funcion f(x)=x>+ax*+bx+c tenga un punto de inviexion en A(1,-2) y corte al
eje OY en B(0,1)

3

4.20.-La funcién f(x)= X
ax+b

tiene un minimo en x=-3 y por asintota vertical la recta x=-1 . Hallaray b

4.21.-Una piedra preciosa pesa 10 grs. Se conoce que el valor de una piedra preciosa es proporcional al
cuadrado de su peso y que el valor de la que tenemos es de 1200€. Si accidentalmente la piedra se cae y
se parte en dos trozos ¢ Cual es el peso de cada trozo que nos produce la maxima pérdida econémica?
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PRUEBAS DE ACCESO DE GALICIA

JUNIO 2001
1.-La temperatura (en grados centigrados) de un trozo de metal sumergido en una solucidon durante 9 horas
viene dada por T(t)=10+%—5t , 0<t<9

+

Se pide: a) Temperatura inicial del metal, b) La temperatura, jaumenta o disminuye con el paso del tiempo?
Justifiquese la respuesta. ¢) ¢ Durante cuanto tiempo la temperatura del metal supera los cero grados?

2.- Dada la funcion f(x) = - x* + bx + ¢, calctlense los valores b y ¢ si esa funcién pasa por el punto ( 1 ,4) y
en este punto la ecuacion de la recta tangente es y = 4.

SEPTIEMBRE 2001

1.- Dada la funcion  f(x) = —

X—-2
A) Determinar: cortes con los ejes, intervalos de crecimiento y decrecimiento, asintotas.
B) Representar su grafica basandose en los datos del apartado A).
C) ¢Existe algun punto de la grafica en la que la recta tangente tenga pendiente positiva? Justifiquese la
respuesta.
2.- Un rectangulo, de perimetro 60, gira entorno a uno de sus lados. Calcular que dimensiones del rectangulo
hacen que el cilindro generado tenga el maximo volumen posible.

JUNIO 2002

1.-Dada la parabola f(x) = x? +bx +c calcular b y ¢ si pasa por el punto (0,2) y tiene un minimo en x=1 .
2.- Una empresa fabrica diariamente x toneladas de producto quimico A (0 £ x<4) e y toneladas de producto
quimico B; la relacién entre x e y viene dada por
_ 24 -6x
5-x
Los beneficios obtenidos con A son de 2000€ por tonelada y con B son de 3000€ por tonelada ¢Cuantas
toneladas de A deben producirse diariamente para maximizar los beneficios?

SEPTIEMBRE 2002
-x%2+2x  si x <1
1.- Dada la funcién f(x) = X si 1<x<2
%xz -4x+8 si  x>2

Representarla graficamente estudiando: puntos de corte con los ejes, crecimiento e decrecimiento, concavidad
y convexidad, asintotas.

2.- Representar la funcion

f(x) = —=
X +1

estudiando: puntos de corte con los ejes, crecimiento e decrecimiento, concavidad y convexidad, asintotas.

JUNIO 2003
1.- Dada a funcién
-X+1 si X <1
f(x)={-x% +4x-3 si 1<x<3
x-3 .
si x>3
X

Represéntala graficamente estudiando: puntos de corte, crecimiento e decrecimiento, concavidad y asintotas.

2.- a) Determinar la funcion f[x) si se sabe que pasa por el punto (0,1) y que su derivada es f "(x)= x° + 2x.
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b) Determinar el punto de la grafica en el que la recta tangente tiene pendiente 0. ;Que mas se puede
afirmar de ese punto? Justifiquese la respuesta.

SEPTIEMBRE 2003
1.- La produccién vy, en kg., de una cierta cosecha agricola, depende de la cantidad de nitrdgeno x, con que

abonemos la tierra (en las unidades apropiadas), segun la funcién y = 1000x , siendo x 20
1+ x
a) Estudiar el crecimiento e decrecimiento de la funcién. Calcular la producciéon maxima.
b) Si es rentable que la produccion esté entre 400Kg. ye 500Kg. (ambos incluidos), ¢que cantidades de

nitrégeno necesitariamos?

2.- Determinar los parametros a, b y ¢ en la funcién polinémica f(x) = ax® + bx® +cx, sabiendo que tiene un
minimo relativo en el punto (1, 0) y un punto de inflexion en x=2/3

JUNIO 2004
1.- La funcién de coste total de produccién de x unidades de un determinado producto es
3

C(X) = >— +8x + 20
100
C(x)

a) Se define la funcion de coste medio por unidad como Q(x) = ——= , ;cuantas unidades "x," es necesario
X

producir para que sea minimo el coste medio por unidad? b) ¢ Que relacién existe entre Q(xg) e C '(xg)?

2.- Una enfermedad se propaga de tal manera que, después de t semanas ha afectado a N(t) cientos de
personas, donde

5—t2(t—6) para 0<t<6

N(t) =
® —%(t—10) para 6<t<10

a) Estudiar el crecimiento y decrecimiento de N(t). Calcular el maximo de personas afectadas y la semana en la
que se presenta ese maximo. Calcular también la semana en la que se presenta el punto de inflexién en el
numero de personas afectadas, b) ;A partir de que semana la enfermedad afecta a 250 personas como
maximo?

SEPTIEMBRE 2004
1.- Los beneficios (en millones de euros por afo) estimados para una empresa se ajustan a la siguiente
funcion:

5x
x2 44’
donde B representa los beneficios de la empresa y x los afios transcurridos desde el momento de su
constitucion (x =0).
a) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de B(x). ;Que informacion nos dan sobre la
evolucién de los beneficios a lo largo del tiempo? b) 4 Al cabo de cuanto tiempo obtiene la empresa el maximo
beneficio? ; Cual es este beneficio maximo?

B(x) = x>0

2.- Se compra un equipo industrial en 1990 (x =0) y se sabe que genera unos ingresos de

R(x) = 6125 - %xz (miles de euros anuales) x afios después de comprarlo.

Al mismo tiempo, los costes de funcionamiento y mantenimiento son C(x) = 2000 + 10x° miles de euros
anuales.

a) Representar las graficas de las funciones R(x) y C(x). b) ¢ Durante cuantos afos fué rentable el equipo? c)
¢En que ano el beneficio fué maximo y a cuanto ascendié el mismo?

JUNIO 2005
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1.- El nimero de vehiculos que ha pasado cierto dia por el peaje de una autopista viene representado por la
funcién
t-3)?
(—J +2 , 0<t<9
Ny=1 * 2

2
10—(%) , 9<t<24

donde N indica el numero de vehiculos y t representa el tiempo transcurrido (en horas) desde las 0:00 horas.
a) ¢ Entre que horas aumenté el numero de vehiculos que pasaban por el peaje? ;Entre que horas disminuy4?
b) ¢ A que hora pasé el mayor nimero de vehiculos? ¢ Cuantos fueron?

2.- Se quiere fabricar una caja de madera sin tapa con una capacidad de 2 m®. Por razones de portabilidad en
el transporte de la misma, el largo de la caja ha de ser doble que el ancho. Ademas, la madera para construir la
base de la caja cuesta 12 euros por metro cuadrado, mientras que la madera para construir las caras laterales
cuesta 8 euros por metro cuadrado. Hallar las dimensiones de la caja para que el coste sea minimo. Calcular
dicho coste minimo.

SEPTIEMBRE 2005

1.- Se quiere cercar un campo rectangular que linda con un camino por uno de sus lados. Si la cerca del lado
del camino cuesta 6 €/m y la de los otros lados 2 €/m, hallar las dimensiones del campo de area maxima que
se puede cercar con 2560 €.

2.- La funcién f(t), 0< t <10, en la que el tiempo t estd expresado en afios, representa los beneficios de una
empresa (en cientos de miles de euros) entre los afios 1990 (t =0) y 2000 (t=10)

t+1 si 0<t<2
fity={ t2 —8t+15 si 2<t<6

%(—t+10) si 6<t<10

a) Representar graficamente f(t), estudiando: puntos de corte, intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) ¢En que afos consiguié la empresa el maximo beneficio? ;Cual fué dicho beneficio? ;Durante cuanto
tiempo hubo pérdidas?

JUNIO 2006
1.- La funcion f definida por f(x)= x*+ax?*+bx+c verifica que su grafica pasa por el punto (-1,0) y tiene un maximo
relativo en el punto (0,4)
a) Determinar la funcion f calculando a, by ¢
b) Representar graficamente la funcion f(x)= x>-3x°+4 estudiando: intervalos de crecimiento y decrecimiento,
minimo relativo, intervalos de concavidad y convexidad y punto de inflexion
2.-En un hospital el numero N de personas afectadas por una cierta infeccién virica, después de t semanas,
viene dado por la funciéon

350t

N(t) = —
2t +kt+8

a)Se sabe que el numero de personas afectadas al cabo de 1 semana ha sido 50. Calculese el valor de k
b)Para el valor de k=-3, calcular el maximo de personas afectadas y la semana en que ocurre. A partir de que
momento, después de alcanzar el valor maximo, el nimero de personas afectadas es menor que 257

SEPTIEMBRE 2006

1.- La cantidad de agua (en hm3) de un embalse durante el ultimo afio viene dada por la funcion
Ct) = 210000

S, 0<t<6
(2t-k)? +6

en donde t es el tiempo transcurrido en meses.

(a) Determinar el valor del parametro k teniendo en cuenta que la cantidad maxima de agua la alcanzé al cuarto mes.
(b) Para el valor de k = 8, determinar los periodos en los que la cantidad de agua ha aumentado y en los que ha
disminuido. ¢ A partir de qué mes la cantidad de agua ha sido inferior a 1400 hm®?

2.- Un vendedor de pdlizas de seguros tiene un sueldo fijo mensual de 1000 euros, mas una comisién que viene
dada por la funcién 17x - 0,0025x°, donde x representa el nUmero de pdlizas vendidas.
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Si el vendedor tiene mensualmente un gasto general de 200 euros, mas otro de 5 euros por poliza contratada, calcula
el numero de pdlizas que debe contratar mensualmente para que su ganancia sea maxima, ¢a cuanto asciende
dicha ganancia?

JUNIO 2007

1.-Se estudia la evolucién mensual del niumero de socios de una entidad durante el afio 2005 y se observa que esta
—x2+6x+a si 0<x<6

modelada por la siguiente funcion:  f(x)=4 50 si 6<x<8 donde x es el tiempo en meses.

50 +(x—8)(x-12) si 8<x<12

a) Si inicialmente se fundd con 50 socios , determinar el valor de a
b) Determinar en qué mes el nimero de socios fue maximo y en qué mes el nimero de socios fue minimo
c) Si para cubrir gastos la entidad necesitaba mas de 47 socios, ¢en qué meses tuvo pérdidas?

2.-Un estudio indica que , entre las 12:00 hor as y las 19:00 horas de un dia laborable tipico, la velocidad (en Km/h) del
trafico en cierta salida de autopista viene dada por la siguiente funcién:  f(x) = 2x% —21x% +60x+20, 0<x<7

donde x es el numero de horas después del mediodia (x=0 corresponde a las 12:00 horas)

Representar graficamente f (x) , para 0<x<7 , estudiando: el punto de corte con el eje y, intervalos de crecimiento y
decrecimiento, intervalos de concavidad y convexidad. Calcular las horas en que se presentan maximos, minimos y puntos
de inflexién para la velocidad del trafico

SEPTIEMBRE 2007
1. El rendimiento de los trabajadores de una factoria (evaluado en una escala de 0 a 100) durante una
jornada de 8 horas, viene dado por la funcién:

—10t2 +60t si O0<t<4
r(t)y=4 80 si 4<t<6
170 — 15t si 6<t<8

siendo t el tiempo en horas.
(a) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento. ¢ Cual es el rendimiento maximo?
(b) ¢ En qué instantes de su jornada laboral el rendimiento se sitia en la mitad de la escala?

2.-Una empresa ha estimado que el coste (en euros) de producir diariamente x unidades de un determinado
producto viene dado por la funcién C(x) = 2400 + 26x, y que el ingreso diario (en euros) que obtiene
vendiendo estas x unidades viene dado por la funcién /(x) = 150x - x* .

(a)Calcular la funcion B(x) que expresa los beneficios (ingresos menos costes) diarios obtenidos. ¢Entre qué
valores debera estar comprendido el numero de unidades producidas diariamente para que la empresa no
tenga pérdidas?

(b)Hallar el numero de unidades que tiene que producir diariamente para que el beneficio sea maximo. A
cuanto asciende dicho beneficio?

JUNIO 2008
1.-Supongamos que el valor V, en euros, de un producto disminuye o se deprecia con el tiempo t, en meses,
2
donde V(t) =50 - 2%t ; t20
(t+2)?

a) Calcular el valor inicial del producto, V(0). 4 A partir de qué mes el valor del producto es inferior a 34€?
b) Determinar la velocidad de depreciacién del producto, es decir, V'(t)
¢) Hallar LimV(t). ¢ Hay algun valor por debajo del cual nunca caera V? Justificar la respuesta

t—>+o0

2.-El nimero de plazas ocupadas de un aparcamiento, a lo largo de las 24 horas de un dia, viene expresado
1680 + 20t si 0<t<8

por la funcionN(t) = { -10t> + 260t + 400 si 8<t<16
-10t? + 360t —1200 si 16 <t <24

a)¢, A qué hora del dia presenta el aparcamiento la maxima ocupacién?; cuantos coches hay a esa hora?
b)¢ Entre qué horas la ocupacion del aparcamiento es igual o superior a 2000 plazas?
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SEPTIEMBRE 2008

1.-La distancia (en millas) entre un barco pesquero que sali6 a faenar durante un periodo de 10 dias y su
puerto base viene dada por la funcion:

2
M(p =136~ (2t-6)7 0<t<5
4(10-t)  5<t<10

en donde t es el tiempo transcurrido (en dias) desde su salida del puerto base.

(a) ¢Después de cuantos dias es maxima la distancia del pesquero a su puerto base? ;a cuantas millas se
encontraba?

(b) ¢ Durante qué periodos aumentaba la distancia a su puerto base? ;en qué periodos disminuia?

(c) ¢ A partir de qué dia, después de alcanzar la distancia maxima, se encontraba a menos de 12 millas del
puerto base?

2.-Una institucién de beneficencia estatal quiere determinar cuantos analistas debe contratar para el procesa-
miento de solicitudes de la seguridad social. Se estima que el coste (en euros) C(x) de procesar una solicitud
es una funcién del nimero de analistas x dada por:

C(x) = 0,003%’ - 0,216Lnx + 5, siendo x>0 (Ln = logaritmo neperiano).

(a) Si el objetivo es minimizar el coste por solicitud C(x), determinar el nimero de analistas que deberian
contratarse.

(b) ¢ Cual es el coste minimo que se espera para procesar una solicitud?

JUNIO 2009

1.-Para un programa de ayuda se estima que el niumero de beneficiarios n (en miles) durante los préoximos ¢
afios se ajustara a la funcion n(t) = lt‘3 —%tz +18t, 0<t<9
(a) Representa la grafica de la funcién, estudiando intervalos de crecimiento y de decrecimiento, maximos y
minimos (absolutos y relativos) y punto de inflexion. sEn qué afio sera maximo el nimero de beneficiarios?,
¢cual es dicho numero?

(b) Un segundo programa para el mismo tipo de ayuda, estima que, para los proximos t afios, el numero de

. . . 9 . . L . .
beneficiarios (en miles) sera m(t) = Et , 0<t<9:Enalgun ano el numero de beneficiarios sera el mismo con

ambos programas? ;En qué intervalo de tiempo el primer programa beneficiara a mas personas que el
segundo?
2.- Un modelo para los costes de almacenamiento y envio de materiales para un proceso de manufactura viene

dado por la funcion C(x)= 100(100 +9x + %j , 1<x<100, siendo C(x) el coste total (en euros) de
almacenamiento y transporte y x la carga (en toneladas) de material.

(a) Calcula el coste total para una carga de una tonelada y para una carga de 100 toneladas de material.

(b) ¢ Qué cantidad x de toneladas de material producen un coste total minimo? Justifica la respuesta y calcula
dicho coste minimo

(c) Si deciden no admitir costes de almacenamiento y envio superiores o iguales a 75000 euros, ¢hasta qué
carga de material podrian mover?

SEPTIEMBRE 2009

1.-Un individuo ha invertido en acciones de cierta compania durante los Ultimos 12 meses. El valor V de su
inversion, en euros, en el transcurso de t meses se estima por la funcion

V(t) = -2t° + 9F + 240t + 1200, siendo 0< t<12.

(a) ¢, Cuanto ha invertido inicialmente?

(b) ¢ Entre qué meses el valor de su inversion crecio? ¢y entre cuales decrecio?

(c) El individuo vende sus acciones transcurridos los 12 meses, ¢ cual hubiera sido realmente el mejor momento
para haberlo hecho? ; Cuéanto pierde por no haber las vendido en el momento 6ptimo?

(d) Utilizando los resultados de los apartados anteriores representa graficamente la funcion, calculando ademas
el punto de inflexion.

2.-Una organizacion humanitaria planea una campafia para recaudar fondos en una ciudad. Se sabe, por expe-
riencias anteriores, que el porcentaje P de habitantes de la ciudad que hara un donativo es una funcién del

numero de dias f que dure la campana, estimada por P(t) = 40(1 - e_O’OStJ , >0
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(a) ¢ Qué porcentaje de habitantes de la ciudad hara un donativo después de 10 dias de iniciada la camparia?
.Y después de 20 dias?

(b) Calcula el ritmo de cambio, P'(t), del porcentaje de donantes con respecto a los dias de campafia
transcurridos. ¢ Es la funcion P(t) creciente o decreciente?

(c) Calculael Lim P(t) . ;Se supera en algun dia el 40% de donantes?
t—>+00

(d) Si la ciudad tiene 100000 habitantes y si cada donante contribuye con 2 euros, calcula el total que se
habra recaudado al cabo de 20 dias.

JUNIO 2010

1.-Una empresa fabrica bicicletas y vende cada unidad de un determinado modelo a un precio P(x) (en euros)
que depende del numero x de bicicletas de ese modelo que haya fabricado. Tal funcion es

2x?
P(X):384—7—5 ; 0<XS60

En la fabricacién de las x bicicletas se produce un gasto fijo de 100 euros mas un gasto variable de 256 euros
por cada bicicleta fabricada.

(a) Calcula la funcion que expresa el beneficio obtenido por la empresa en la fabricacidon de x bicicletas. (b)
(b)¢,Cuantas bicicletas debera fabricar la empresa para obtener el maximo beneficio?
(c) Para el numero de bicicletas anterior, calcula el gasto, el ingreso yel beneficio maximos.

2.- El nimero N de ejemplares vendidos (en miles) de una revista destinada al publico adolescente es estimado
3t(10-t) 0<t<s8

por la funcion N(t) =9 624t t94 t>8 donde tes el tiempo transcurrido en semanas.
t? +144

Determina: los periodos en los que aumentan y en los que disminuyen las ventas de la revista, cuando se
alcanza el mayor nimero de ventas y a cuanto ascienden. ;A qué valor tiende el nimero de ventas con el paso
del tiempo?

SEPTIEMBRE 2010

1.- La funcién C(t)=—t> +9t*> —15t+50 ,0<t<6 , se ajusta a la cotizacién en euros de cierta moneda en

los ultimos seis afios ( C(t) indica la cotizacion en el tiempo t medido en afos).

(a) Encuentra los intervalos de tiempo en los que la cotizacion crecid y en los que decrecio.

(b) ¢ En qué momentos hubo una cotizacidon mas baja y mas alta? ; cuales fueron esas cotizaciones?

(c) ¢ Tiene C(t) algun punto de inflexion? En caso afirmativo, calculalo y traza la gréafica de la funcién en el
intervalo dado de tiempo.

2.- Una fabrica produce diariamente un total de 20 articulos de dos modelos diferentes A y B. El coste de
produccién diario (en euros) viene dado por C = 6x° + 450y - 2500, siendo x el numero de modelos del tipo A e
y el numero de modelos del tipo B. ; Cuantos modelos de cada tipo debe producir diariamente para minimizar el
coste de produccioén diario? Calcula ese coste de producciéon minimo.

JUNIO 2011
1.- Una empresa compra diversos articulos de adorno y los empaqueta en cajas para su distribucion.

0
El coste promedio por caja (en euros) esta dado por C(x) = 3x—18Lnx+——+50 ,x >0, siendo x el nimero
X

de cajas que empaqueta (In: logaritmo neperiano). Determina el nimero de cajas que deben empaquetar para

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales (2° Bachillerato)
José Luis Diaz Leyes - 88 -



minimizar el coste promedio por caja C(x).

2.- El precio, en euros, que la accion de una empresa alcanza en el transcurso de una sesion de Bolsa, viene

dado por la funcién p(t) = 4t3 — 42t +120t+200 ,0<t<7, tes el tiempo en horas a contar desde el inicio de

la sesién. Supongamos que la sesidn comienza a las 10 de la mafana (t =0) y finaliza 7 horas después (a las 5
de la tarde).

(a) ¢Entre qué horas el precio de la accidn sube y entre qué horas baja? ;A qué hora el precio de la accion
alcanza un valor maximo relativo?, ¢y un valor minimo relativo? Calcula dichos valores.

(b) ¢Se alcanza en algun momento un valor maximo absoluto?, ;y un valor minimo absoluto? En caso
afirmativo, calcula dichos valores.

(c) Utilizando los resultados anteriores y calculando el punto de inflexion, traza la grafica de la funcion p(t).
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TEMA1: SUCESOS ALEATORIOS

1.1.-EXPERIMENTO ALEATORIO

Se dice que un experimento es aleatorio si es imposible predecir el resultado cada vez que se
realiza.

= Ejemplos

A) Lanzar al aire una moneda y observar la cara superior

B) Lanzar un dado y observar la cara superior

C) Extraer una carta de la baraja

D) Lanzar un dado de quinielas

1.2.-ESPACIO MUESTRAL
El espacio muestral de un experimento aleatorio es el conjunto do todos los resultados posibles de
dicho experimento . Se designa por E.
= Ejemplos
A) El espacio muestral asociado al experimento "lanzar una moneda" es
E ={Cara,cRuz}
B) Para el experimento "lanzar un dado" el espacio muestral es

E={1,,2,3,4,56}
C) Para el experimento "lanzar un dado de quinielas" el espacio muestral es
E={1,X.2}

D) Para el experimento "extraer una carta de la baraja" el espacio muestral
consta do 40 elementos: cada una de las cartas de la baraja.

Consideraremos solamente experimentos cuyo espacio muestral E conste de un numero finito de
elementos.

1.3.-SUCESOS
Dado un experimento aleatorio cuyo espacio muestral es E , se llama suceso a cada uno de los
subconjuntos de E.
= Ejemplos
En el experimento "lanzar un dado” son sucesos:
A={5} que podriamos llamar "salir un cinco"
B= {1,3,5} que podriamos llamar "salir impar"
C={3,6} que podriamos llamar "salir multiplo de 3"
D={4,5,6} que podriamos llamar "salir mas de 3"

Al conjunto de todos los sucesos ,es decir, al conjunto P(E) (partes de E ) se le llama espacio de
sucesos
P Ejemplo
En el experimento "lanzar un dado de quinielas” el espacio de sucesos es
P(E)={@,{1},{X}, {2} .{1.x}, {1.2} , {X,2} , E}

Al realizar el experimento se dice que se ha verificado un suceso A si el resultado obtenido es uno de
los que constituyen A

= Ejemplo

Al lanzar un dado se verificara el suceso A={2,4,6} ="salir par " si el resultado obtenido
esun246un4 éunb.
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El suceso < nunca se verifica: se le llama suceso imposible. El suceso E se verifica siempre: se

le llama suceso seguro.
A los sucesos que constan de un solo elemento se les llama sucesos elementales.

1.4.- OPERACIONES CON SUCESOS

Los sucesos son conjuntos y como tales se pueden someter a las operaciones propias de los
conjuntos, a saber:
1.4.1.- Unién de sucesos:
El suceso AUB se llama suceso union de Ay B. El suceso AUB se verifica cuando se verifica A 6
se verifica B.

FEjemplo
Experimento:"lanzar un dado" .
Si A={2,4,6} y B={3,6} entonces AuUB={2,3,4,6}

1.4.2.- Interseccion de sucesos:
El suceso AnB se llama suceso interseccion de Ay B. El suceso AnB se verifica cuando se verifica
A y se verifica B.

A
( N\
N

FEjemplo
Experimento:"lanzar un dado" .
Si A={2,4,6} y B={3,6} entonces AnB ={6} .

Se dice que dos sucesos A y B son incompatibles si su interseccion es el suceso |m003|ble Dos

sucesos incompatibles no pueden verificarse simultaneamente. .
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FEjemplo
En el experimento “ lanzar un dado” son incompatibles los sucesos
M={1,2} = “salir menos de 3" y N={5,6}="salir mas de 4”

1.4.3.- Sucesos contrarios:
El suceso A constituido por los elementos de E que no pertenecen a A se llama suceso contrario
de A. El suceso A se verifica cuando no se verifica A ( y reciprocamente)

FEjemplo
Experimento:"lanzar un dado"
A={1,3,5} ="salir impar" = A ={2,4,6} = "salir par"

Es evidente que dos sucesos contrarios son incompatibles (aunque sucesos incompatibles no tienen
por que ser contrarios)

1.5.- ALGEBRA DE SUCESOS

Asi pues , con los sucesos se pueden realizar las operaciones de a union e interseccion. Ademas
estas operaciones con sucesos gozan de las siguientes propiedades (que son caracteristicas de una
estructura llamada ALGEBRA DE BOOLE) :

1.-Conmutativa:  AuB=B UA AnNB=BnA
2.-Asociativa: Au(BuC)=(AuB)uC An(BnC)=(AnB)nC
3.-Distributiva: Au(BNC) = (AuB) N (AUC) An (B U C) = (AnB) U (AnC)
4.-Neutros: Avg =A AnE = A
5.-Complementacion: para cada A existe un A tal que

AUA = E ArA=

Por ello diremos que el espacio de sucesos con la union y la interseccion es un algebra de Boole: el
algebra de sucesos
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TEMA 2: PROBABILIDAD

2.1.-FRECUENCIA ABSOLUTA Y RELATIVA DE UN SUCESO
Consideremos un experimento aleatorio que repetimos N veces . Consideremos un suceso A de dicho
experimento. Definimos
-Frecuencia absoluta del suceso A es el nUmero de veces n que se ha verificado dicho suceso en los
N ensayos del experimento
-Frecuencia relativa del suceso A : es el cociente entre su frecuencia absoluta y el numero de veces
que se ha repetido el experimento. Es decir:

f(A) = %

La frecuencia relativa tiene tres propiedades basicas:
1- 0<f(A) < 1 para cualquier suceso A
2- f(B=1
3.- f(AuB) = f(A)+f(B) si Ay B son sucesos incompatibles
No es dificil demostrar estas propiedades. Hagase como ejercicio. Hay otras propiedades tales como
f(2)=0, f(Ay+(A)=1 que se pueden deducir de las tres anteriores.

2.2.-IDEA DE PROBABILIDAD
La persona que tira un dado podria afirmar que el resultado va a ser un nimero menor que 6, pero no
puede estar totalmente seguro. Pero tiene mas seguridad en esto que en que salga un 6 . Es decir, hay mas
seguridad de que unos sucesos se verifiqguen que otros.
Surge, en consecuencia, la necesidad de medir de alguna manera la seguridad de que un determinado
suceso se verifique al realizar el experimento. Esta medida es lo que se conoce como probabilidad.
La primera definicién de probabilidad es debida a Laplace. Es la siguiente :

"La probabilidad de un suceso A es el cociente entre el numero de casos favorables al suceso y el
numero de casos posibles si éstos son igualmente probables”

(o]
Probabilidad de Laplace: p(A) = --d8 ¢asos favorables
n° de casos posibles

Esta definicion es facil de aplicar. Por ejemplo consideremos el experimento "lanzar un dado" . Sea A el suceso
"salir multiplo de 3" .Esta claro que los casos posibles son seis: 1,2, 3 , 4 , 5 0 6 . Si el dado esta bien
construido estos seis casos son equiprobables. Los casos favorables al suceso A son dos: 3 y 6 . Por tanto
P(A)= 2/6=1/3
Pero esta definicion de probabilidad presenta inconvenientes. En primer lugar , desde el punto de vista formal
es incorrecta ya que emplea el término a definir (igualmente probables) en la definicién. Desde el punto de vista
practico solo es aplicable a los casos de equiprobabilidad , condicién que por otra parte no es facil de determinar.
Oftro camino seguido para definir probabilidad es el que se basa en las frecuencias relativas teniendo en
cuenta la siguiente ley:
Ley del azar: Al repetir un experimento un nimero elevado de veces la frecuencia relativa de un suceso
tiende a estabilizarse alrededor de un cierto valor.

Es imposible demostrar que esta hipotesis es verdadera pero la experiencia muestra que se puede aceptar
razonablemente. En efecto si por ejemplo lanzamos repetidamente una moneda vemos que la frecuencia
relativa del suceso "salir cara” tiende a estabilizarse alrededor del valor 0,5 ,es decir, la cara tiende a
salir la mitad de las veces.

De acuerdo con esta Ley del azar se puede dar la siguiente definicion de probabilidad:

“La probabilidad de un suceso A es el numero alrededor del cual se estabiliza su
frecuencia relativa al repetir indefinidamente el experimento”

Esta definicion no presenta los inconvenientes de la de Laplace, pero utiliza aspectos puramente
experimentales que la hacen incomoda.
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Para eliminar todas estas deficiencias, es Kolgomorov quien en 1933 introduce una definicion
axiomatica de la probabilidad que vamos a estudiar en la siguiente pregunta.

2.3.-DEFINICION DE PROBABILIDAD
La idea fundamental de esta definicion es considerar la intima relacion entre frecuencia relativa y

probabilidad. Para ello se toman como axiomas (principios indemostrables) los aspectos mas esenciales
de la frecuencia (vease 2.1) y a partir de ellos se obtienen, por deduccion, los demas resultados
Tenemos asi la definicion axiomatica de la probabilidad:

Dado un experimento aleatorio cuyo espacio muestral es E se llama probabilidad a una

aplicacion

p:P(E) —— R

(es decir , una regla por la que a cada suceso se le asigna un numero - su probabilidad - )

que verifica los siguientes axiomas:

P1) 0<p(A)<1 para cualquier suceso A

P2) p(£)=1

P3) p(AuB)=p(A)+ p(B) paratodo pardo sucesos Ay B incompatibles.
Obsérvese que como axiomas se han tomado las idealizaciones de las tres propiedades basicas de las
frecuencias relativas.
T Ejemplo
Consideremos el experimento "lanzar una moneda" .El espacio muestral es E= { C, R} Definimos la
aplicacion p:P(E)—— R asi:

p()=0 , p({C})=1/2 , p({R})=1/2, p(E)=1

Esta aplicacién es una probabilidad.

También lo es la aplicacion p: P(E) ——— R definida por:

p(©)=0 , p({CH=2/3 , p({R}) =1/3, p(E)=1.
Responderia esta probabilidad a un experimento en el que la moneda estaria tarada de tal manera que
la cara tiende a salir el doble de veces que la cruz.

a® EJERCICIOS

2.1.-Un experimento consiste en extraer una bola de una urna que contiene una bola azul, 2 rojas y 3 verdes y
observar el color de la bola extraida.Determinar el espacio muestral, el espacio de sucesos y definir una
probabilidad

2.4.-PROPIEDADES DE LA PROBABILIDAD
A partir de los axiomas se demuestran las siguientes propiedades de la probabilidad:
1.-Probabilidad del suceso contrario: p(A)= 1 — p(A)

2.-Probabilidad del suceso imposible: p(J)= 0.
3.-Probabilidad de la unién de sucesos incompatibles: Si A , B y C son tres sucesos
incompatibles dos a dos entonces :

P(AU B U C) = p(A)+ p(B)+p(C)

4.-Probabilidad de la union de sucesos compatibles:
P(AUB) = p(A) + p(B) - p(ANB)

5.-Si A c B entonces p(A) < p(B)

6.-Regla de Laplace: Sean W; , W,,...,W, los n sucesos elementales de un experimento
aleatorio, todos ellos equiprobables. Si A es la union de k de estos sucesos elementales entonces:

k casos favorables
P(A)=—= .
n casos posibles
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=® EJERCICIOS

2.2-Se tiran tres monedas diferentes al aire. Determinar el espacio muestral y la probabilidad de obtener dos
caras

2.3.-Al extraer una carta de la baraja hallar las siguientes probabilidades: A) de obtener una copa B) de
obtener un rey C) de obtener una figura D) de obtener una figura de oros E)de obtener un siete 6 una espada
F) de no obtener bastos G) de no obtener ni bastos ni figuras

2.4.-Al lanzar dos dados ¢,Cual es la probabilidad de que la suma de puntos sea 77?

2.5.-Entre 4 tornillos la mitad son defectuosos. Si elegimos dos al azar ;Cual es la probabilidad de que
aparezca al menos uno defectuoso?;Y si eligiéramos 37?

2.6.-Al extraer dos cartas simultaneamente de la baraja hallar las siguientes probabilidades: A) de obtener dos
sotas B) de obtener dos copas C) de que una de las cartas sea figura D) de obtener una copa y un basto
2.7.-En un baile se reunen diez matrimonios disfrazados. Al elegir dos personas hallar la probabilidad A) de
que sean esposos B) de que sean dos mujeres C) de que sea una mujer y un hombre D) de que una por lo
menos sea mujer

2.5.- PROBABILIDAD CONDICIONADA

La obtencién de informacién adicional sobre el resultado de un experimento puede modificar
la probabilidad de algun suceso.

Por ejemplo: Consideremos el experimento "lanzar un dado" .Consideremos los sucesos
A= "salir impar" = {1, 3,5} y B="salir > 1"= {2,3,4,5,6} . Segun la regla de Laplace p(A)=3/6 y
p(B)=5/6
Si al lanzar el dado nos dicen que ha salido impar (es decir, que se ha verificado A) entonces la
probabilidad de B queda condicionada por la verificacion de A. En efecto, la probabilidad de B
sabiendo que se ha verificado A es 2/3 ya que los casos posibles se han reducido a tres (de los
cuales 2 son favorables a A).

Al suceso consistente en que se verifique B habiéndose verificado A se le llama "suceso B

condicionado a A" . Se simboliza por B/A
Observemos en el ejemplo anterior que:
p(B/A)=2/3
p(A)=3/6
AnB ={3,5}=p(AnB)=2/6

Vemos que se cumple :
g P Mzﬁzgzp(sm)
pP(A) 3/6 3

La anterior igualdad nos lleva a dar la siguiente definicién de probabilidad condicionada:
Para cada suceso B se define la probabilidad condicionada p(B/A) como el cociente:

B/A _P(ANB)
L PEA="0A)

La probabilidad condicionada a A consiste en repartir la
unidad de probabilidad de que disponemos dando a cada
suceso segun su "nivel de participacion en A". Por ello los
sucesos incompatibles con A tienen nula su probabilidad
condicionada a A. Un suceso que contenga a A tiene su
probabilidad condicionada a A igual a 1.

2.6.- PROBABILIDAD COMPUESTA
La nocidn de probabilidad condicionada se puede utilizar para calcular la probabilidad de la
interseccién a partir de la de uno de ellos y de la del otro condicionada a él (probabilidades que
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generalmente se puede calcular directamente). En efecto, sean A y B dos sucesos. Si de la férmula
de la probabilidad condicionada despejamos p(ANB) , obtenemos:

P(ANB) = p(A)-p(B/A)

Que se llama formula de la probabilidad compuesta. Se puede generalizar para un numero
cualquiera de sucesos. Asi para tres sucesos A, B y C tendria la siguiente expresion:

p(A ~B A C)=p(A)-p(B/A)-p(C/A NB)

a® EJERCICIOS

2.8.-Al extraer sucesivamente 2 cartas de la baraja ¢ Cual es la probabilidad de qué las dos sean copas?
2.9.-Al extraer sucesivamente tres cartas de la baraja ;Cual es la probabilidad de que sean 3 ases?

2.10.-En un grupo de 30 hombres y 32 mujeres el 40% de los hombres son fumadores y el 25% de las mujeres.
Elegida una persona al azar 4, Cual es la probabilidad de que sea una mujer no fumadora?

2.7.- SUCESOS INDEPENDIENTES: REGLA DEL PRODUCTO
Si p(B/A) > p(B) entonces el suceso A favorece la probabilidad de B y si p(B/A)< p(B) la perjudica. Si
p(B/A)=p(B) entonces la probabilidad de B no se ve influenciada por el hecho de que se le condicione
a A. Esto nos lleva a la siguiente definicion:

Se dice que A y B son sucesos independientes si p(B/A)=p(B) (6 p(A/B)=p(A))
Si A y B son sucesos independientes entonces la formula de la probabilidad compuesta toma la
siguiente forma:

P(AnB)=p(A) - p(B)

S Ejemplo

Consideremos el experimento "lanzar un dado" Sea A="salir par" ( p(A)=1/2) . Sea
B="salir multiplo de 3" ( p(B)=2/6)

Para el suceso B/A (“salir multiplo de 3 si ha salido par”) los casos posibles son 2,4
y 6, de los cuales so6lo el 6 es favorable. Luego p(B/A)=1/3=p(B) .Por tanto los
sucesos A y B son independientes. Obsérvese que esto es debido a que la
proporcion de multiplos de 3 respecto a los resultados pares (6 frente a 2,4 y 6) es
la misma que la de multiplos de 3 respecto a la totalidad de los resultados ( 3y 6
frente 2 1,2,3,4,5y 6)

La independencia de sucesos resulta especialmente clara en el caso de
experimentos compuestos como el siguiente: Sea el experimento "lanzar una
moneda dos veces" Sean los sucesos A="salir cara la primera vez" y B="salir cara
la 22 vez" .Estos sucesos son independientes pues el hecho de que salga cara la 12
vez no modifica la probabilidad de que salga cara la 22. Como aplicacién de la
regla del producto tenemos que la probabilidad de que salga cara las dos veces es
p(ANB). P(A)-p(B)=(1/2)(1/2)=1/4

=® EJERCICIOS

2.11.-Al extraer una carta de la baraja encontrar dos sucesos independientes

2.12.-Se lanza un dado dos veces ¢,Cual es la probabilidad de obtener par en la primera tirada e impar en la
287

2.13-Se lanzan dos dados ¢,Cual es la probabilidad de obtener par en un dado e impar en el otro?

2.8.- PROBABILIDAD TOTAL
Sean A; ,A .. ,A, sucesos incompatibles dos a dos tales que su unién es E . Para cualquier
suceso B se verifica:

P(B) =p(A 1) -p(B/A 1)+ p(A ) -pBA )+ +P(A n)-p(BA )
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= Ejemplo
En una clase de 40 alumnos hay 10 que aprueban todas las asignaturas ,al 70% de los
cuales les gustan las Matematicas. Hay 15 que suspenden una 6 dos asignaturas , al 50%
de los cuales les gustan las Matematicas. Finalmente hay 15 alumnos que suspenden mas
de dos asignaturas , al 20% de los cuales les gustan las Matematicas. Se elige al azar un
alumno de esta clase ¢ Cual es la probabilidad de que le gusten las Matematicas?
Ai="aprobar todo” =p(A1)=10/40
Ax="suspender 1 6 2" =p(A,)=15/40
As="suspender mas de 2” =p(A3)=15/40
Si llamamos B="gustar las Matematicas" tendremos que p(B/A;)= 70/100 , p(B/Az)=
50/100 vy p(B/A3)=70/100 y entonces segun la probabilidad total:

P(B) =p(A1)-p(B/A1)+p(A2)-p(BIA;)+p(A3)-p(BIA;) =
_1070 1550 1520 _ ..o

=— +— +
40100 40100 40100

2.9.- LA REGLA DE BAYES

La regla de Bayes sirve para calcular probabilidades a posteriori, es decir, para resolver los
problemas del tipo: "Si un resultado B puede ser producido por varias causas incompatibles
hallar la probabilidad de que ocurra debido a una de esas causas"

Consideremos el ejemplo de la pregunta anterior: Supongamos que sabemos que al
alumno elegido le gustan las matematicas.Podemos entonces preguntarnos si este alumno ha
aprobado todas las asignaturas. A esto da respuesta el teorema de Bayes:

Sean A; ,A,, A, sucesos incompatibles dos a dos tales que su unién es E .Se verifica:
P(A,/B) = P(A;)P(B/A;)
P(A)P(B/A;)+P(A,)P(B/A) +......... +P(A,)P(B/A,)
FEjemplo

Vamos a responder a la pregunta planteada previamente. Habremos de calcular cual es la
probabilidad de que el alumno elegido haya aprobado todas las asignaturas sabiendo que le
gustan las Matematicas. Esta probabilidad es p(A4/B) que aplicando la Regla de Bayes es:

10 70
P(A/B) = P(A;)P(B/A4) _ 40 100 _ 04
P(A1)P(B/A;)+P(A2)P(B/A;)+P(A3)P(B/A;) 10 70 15 50 15 20
40100 40100 40 100
o EJERCICIOS

2.14.-Maria y Laura idean el siguiente juego: cada una lanza un dado, si en los dos dados sale el mismo
numero, gana Laura; si la suma de ambos es 7 gana Maria; y en cualquier otro caso hay empate.
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a) Calcular la probabilidad de que gane Laura.
b) Calcular la probabilidad de que gane Maria.

2.15-Dados dos sucesos aleatorios A y B, se sabe que: p(§) =34 y p(A)=p(A/B)=1/3

a) Razonar si los sucesos A y B son independientes.
b)Calcular P(AUB).

2.16.- Las probabilidades de aprobar los examenes de Historia, Lengua e Inglés son, para un alumno
determinado: 2/3, 4/5 y 3/5 respectivamente. Obtener las probabilidades de:

1. Suspender las tres asignaturas.

2. Suspender solo una de las tres.

3. Suspender Lengua si se sabe que solo suspendié una asignatura de las tres

2.17.-En una determinada asignatura hay matriculados 2500 alumnos. En Junio se presentaron 1800 de los
que aprobaron 1015, mientras que en septiembre, de los 700 que se presentaron, suspendieron 270. Elegido al
al azar un alumno matriculado en esa asignatura,

a) Calcular la probabilidad de que la haya aprobado.

b) Si ha aprobado la asignatura, cual es la probabilidad de haberse presentado en Septiembre.

2.18.-En un centro de Secundaria, aprueban Biologia 4 de cada 5 alumnos, las matematicas las aprueban 2 de
cada 3 alumnos y 3 de cada 5 alumnos aprueban la Lengua. Elegido al azar un alumno matriculado de esas
asignaturas en ese centro, calcula la probabilidad de que:

1. Suspenda esas tres asignaturas.

2. Suspenda solo una de ellas.

2.19.-El 20% de los habitantes de una determinada poblacién son jubilados y otro 20% son estudiantes. La
musica clasica le gusta al 75% de los jubilados, al 50% de los estudiantes y al 20% del resto de la poblacion.
Calcula la probabilidad de que elegida al azar una persona a la que le gusta la musica clasica sea jubilada.

2.20.-El 60% de las personas que visitaron un museo durante el mes de mayo eran espafoles. De estos, el
40% eran menores de 20 afios. En cambio, de los que no eran espafoles, tenian menos de 20 afios el 30%.
Calcular:

a). La probabilidad de que un visitante elegido al azar tenga menos de 20 afios.

b) Si se escoge un visitante al azar, !a probabilidad de que no sea espafol y tenga 20 afios o0 mas.

2.21.-Las maquinas A y B producen 50 y 250 piezas por hora, con un porcentaje de fallos del 1% y del 10%
respectivamente. Tenemos mezcladas las piezas fabricadas en una hora y elegimos una pieza al azar.
Calcular:

a)La probabilidad de que sea una pieza defectuosa fabricada en la maquina A

b)La probabilidad de que esté fabricada en la maquina A si sabemos que es defectuosa

2.22.- En el segundo curso de bachillerato de cierto instituto se han matriculado el doble mujeres que de
varones. Sabiendo que un 25% de las mujeres fuman y que no lo hacen un 40% de los varones, determinar la
probabilidad de que seleccionada al azar una persona en el segundo curso de bachillerato de ese instituto
resulte ser una persona fumadora. Justificar la respuesta

2.23.-Una urna A contiene 5 bolas blancas y 4 negras, y otra urna B contiene 1 blanca y 2 negras. Se extrae
una bola al azar de la urna Ay se pone en la B. Después se extrae de la urna B una bola al azar.

a) Calcular la probabilidad de que la bola extraida de la urna B sea blanca.

b) Suponiendo que la bola extraida de la urna B ha sido blanca, calcular la probabilidad de que la bola extraida
de la urna A también haya sido blanca

2.24.-Dos parejas de novios deciden ir al cine. Si se sientan al azar en cuatro butacas contiguas, ¢cual es la
probabilidad de que cada uno esté al lado de su pareja?

2.25.-Dos expertos, E1 y E2 realizan peritaciones para una cierta compafia de seguros. La probabilidad de que
una peritacién haya sido realizada por E1 es 0,55 y por E2 es 0.45. Si una peritacion ha sido realizada por E1
la probabilidad de que de lugar al pago de una indemnizacién es 0.98 y si ha sido realizada por E2 la
probabilidad de que dé lugar al pago de una indemnizacién es 0,90. Un siniestro ha supuesto a la compafiia el
pago de una indemnizacién. Hallar la probabilidad de que la peritaciéon haya sido realizada por E2
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2.26.-En una empresa se producen dos tipos de bombillas: halégenas y de bajo consumo, en una proporcion
de 3 a 4, respectivamente. La probabilidad de que una bombilla halégena sea defectuosa es 0,02 y de que una
de bajo consumo sea defectuosa es 0,09. Se escoge al azar una bombilla y resulta defectuosa, ¢cual es la
probabilidad de que sea halégena?

2.27.-Un ordenador personal esta contaminado por un virus y tiene cargados dos programas antivirus que
actuan independientemente uno del otro. El programa p1 detecta la presencia del virus con una probabilidad de
0,9 y el programa p2 detecta el virus con una probabilidad de 0,8. ;Cual es la probabilidad de que el virus no
sea detectado?

2.28.-En un colegio el 4% de los chicos y el 1 % de las chicas miden mas de 175 cm de estatura. Ademas el
60% de los estudiantes son chicas. Si se selecciona al azar un estudiante y es mas alto de 175 cm, ¢ cual es la
probabilidad de que el estudiante sea chica?

2.29.-La probabilidad de que un estudiante universitario termine su carrera en los afios establecidos por el plan
de estudios es 3/5 y la de que su hermana finalice la suya sin perder ningun afio es 2/3. Halla la probabilidad
de que:

a)Ambos terminen sus estudios en los afios establecidos

b) Solo el vardn los termine en el plazo fijado

¢) Al menos uno de los dos los termine en el tiempo establecido.

2.30.-En un grupo de personas, al 50% les han puesto alguna vez una multa de trafico. Por otro lado, al 12,5%
no les han puesto nunca una multa pero si han sufrido alguna vez un accidente. Finalmente, al 60% de quienes
nunca han tenido un accidente no les han puesto nunca una multa.

a) ¢ Qué porcentaje no han tenido nunca un accidente ni les han puesto nunca una multa?

b) ¢ Qué porcentaje no han tenido nunca un accidente?

c) Entre las personas que nunca han tenido una multa, ¢ qué porcentaje no han tenido nunca un accidente?

2.31.-En la urna U1 hay 4 bolas blancas, numeradas de 1 a 4, y 2 bolas negras numeradas de 1 a 2. mientras
que en la urna U2, hay 2 bolas blancas numeradas de 1 a 2 y 4 bolas negras numeradas de 1 a 4. Si se
extraen al azar dos bolas, una de cada urna, hallar:

a) La probabilidad de que tengan el mismo namero.

b) La probabilidad de que sean del mismo color.

2.32.-Para ir al trabajo un individuo toma el bus el 30% de las veces, o el metro (el 70% restante) y llega tarde
el 40% de las veces que va en bus y e! 20% de las que va en metro. Cierto dia lleg6 larde. ;Cuadl es la
probabilidad de que tomara el bus?

2.33. -El 60% de los hombres son fumadores y el 30% de las mujeres .En una reunion hay 30 hombres y 20
mujeres. Si elegimos una persona al azar ¢ Cual es la probabilidad de que sea fumadora?

2.34.-Para ir a su trabajo una persona sigue un itinerario A el 50% de los dias, un itinerario B el 40% y un itinerario
C el 10%. Por el A suele llegar a tiempo el 95% de las veces, por el B el 80% y por el C el 30% . Un dia cualquiera
¢,Cual es la probabilidad de que llegue a tiempo al trabajo?

2.35.-De una urna que contiene 10 bolas blancas y 20 negras se extraen dos bolas que se colocan en una segunda
urna que ya contiene 8 blancas y seis negras y a continuacion se extrae una bola de esta segunda urna ¢4 Cual es la
probabilidad de que sea negra?

2.36.-Una urna contiene 4 bolas rojas, 2 negras y 3 amarillas. .Al sacar tres bolas al azar ;,Cual es la probabilidad de
que al menos dos sean rojas?

2.37.-Pedro y Juan estan en una reunién con otras 8 personas. Entre los presentes se reparten al azar nimeros del
1 al 10 4, Cual es la probabilidad de que Pedro y Juan tengan nimeros consecutivos?

2.38.-Se lanzan al aire 4 dados ¢, Cual es la probabilidad de obtener mas de 5 puntos en total?
2.39.-Al sacar tres cartas de una baraja hallar la probabilidad de que sean un as, un rey y una sota

2.40.-Una pieza de artilleria dispone de 4 obuses para alcanzar un objetivo En cada disparo la probabilidad de
alcanzarlo es 1/3 .4 Cual es la probabilidad de fallar los cuatro? ;Y de fallar exactamente 27
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2.41.-Una bolsa contiene 20 bolas numeradas de 1 a 20 .Se exiraen sucesivamente dos bolas. Se pide
A)Probabilidad de que las dos bolas extraidas tengan nimero impar si se introduce la bola en la bolsa después de la
primera extraccion. B)Probabilidad de que la 12 sea par y la 22 impar , sin reemplazamiento

2.42.-Se distribuyen 4 bolas entre tres cajas sin dejar ninguna vacia.;Cual es la probabilidad de que la primera caja
tenga 2 bolas?

2.43.-E1 30% de las piezas fabricadas por una maquina son defectuosas.¢;Cual es la probabilidad de que al elegir 4
piezas al azar, haya al menos dos defectuosas?

2.44.-1 a probabilidad de que un alumno apruebe matematicas es 0,6 , la de que apruebe lengua es 0,7 y de que
apruebe las dos es 0,3 .Hallar A)La probabilidad de que apruebe al menos una. B)De que no apruebe ninguna.
C)De que apruebe matematicas y suspenda lengua

2.45.-Un dado esta "cargado" de forma que al lanzarlo la probabilidad de obtener un numero es proporcional a dicho
numero. Hallar la probabilidad de que al lanzarlo se obtenga un nimero par.

2.46.-Una enciclopedia consta de 8 tomos, uno de los cuales se titula "Matematicas" .Calcular la probabilidad de que
al elegir dos tomos al azar, uno de ellos sea el tomo "Matematicas"

2.47.-Una urna contiene dos bolas , que pueden ser blancas , negras 6 una blanca y una negra. Se afiade una bola
blanca a la bolsa y después se extrae una bola al azar.;,Cual es la probabilidad de que sea blanca?

2.48.-Un articulo es producido en 2 fabricas X e Y que producen el 60% y 40% respectivamente.La fabrica X
produce un 1% de articulos defectuosos y la Y un 5% . Al comprar un articulo ¢ Cual es la probabilidad de que sea
defectuoso ?

2.49. -Un alumno sabe 8 de las 10 preguntas que entran para un examen. Si en el examen le ponen 3 preguntas ;Que
probabilidad tiene de aprobar si para ello tiene que A) contestar bien las fres preguntas B) contestar por lo menos dos bien

2.50. -;,Cual es la probabilidad de que al extraer cuatro cartas de la baraja , 2 sean ases?

2.51. -Se lanza una moneda cuatro veces consecutivas ¢, Cual es la probabilidad de que se obtenga por lo menos una cara? ;Y
de que salgan todas caras 6 todas cruces?

2.52.- A un alumno lo lleva en coche a la facultad un amigo el 80% de los dias. Cuando lo lleva el amigo llega tarde el 20% de
las veces. Cuando el amigo no lo lleva llega temprano a clase el 10% de las veces. Determinar

a)La probabilidad de que llegue pronto a clase y le haya llevado el amigo

b)La probabilidad de que llegue tarde a clase

¢)Ha llegado pronto a clase ¢4, Cual es la probabilidad de que no le haya llevado el amigo?

2.53.-Juan es el responsable de un aula de informatica y no se puede confiar en él pues la probabilidad de que olvide hacer el
mantenimiento de un ordenador en ausencia del jefe es 2/3. Si Juan le hace el mantenimiento a un ordenador, éste tiene la
misma probabilidad de estropearse que de funcionar correctamente, pero si no le hace el mantenimiento solo hay una
probabilidad de 0.25 de funcionar correctamente. . ;Cual es la probabilidad de que un ordenador funcione correctamente a la
vuelta del jefe?. A su regreso, el jefe se encuentra un ordenador averiado ¢,Cual es la probabilidad de que Juan no le hiciera el
mantenimiento?
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TEMA 3: POBLACION Y MUESTRA

3.1.-POBLACION Y MUESTRA

POBLACION O UNIVERSO: es el conjunto de todos los individuos que tienen en comun un caracter
del que queremos hacer un estudio.

MUESTRA: es un subconjunto extraido de la poblacion, cuyo estudio va a servir para deducir las
caracteristicas de toda la poblacion. Al niumero de elementos de la muestra se le llama tamano
muestral.

3.2.-MUESTREO
¢Por qué se recurre a las muestras?
-Poblacion excesivamente numerosa
-Poblacién muy dificil o imposible de controlar
-Proceso de medicién destructivo
-Necesidad de conocer rapidamente ciertos datos de la poblacion

¢, Como deben ser las muestras?
Hay dos aspectos a los que se debe prestar atencion:

Su tamano:
Si es demasiado pequeno las conclusiones acerca de la poblacion pueden ser
incorrectas. Por el contrario una muestra muy grande puede resultar muy
costosa vy dificil de manejar

Su forma de eleccién:
Es lo que se llama el muestreo. Ha de realizarse de forma que sea
representativa de la poblaciéon. Para ello es indispensable que sea aleatorio, es
decir, que todos sus elementos se elijjan al azar de modo que todos los
individuos de la poblacién tengan a priori la misma probabilidad de ser elegidos

¢ Cudles son los principales tipos de muestreo?
Muestreo aleatorio simple:
Es el mas sencillo. Se numeran los elementos de la poblacién y se seleccionan al azar los
n elementos que debe contener la muestra

Muestreo aleatorio estratificado:
Si la poblacion puede dividirse en estratos , se elige la muestra fijando de antemano el
numero de individuos de cada estrato. Cuando estos numeros son proporcionales a los
tamanos de los estratos se dice que el muestreo es estratificado con reparto proporcional

3.3.-PARAMETROS Y ESTADISTICOS

Parametros de una poblacion 6 parametros:
Media p: indica el “centro” de la poblacién
Varianza o : indica en que grado esta dispersa la poblacion en torno a la media
Desviacion tipica o

Estadisticos muestrales 6 estadisticos:
Media X:indica el “centro” de la muestra
Varianza 8?2 : indica el grado de dispersion de la muestra respecto a la media
2 _ h o2
n-1"n_1 S
Desviacion tipica S

Cuasivarianza S
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3.4.-VARIABLE ALEATORIA
Una variable aleatoria es una variable X que puede tomar cualquiera de los valores numeéricos
asociados al caracter que estudiamos en la poblacion. Puede ser :
-Continua: si toma cualquier valor en un intervalo
- Discreta: si solo toma valores enteros

3.5.-VARIABLE ALEATORIA NORMAL
Funcién de densidad de una variable aleatoria continua: es una funcién a partir de cuya grafica
se calculan las probabilidades (como area por debajo de la gréafica) de que la variable aleatoria tome

determinados valores tal y como se muestra en la siguiente figura:
¥ Y
Y

Funcién de densidad

-—-_.__\‘: qu!n:lbn de densidad _'_“‘-'----\““I Fdl:an;‘én de densidad _:\dex
P[X<a] { Pla<xsb] |
| x | ppoal " i ; X

Variable aleatoria normal
Una variable aleatoria X continua se dice que es normal (o que tiene una distribucion normal)
de media y y desviacion tipica o, si su funcidén de densidad es la curva normal (o campana de
Gauss) que describimos a continuacion:

Curva normal o campana de Gauss:

2
Es la grafica de la funcion f(x) = 12 e ( } que vemos a continuacion:
o2t

J(x)

campana de Gauss

|
|
|
|
|
|
|
|
|
L

Esta curva es simétrica respecto de la recta vertical x=u y el area que limita con el eje OX mide
1 u? (como en toda funcién de densidad)

Que X es normal de media y y desviacion tipica o se expresa escribiendo Xe N(u ; o). En este
caso la probabilidad p[X<b] es lo que mide el area limitada por la curva normal con OX hasta
x=b , tal y como se muestra en la siguiente figura ;
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Variable normal tipificada:
Se llama asi a la variable normal de media u=0 y desviacion tipica 0=1 , es decir la variable
N(0; 1) Se designa con la letra Z .Su curva normal es la siguiente:

que es simétrica respecto del eje OY. Las areas por debajo de esta curva estan tabuladas (ver
pagina 110)

3.6.-CALCULO DE AREAS BAJO LA CURVA NORMAL TIPIFICADA

Caso 1
P[Z<1,27] = (tabla)= 0,8980

0.8980

1.27

Caso 2
N P[Z>2,46] = 1- p[Z<2,46] = (tabla)= 1-0,9931=0,0069

2.46

Caso 3
P[Z<-1,38] = p[Z>1,38] =
=1- p[Z<1,38]= (tabla)= 1-0,9162=0,0838

N
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Caso 4
P[Z>-2,01] = p[Z<2,01] = (tabla)= 0,9778

/"7\
Caso 5
P[1,12<Z<2,16] = p[Z<2,16] - p[Z<1,12]
= (tabla)= 0,9846- 0,8686 =0,1160
\

1.12

Tl
Caso 6
P[-2,4<Z<-0,9] = P[0,9<Z<2 /4] =
(caso anterior) P[Z<2,4]- P[Z<0,9] =
(tabla)= 0,9918- 0,8159 =0,1759
24 0.9 | 0.9 24 3
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Caso7

P[-1,4<Z<3] = P[Z<3] - P[Z<-1,4] = (tabla) 0,9987- {1-P[Z<1,4]} (caso3) = 0,9987- {1- (tabla)
0,9192) =0,9987+0,9192 -1=0,9179

4

z /|

14 3

-1.4

3.7.-CALCULO DE AREAS BAJO UNA CURVA NORMAL N(pu; o)
Si X es una variable con una distribucion N(u ; o ) entonces

X —
z_A"H
(o]
tiene una distribucién N(0 ;1) , es decir, es la variable normal tipificada

Entonces: P[a<X<b] = P[a’<Z< b’]

p

-/

X=a = z=2"H_4

]
o

teniendo en cuenta que:

=® EJERCICIOS

3.1.-Si X sigue una distribucion N(2,1 ; 1,6)
a) hallar las siguientes probabilidades p[X>1,3], p[1<X<4]
b) Si p[2,3<X<k]=0,3212 ¢ Cuanto vale k?
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3.2.-Calcula k para que p[-k<Z<k] valgaa)0.9 ,b)0.95 ,c) 0.99

3.8.-VARIABLE ALEATORIA BINOMIAL
Consideremos el siguiente experimento aleatorio,llamado “Proceso de Bernouilli” consistente
en realizar N pruebas (6 ensayos) de un experimento con las siguientes caracteristicas:
a)En cada prueba solo se consideran dos resultados posibles: uno que llamaremos
éxito y su contrario que llamaremos fracaso
b)Los N ensayos son independientes, es decir, que el resultado de un ensayo no
influye en el resultado del siguiente. En consecuenciala probabilidad del éxito y
del fracaso se mantienen constantes en todo el proceso. Llamaremos py q=1-p a
sus respectivas probabilidades.
Considerenos la variable aleatoria X = numero de éxitos obtenidos en los N ensayos .Esta
variable se llama variable binomial y los valores que puede tomar son : 0,1,2,...... ,N.
La probabilidad de obtener r éxitos , es decir, la probabilidad de que X=r viene dada por:

P[X=r]= (ij“q'“

= Ejemplo
Lanzamos un dado 4 veces 4, Cual es la probabilidad de que salga un 6 tres veces?. Consideramos
un éxito obtener un 6 y un fracaso no sacar un 6.
Probabilidad del éxito: p= 1/6
Probabilidad del fracaso: q=1- (1/6)= 5/6
Variable binomial X= n° de éxitos

4 3 1
Nos piden la probabilidad de obtener 4 éxitos : P[X = 4] = (3}(%) (gj = 0.015

Aproximacion de la binomial mediante la normal
N _
Cuando N es un numero grande resulta engorroso el célculo de la expresion P[X = r]=( pqu " . Una
r

propiedad importante de la distribucion normal es que puede utilizarse para el calculo de
probabilidades de una binomial. En efecto si Np>5 y Ng>5 entonces la distribucion binomial

es de forma muy aproximada igual due una distribucion N (Np;/Npq).
Para utilizar esta aproximaciéon se ha de tener en cuenta que el suceso X=r de la binomial se

. . 1 1
considera equivalente al suceso r -5 <X<r +5 de la normal

S Ejemplo

Supongamos que una maquina produce un 25% de piezas defectuosas. Si se toma una muestra de
100 piezas ¢, Cual es la probabilidad de que contenga 6 defectuosas? ¢ Y de que contenga un
maximo de 67
Estamos ante una variable binomial con N=100, p=0.25 y q=0.75 y las probabilidades buscadas
son:

Como Np=25 y Ng=75 resulta que la binomial es practicamente igual a la normal

N (Np;M) = (25;4.3) con lo que para hallar las anteriores probabilidades haremos
P[Xg = 6]=P[5.5 < Xy <6.5] (tipificar y usar las tablas)

P[Xg <6]=P[Xy <6.5] (tipificar y usar las tablas)

a® EJERCICIOS
3.3.-Se lanzan un dado 6 veces ¢, Cual es la probabilidad de obtener 4 veces un multiplo de 3?
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3.4.-Una pieza de artilleria dispone de 10 obuses para alcanzar un objetivo En cada disparo la probabilidad de
alcanzarlo es 3/4 .; Cual es la probabilidad de fallar los 10?

3.5.-El 30% de las piezas fabricadas por una maquina son defectuosas.¢ Cual es la probabilidad de que en una caja
que coniene 100 piezas haya a lo sumo 6 defectuosas?

3.6.-Se extrae una carta de la baraja 12 veces devolviéndola de cada vez ;,Cual es la probabilidad de que por lo menos la mitad
de las veces salga una figura?

3.7.-Se lanza una moneda 10000 veces consecutivas ¢,Cual es la probabilidad de que se obtenga cara entre 4980 y 5050
veces?
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TABLA DE DISTRIBUCION NORMAL TIPIFICADA N(0,1)
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TEMA 4: DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD DE LA MEDIA MUESTRAL
TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

4.1.-DISTRIBUCION DE LAS MEDIAS MUESTRALES

Consideremos una variable aleatoria X. Cada muestra de tamafio n que podemos tomar de la
poblacion nos proporciona un valor para la media . Estos son los valores que puede tomar la

variable aleatoria X (media muestral). Acerca de su distribucion consideraremos dos resultados:
Si la variable X es normal con media p y desviacién tipica o entonces la variable media muestral X
(o

/n

también es normal con la misma media g4 y con desviacion tipica

Esdecir: XeN(;0) = ieN[u;%)
n

El otro resultado se conoce como teorema central del limite

4.2.-TEOREMA CENTRAL DEL LIiMITE
Si la variable X sigue una distribucion de probabilidad cualquiera (normal o no) con media g y

desviacién tipica o y se toman muestras de tamafio n>30 , entonces la variable media muestral X
c
Vn

es aproximadamente normal con la misma media g y con desviacion tipica

Es decir : Si X tiene media p y desviacion tipica ¢ y n>30 entonces

ol

4.3.-DISTRIBUCION DE LA PROPORCION

Ademas de la media, existen otros parametros de uso frecuente. Tal es el caso de la proporcién de
individuos de una poblacién que presentan una determinada caracteristica.

Consideremos una poblacién en la que la proporcién de individuos que presentan una determinada
caracteristica es p (y q=1-p la proporcion de los que no la presentan) . En cada muestra de tamafio

n habra una proporcién p de individuos con esa caracteristica . Si n>30 ( 6 np y ng=n(1-p) son

ambas =5 ) entonces p es normal de media p y desviacidn tipica 1/m
n

Es decir : Si n>30 ( 6 np y ng=n(1-p) son =5) entonces P<N(p; m)
n

=® EJERCICIOS

4.1.-El peso X , en Kgs, del alumnado de un instituto sigue una distribuciéon N(58;8) . Los alumnos estan
distribuidos en 20 aulas. Se toma una muestra eligiendo al azar un alumno de cada aula. Hallar la probabilidad
de que la media de los pesos de esos alumnos esté comprendida entre 60 y 65 Kgs

4.2.- Las bolsas de azucar envasadas por una cierta maquina tiene una media de 500 grs con una desviacion
tipica de 35 grs. Las bolsas se empaquetan en cajas de 100 unidades. Hallar la probabilidad de que la media
de los pesos de las bolsas de una caja sea menor que 495 grs.

4.3.-En un centro de ensefianza se ha determinado que el 20% de los alumnos no tienen hremanos. En una
excursion participan 50 alumnos de ese centro ;Cual es la probabilidad de mas del 30% de esos alumnos no
tengan hermanos?
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TEMA 5: ESTIMACION DE PARAMETROS

5.1.-ESTIMACION PUNTUAL

Cuando desconocemos un parametro de la poblacion , tomamos una muestra de tamafio n y
calculamos el estadistico correspondiente que sera una estimacion puntual del parametro de la
poblacion.

Asi la media muestral X sirve para estimar la media poblacional y. La desviacion tipica
muestral S sirve para estimar la desviacién tipica poblacional o©.
Pero la estimacion puntual sirve de poco si no conocemos el grado de aproximacion entre el
estadistico y el parametro que estima.
Por este motivo se procede a la estimacion por intervalos

5.2.-ESTIMACION POR INTERVALOS
A partir de una muestra de tamafo n podemos estimar el valor de un parametro de la poblacion del
siguiente modo:
1.-Dando un intervalo dentro del cual confiamos que esté el parametro . Se llama intervalo de
confianza
2.-Hallando la probabilidad de que tal cosa ocurra. A dicha probabilidad de le llama nivel de
confianza

El nivel de confianza se designa por 1-a ( a a se le llama nivel de significacién)

En este curso solo haremos estimaciones de la media poblacional y de la proporcion.
Conseguiremos mayor eficacia en la estimacion aumentando el tamafo de la muestra. Esta mayor
eficacia se manifiesta de dos formas:
a) Disminuyendo el intervalo de confianza (obviamente cuanto mas pequefo sea el
intervalo mas precisos estamos siendo)
b) Aumentando el nivel de confianza ( obviamente a mayor nivel de confianza mas
seguridad en la estimacion)

5.3.-INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA MEDIA
Se desea estimar la media g de una poblacién cuya desviacion tipica o es conocida . Para ello se
recurre a una muestra de tamarfio n en la cual se obtiene una media muestral x

Fijamos un nivel de confianza 1-a ( los niveles mas usuales son 0.90=90% , 0.95=95% |,
0.99=99% ). Por z,», designamos el valor de la variable normal tipificada Z que cumple que
Pl-zg» <Z < z4,]=1-a tal y como se indica en la siguiente figura:

=Za/2 Zal2
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a® EJERCICIOS
5.1.-Utiliza la siguiente figura

Para comprobar que los valores de z,,, para los niveles de confianza mas usuales son los siguientes:

1-a Zy/2
0.90=90% 1.645
0.95=95% 1.960
0.99=99% 2.575

Si la poblacién de partida es normal (o si el tamafio de la muestra es n>30), entonces

cofe,

y el intervalo de confianza de f con un nivel de confianza del 1-a es

— o _ c
|=(X—za/2ﬁ’ X+Zq/2ﬁ}

Este es el intervalo que contiene la media poblacional u para el el (1-a )-100% de las muestras

(o} o . .
El valor E =2z49— se llama error maximo admisible . Evidentemente depende de :

Vn
-El tamano muestral n: de manera que cuanto mayor es el tamafio muestral , mas pequefo
es el error E y el intervalo de confianza es mas pequefio (mejor estimacion)
-El nivel de confianza 1-a : de manera que cuanto mayor sea el nivel de confianza ,
es decir cuanta mayor seguridad deseemos, mayor sera z,» (y en consecuencia el
error) por lo que el intervalo aumentara.

Observacion:
Si la desviacién tipica o de la poblacién es desconocida , hay que estimarla a partir de la muestra.
La forma mas correcta de hacerlo es mediante el estadistico

Sn_1=1—— S

n-1 n-1
( es decir, la raiz de la cuasivarianza) . Sin embargo para valores relativamente grandes de n puede
utilizarse la desviacion tipica de la muestra s.

5.3.1.-Determinacion del tamano de la muestra
A veces el nivel de confianza y el error maximo admisible los fijamos de antemano y
entonces tenemos que hallar el tamafo de la muestra para conseguir esas condiciones.
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Conseguiremos el valor minimo del tamafo de la muestra despejando n en la expresion de
E:

2
o) z o) z o)
za,z—sE:M/_nz%:mz{Lj

n E

5.3.2-Determinacion del nivel de confianza
A veces se desea hallar el intervalo de confianza para la media poblacional con un error E
determinado y para ello se toma una muestra de tamano n. En este caso interesa saber el
nivel de confianza con el que se realiza la estimacion. Se tiene que ::

Evn

o
E=zgp—==>2qp2 =
Jn
Conocido z,, , mediante las tablas obtenemos el valor de a/2 que nos da el nivel de
confianza 1-a

5.4.INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA PROPORCION
Se desea estimar la proporcién p de individuos que presentan una determinada carateristica. Para

ello se recurre a una muestra de tamafio n de la cual se obtiene una proporcidon muestral p (siendo
q=1-p)
Sin>30 ( 6 np=5y n(1-p)=5) entonces el intervalo de confianza de p con un nivel de confianza

del 1-a es
Iz(ﬁ_zoﬂz"% ’ 5+Zu/2]’pn_q}

donde el error maximo admisible es en este caso E = zqm/m
n

5.4.1.-Determinacién del tamafio de la muestra
A veces el nivel de confianza y el error maximo admisible los fijamos de antemano y
entonces tenemos que hallar el tamafio de la muestra para conseguir esas condiciones. Al
Al igual que ocurria con la media conseguiremos el valor minimo del tamafno de la muestra
despejando n en la expresion de E

5.4.2-Determinacion del nivel de confianza
A veces se desea hallar el intervalo de confianza para la proporcién poblacional con un
error E determinado y para ello se toma una muestra de tamafio n. En este caso interesa
saber el nivel de confianza con el que se realiza la estimacién. Para ello en la expresi’‘on
de E despejaremos z,, cuyo valor nos permite calcular 1-a

a® EJERCICIOS

5.2.-Un fabricante de pilas alcalinas sabe que el tiempo de duracion, en horas, de las pilas que fabrica sigue
una distribucion Normal de media desconocida y varianza 3600. Con una muestra de su produccion, elegida al
azar, y un nivel de confianza del 95% ha obtenido para la media el intervalo de confianza (372.6; 392.2).
a)Calcular el valor que obtuvo para la media de la muestra y el tamafio muestral utilizado.

b) ¢ Cual seria el error de su estimacion, si hubiese utilizado unl muestra de tamafo 225 y un nivel de confianza
del 86,9% ?

5.3.-El peso de los paquetes enviados por una determinada empresa de transportes se distribuye segun una
ley Normal, con una desviacién tipica de 0,9 kg. En un estudio realizado con una muestra aleatoria de 9
paquetes, se obtuvieron los siguientes pesos en kilos;

95 10 85 105 12,5 10,5 12,5 13 12

a)Hallar un intervalo de confianza, al 99%, para el peso medio de los paquetes enviados por esa empresa.

b) Calcular el tamafio minimo que deberia tener una muestra, en el caso de admitir un error maximo de 0,3 kg,
con un nivel de confianza del 90%.
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5.4.-Las alturas, expresadas en centimetros, de los estudiantes de segundo de Bachillerato se distribuye
normalmente con una desviacion tipica de 20 cm. En un colectivo de 500 estudiantes de segundo de
Bachillerato se ha obtenido una media de 160 cm.

Calcula, con una probabilidad del 98%, entre qué valores estara la media de la altura de la poblacion total de
estudiantes de segundo de Bachillerato.

5.5.-Se quiere estimar la media de la ndmina mensual que reciben los directivos de las companias
multinacionales que operan en Europa.

a) Si la varianza de la némina en la poblacion es de 1000 €. ¢, Cual es la varianza de la media muestral
cuando el tamafo de la muestra es de 1007?

b)Si en las condiciones del apartado anterior obtenemos un intervalo de confianza (4000,4016). ; Qué nivel de
confianza tiene la estimacion?

5.6.-El peso medio de una muestra aleatoria de 100 naranjas de una determinada variedad variedad es de 272
grs. Se sabe que la desviacion tipica poblacional es de 20 grs. A un nivel de significacion de 0.05 hallar el
intervalo de confianza para la media poblacional

5.7.-En un pais se sabe que la altura de la poblacién se distribuye normalmente con una desviacion tipica de 10
cms.

a)Si la media poblacional fuera de 170 cms, calcular la probabilidad que la media muestral de una muestra de
64 personas difiera menos de un centimetro de la media de la poblacion.

b) ¢Cual es el tamafio muestral que se debe tomar para estimar la media de la altura de la poblacién con un
error menor de 2 cms y con un nivel de confianza del 95%7?

c) Y si en el apartado anterior aumentamos el nivel de confianza al 99 % ¢qué tamafio muestral se necesitara?

5.8.-Para determinar el porcentaje de alumnos que tienen acceso a Internet en su domicilio se ha encuestado
a 60 alumnos resultando que 42 si lo tienen. Determinar el intervalo de confianza para la proporcion de
alumnos con acceso a Internet en su domicilio a un nivel de confianza del 95%

5.9.-La estatura de los miembros de una poblacion se distribuye segun la ley normal de media desconocida y
desviacion tipica 9 cm. Con el fin de estimar la media se toma una muestra de 9 individuos de la poblacién, ob-
teniéndose para ellos una media aritmética igual a 170 cm.

a) Calcula el intervalo de confianza al nivel del 95% para la estatura media de la poblacion

b) Calcula el tamafo muestral necesario para estimar la media de la poblaciéon con una precisién de 5 cm y

un nivel de confianza del 99%.

5.10.-El precio de ciertos electrodomésticos puede considerarse una variable aleatoria con distribucién normal
de desviacion tipica 100 euros Los precios en euros correspondientes a una muestra de 9 de estos
electrodomésticos son

255 85 120 290 80 80 275 290 135

a) Construir un intervalo de confianza al 98% para la media poblacion

b) Hallar el tamafio minimo que debe tener la muestra, para que con el nivel de confianza del 99% el error de
estimacion del precio medio no supere los 50 euros.

5.11.-Un estudio realizado por el departamento de Lengua de un Instituto estima que la proporcién de alumnos
que durante un curso leen al menos 6 libros de lectura es del 0.45.

a)Por la direccion de la biblioteca escolar se decide realizar una encuesta para determinar dicho porcentaje con
un error no superior a 0.05 a un nivel de confianza del 95% ¢ Cual sera el tamafio minimo de la muestra?

b)Si se decide tomar una muestra de tamafo 300 ¢cual es el nivel de confianza de que el error no supera
0.057?

5.12.-Se quiere conocer la permanencia media de pacientes en un hospital, con el fin de estudiar una posible
ampliacién del mismo. Se tienen datos referidos a la estancia, expresada en dias, de 800 pacientes,

obteniéndose los siguientes resultados: X =81 dias; .S =9 dias. Se pide obtener un intervalo de confianza del
95% para la estancia media.

5.13.-El salario medio correspondiente a una muestra de 900 personas de una poblacién dada es de 725
euros. Se sabe que los salarios de esa poblacion siguen una distribucién normal con desviacion tipica de 84
euros. ¢ Se puede afirmar que el salario medio de dicha poblacién es de 700 euros con un nivel de confianza
del 95%?
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5.14.-Una maquina de refrescos esta ajustada de manera que la cantidad de liquido despachada se distribuye
en forma normal con una desviacion tipica de 0.15 dl. Encontrar un intervalo de confianza del 97% para la
media de todos los refrescos si una muestra aleatoria de 36 refrescos tiene un contenido promedio de 2.25dI

5.15.-De una encuesta realizada a 1200 hogares de una ciudad se ha obtenido que la proporcién de las que
utilizan microondas es del 0.30.

a) Calcular el intervalo de confianza para la proporcién de hogares que utilizan el microondas en dicha ciudad a
un nivel de confianza del 92%

b) Para una estimacién con un error menor que 0.04 a un nivel de confianza del 95% ¢ de que tamanfio
deberiamos elegir la muestra?
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TEMA 6: CONTRASTE DE HIPOTESIS

6.1.-INTRODUCCION. DEFINICIONES

En el tema anterior estudiamos como obtener, a partir de una muestra, un intervalo que con un
nivel de confianza determinado contiene a un parametro desconocido de la poblacion.

En esta tema abordamos la teoria de la decision estadistica que consiste en utilizar la informacion
obtenida de una muestra para tomar una decision sobre la aceptacion de una hipodtesis relativa a la
poblacion.

Definiciones:

+Se llama hipétesis nula, denotada por Hy , la hipdtesis sobre la poblacién que queremos
contrastar. Sera aceptada o rechazada después de obtener informacion de la muestra.

4La hipotesis contraria a la hipotesis nula se llama hipétesis alternativa y se denota por H;.
Obviamente si se acepta Hy se rechaza H, y viceversa

4Un contraste de hipotesis es un procedimiento para, a partir de una muestra significativa, decidir
si una hipétesis se acepta o se rechaza. Los contrastes de hipétesis pueden ser de dos tipos:

* Contraste bilateral: Si la hipotesis nula adopta la forma de igualdad
* Contraste unilateral: Si la hipotesis nula adopta la forma de desigualdad

<Estadistico de contraste es el estadistico muestral utilizado en el contraste

4+Nivel de significacién es un valor probabilistico , muy pequefo, que se fija previamente a la
aplicacién del contraste. Se simboliza por a. . Es la probabilidad de que la hipotesis nula se rechace
siendo cierta

+Se llama regién critica al conjunto de valores del estadistico de contraste que nos llevan a
rechazar la hipétesis nula y region de aceptacion el conjunto de valores que nos lleva a aceptarla.

6.2.-CONTRASTE DE HIPOTESIS
Los 5 pasos a seguir en un contraste de hipotesis son los siguientes:
A.- Formular las hipétesis nula y alternativa
B.- Elegir un nivel de significacion
C.- Determinacion de la regién critica y de la region de aceptacion
D.- A partir de la muestra (de tamano mayor que 30 si la poblaciéon no es normal) determinar
el valor del estadistico de contraste
E.-Aceptar la hipotesis nula si el valor del estadistico de contraste pertenece a la region de
aceptacién o rechazarla si pertenece a la region critica

6.3.-CONTRASTE DE HIPOTESIS PARA LA MEDIA
6.3.1.-Contraste bilateral
Partimos de una poblacién con una media p desconocida y una desviacion tipica 6, conocida
A.- Hipotesis nula Hp : p=po
Hipotesis alternativa : Hq @ p#po
B.- Elegimos un nivel de significacion a

C.-Determinacion de la regién critica y de la region de aceptacion

So )
Regién de aceptacion: Ho —Za/zﬁ;!vlo +Zo,/2ﬁ

Reqid itica - Gp Op
egion critica :| —oo, {1y —7,, 5 ﬁ Ho+2g/2 ﬁ' 400
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En el grafico siguiente representamos las dos regiones

Region Region
aceptacion Critica

Mo=Zas % Ho u0+zu/2 %
Jn Jn

D.-Determinamos el valor del estadistico de contraste (la media X de la muestra )
E.- Se acepta (si X pertenece a la regién de aceptacion) o rechaza la Hipétesis nula

Nota: Si la desviacion tipica no es conocida utilizaremos en su lugar la desviacion tipica
S de la muestra

S Ejemplo 1

Las pilas de una determinada marca tienen una duracién de media desconocida con una desviacion
tipica de 80 horas. Se toma una muestra de 100 pilas y se comprobd que su duracion media era de
1670 horas. ¢Se puede afirmar , con un nivel de significacion del 5% , que la duracion media de las
pilas de esa marca es de 1700 horas?

A .- Hipotesis nula : p=1700
Hipdteis alternativa: #1700
B.- Nivel de significacion a=0.05 . Por lo tanto z,,=1.96
C.- Regioén de aceptacion:
Go Oo
Ho _Za/Zﬁ'“O TZo/2 ﬁj = (1700-1.96-80/10, 1700-1.96-80/10) =(1684.32,1715,68)

D.-Media muestral : 1670
E.-Como la media muestral no pertenece a la region de aceptacion se rechaza la hipotesis de
que la duracion media de las pilas de la marca es de 1700 horas

6.3.2.-Contraste unilateral
Partimos de una poblacién con una media p desconocida y una desviacion tipica 6, conocida
A.- Hipétesis nula Ho : pSpo ( 6 p2po)
Hipdtesis alternativa : Hy @ p>po (0 pu<po)
B.- Elegimos un nivel de significacion a

C.-Determinacion de la regién critica y de la region de aceptacion
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Ho : uSuo

Ho : u2po

Region de aceptacion: (—oo, HotZ,

% +ooj
a\/ﬁ’

Region critica : (Uo +z

:

Jn

0—0 +ooj
\/E,

Region de aceptacion: [uo—za

Region critica : (—oo » Ko-Z, T J

Acepticion

Acebtacién

donde z, es el valor que verifica P[Z< z,]=1-a (ver la siguiente figura)

1}

Za

D.-Determinamos el valor del estadistico de contraste (la media X de la muestra )

E.- Se acepta o rechaza la Hipétesis nula

Nota: Si la desviacion tipica no es conocida utilizaremos en su lugar la desviacién tipica

S de la muestra

= Ejemplo 2

Para la realizacion de una prueba se considera que el tiempo apropiado es de 45 minutos. Se mide el
tiempo empleado por 50 personas elegidas al azar obteniéndose un tiempo medio de 45.2 minutos
con una desviacion tipica de de 4 minutos. ;Se puede considerar , con un nivel de significacién del

10% , que los 45 minutos es un tiempo suficiente para realizar la prueba?

A .- Hipétesis nula : u<45
Hipoteis alternativa: p>45
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B.- Nivel de significacion a=0.10 . Por lo tanto z,=1.28
C.- Regidn de aceptacion:

O,
(@o, Mo+, T:J = (<0 , 45+1.28-4/7.07) =(-0,45.72)

D.-Media muestral : 45.2

E.-Como la media muestral pertenece a la regién de aceptacion se acepta la hipétesis de que
45 minutos es un tiempo adecuado para la realizacion de la prueba

6.4.-CONTRASTE DE HIPOTESIS PARA LA DIFERENCIA DE MEDIAS

6.4.1.-Contraste bilateral

Partimos de dos poblaciones : una con media p4 desconocida y una desviacién tipica oy
conocida ; otra media p2 desconocida y una desviacion tipica o, conocida. De la primera extraemos
una muestra de tamano n4 con una media Yl y de la segunda otra de tamafio n, con una media Yz.

Se trata de contrastar si las dos poblaciones tienen la misma media.
A.- Hipotesis nula Hp : p=p1-p2=0 (es decir p1=p2 )
Hipotesis alternativa : Hq : p=p4-p20 (es decir p#ps )

B.- Elegimos un nivel de significacion o

C.-Determinacion de la regiéon de aceptacion: 0- Z,

D.-Determinamos el valor del estadistico de contraste (la diferencia de medias X =X, -X, )

E.- Se acepta o rechaza la Hipotesis nula

6.4.2.-Contraste unilateral
A.- Hipotesis nula Hp : p=p1-p2<0 (es decir py<uz ) ; 6 p=p4-p220 (es decir p12p2 )
Hipotesis alternativa : H : u=p4-p2>0 (es decir pi>p2 ) ; 6 p=p1-p2<0 (es decir p<pz )

B.- Elegimos un nivel de significacién a

C.-Determinacion de la regidon de aceptacion:

D.-Determinamos el valor del estadistico de contraste (la diferencia de medias X =X, -X, )

E.- Se acepta o rechaza la Hipotesis nula

P Ejemplo 3
Para comprobar que entre el alumnado de un centro escolar las alumnas dedican mas tiempo a la
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lectura que los alumnos, el departamento de matematicas realiza una encuesta a una muestra de 50
alumnas y una muestra de 40 alumnos. Para las alumnas se obtiene que por término medio se
dedican 10.1 horas semanales con una desviacién de 1.4 horas y para los alumnos 10.3 horas con
una desviacién de 1.8 horas. ¢Se puede considerar , con un nivel de significacion del 5% , que las
alumnas dedican mas tiempo a la lectura que los alumnos del centro?

A.- Hipétesis nula : p=p41-p2>0 (es decir p1>p2 )

Hipéteis alternativa: p=p1-p2<0
B.- Nivel de significacion a=0.05 . Por lo tanto z,=1.645

C.- Region de aceptacion:
/1.42 18’
=|0-1645,|—+— ,400| =(-0.57,+x)
50 40

D.-Diferencia de medias: X =X, -X,=10.1-10.3=-0.2

E.-Como el valor de X pertenece a la regién de aceptacién se acepta la hipétesis de que las
alumnas dedican mas tiempo a la lectura que los alumnos.
Nota: Lo que realmente concluimos e que no se puede rechazar la hipotesis debido a
que estamos aceptando como improbables solo el 5% de los resultados posibles.
(Se puede comprobar que si aumentamos el nivel de significacion al 20% , es
decir aceptariamos como improbables el 20% de los resultados, la hipétesis ya
no resulta aceptable)

6.5.-CONTRASTE DE HIPOTESIS PARA LA PROPORCION
6.5.1.-Contraste bilateral
Partimos de una poblacion con una proporcién desconocida p de individuos que poseen una cierta
caracteristica (y una proporcién q=1-p que no la tienen)

A.- Hipétesis nula Hy : p=po

Hipotesis alternativa : Hq : p£po
B.- Elegimos un nivel de significacion a
C.-Determinacion de la regién critica y de la region de aceptacion

Region de aceptacion: PoZya1 /%, PotZy24 /%
n n
Region critica : Po% Po%
g -0, po-zalz‘/ . \/{p0+za/2,/—n , +00

En el grafico siguiente representamos las dos regiones
Region ) Region
aceptapicn | Critica
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o Po Po%
pO-Za/Z O_q) po +Zq/2 0_
dhtraste (la proporcién p de Iar]”nuestra)

D.-Determinamos el valor del estadistico de'c

E.- Se acepta o rechaza la Hipétesis nula

6.5.2.-Contraste unilateral
A.- Hipotesis nula Hy : pSpo ( 6 p2po)
Hipdtesis alternativa : Hy : p>po (0 p<po)
B.- Elegimos un nivel de significacion a

C.-Determinacion de la regién critica y de la region de aceptacion

Ho : PSPo Ho : P2Po
Region de aceptacion Region de aceptacion:

{_m’p0+za MJ (po_za M,-’-O@J
V n V\ n

Region critica N,

Reqién critica:

Acepticion
Acebtacién

Pod0 ‘
Po tz \]— fp q
a n pO_ZOL OnO

D.-Determinamos el valor del estadistico de contraste (la proporcién p de la muestra )

E.- Se acepta o rechaza la Hipétesis nula

6.6.-ERRORES EN LOS CONTRASTES DE HIPOTESIS
Al aplicar un contraste de hipétesis podemos cometer dos tipos de error:

Se comete cuando se rechaza la hipoteis nula siendo realmente

Error tipo | :
verdadera. La probabilidad de cometer un error de este tipo es a

Error tipo Il : Se comete cuando se acepta la hipétesis nula siendo realmente falsa. La
probabilidad de cometer este tipo de error depende del tamafo de la muestra.
Cuanto mayor es dicho tamafio mas pequefia es la probabilidad de cometer este

tipo de error
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=® EJERCICIOS

6.1.- En los afos 60, la estatura media de los espafioles varones que hacian el servicio militar era de 170 cm,.
En la actualidad, se ha realizado un muestreo a 36 adultos varones dando una media de 172 cm. Con una
desviacion tipica S=2 cm

Se pide:

a) ¢ Podemos afirmar, con una confianza del 95%, que esa diferencia es debida al azar?

b) ¢ Qué se puede decir si esa media se ha calculado utilizando una muestra de 900 jovenes?

6.2.- En una comunidad auténoma se estudia el nimero medio de hijos por mujer a partir de los datos
disponibles en cada municipio. Se supone que este numero sigue una distribucion normal con desviacién tipica
igual a 0,08. El valor medio de estos datos para 36 municipios resulta ser igual a 1,17 hijos por mujer.

Se desea contrastar, con un nivel de significacion de 0,01, si el numero medio de hijos por mujer en la
comunidad es de 1,25.

6.3.- Segun los datos de un censo de 1970, el analfabetismo en cierto pais alcanzaba el 40% de la poblacion.
Una reciente encuesta realizada sobre una muestra aleatoria de 800 personas, arroja el dato de que 300 de
ellas son analfabetas.

¢ Puede considerarse, con un nivel de confianza del 95%, que se ha reducido el nivel de analfabetismo?

6.4.- Segun un estudio realizado por una empresa hotelera durante el afio 1992, la distribuciéon del tiempo de
estancia de cada viajero fue normal con una media de 3,7 dias y una desviacion tipica de 1,1 dias. A lo largo
del afio 2000 se analiz6 el tiempo de estancia de 49 viajeros elegidos al azar, obteniéndose una media de 3,5
dias. ¢Podemos afirmar que esta diferencia es debida al azar con una confianza del 88%? Con el mismo nivel
de confianza, jcambiaria la respuesta si esta media de 3,5 dias se hubiera obtenido al analizar el tiempo de
estancia de 100 viajeros elegidos al azar?

6.5.- Se afirma que la proporcidon de personas que contratan un determinado servicio telefénico es, como
minimo, del 23%. Sin embargo, la compaiiia telefénica sospecha que actualmente dicha proporcién ha variado.
Para comprobarlo hace una encuesta a 500 clientes potenciales entre los que solo 98 piensan contratar dicho
servicio.

Con un nivel de significacion del 5%, determinar si es aceptable la afirmacion inicial.

6.6.- A partir de los datos recogidos sobre una muestra aleatoria de 121 pequefas y medianas empresas de
una region se ha calculado, para el afio 2000, un beneficio medio de 89 millones de euros con una varianza de
30,25 euros®.

Contestar justificando las respuestas:

a) ¢ Podriamos rechazar (con un nivel de significacion del 0,001) la afirmacion de que los beneficios medios en
la pequefa y mediana empresa de dicha regiéon son de 90 millones de euros?

6.7.- En las ultimas elecciones, celebradas hace un ano, el 52 por ciento de los votantes de una ciudad
estaban a favor del alcalde. Una encuesta, realizada recientemente, indica que, de 350 ciudadanos elegidos al
azar, 198 estan a favor del alcalde:

a) ¢, Se puede afirmar, con un nivel de confianza del 90%, que el alcalde gana popularidad?

b) ¢ Se obtiene la misma respuesta que en el apartado anterior si el nivel de confianza es igual a 0,997

6.8.- Una fabrica de ordenadores produce dos modelos diferentes: uno portatil y otro de sobremesa. Tras unos
estudios realizados, se concluye que el numero de errores del sistema del modelo portatil se distribuye
normalmente con varianza 5; y que en el modelo de sobremesa, el nimero de errores sigue una distribucion
normal con varianza 7.

Elegidos al azar 50 ordenadores de cada moodelo, se observa un nimero medio de errores de 15 y 10,
respectivamente.

¢, Podemos afirmar, a un nivel de confianza del 95%, que el nimero medio de errores, en ambos modelos, es el
mismo?

b) ¢ Qué podemos decir respecto al 1% de nivel de significacion?

6.9.- Se sabe que la edad (en afios) de los aspirantes a un puesto de trabajo en un determinado organismo
oficial es una variable normal con desviacién tipica igual a 5. Se observa una muestra de 125 personas que se
presentan a una prueba para optar a un puesto de trabajo en el citado organismo, obteniéndose una edad
media igual a 22,3 afos:

a) ¢ Se puede afirmar, con un nivel de significacion del 5%, que es igual a 21 la edad media de los que optan a
un puesto de trabajo en el organismo oficial?

b) ¢ Se puede afirmar, si el nivel de significacion es del 1 %, que dicha edad media es menor o igual que 227
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6.10.- Un establecimiento vende paquetes de carbén para barbacoa de peso tedrico 10 kg. Se supone que el
peso de los paquetes sigue una distribucion normal con desviacion tipica 1 kg. Para contrastar la citada
hipétesis, frente a que el peso tedrico sea distinto de 10 kg, se escogen al azar 4 paquetes que pesan en
kilogramos, respectivamente: 8, 10, 9, 8

Se desea que la probabilidad de aceptar la hipétesis nula, cuando esta es cierta, sea 0,95. Se pide:

a) La regioén critica del contraste.

b) ¢ Se debe rechazar la hipétesis nula?

6.11.- Se supone que el peso de las sandias de cierta variedad sigue una distribucién normal con desviacion
tipica de 1 kg. Se toma una muestra aleatoria de 100 sandias y se observa que el peso medio es de 6 kg.

a) Calculese un intervalo de confianza al 95% para el peso medio de esa variedad de sandia.

b) ¢ Puede aceptarse la hipotesis de que el verdadero peso medio de las sandias es de 5 kg, frente a que sea
diferente, con un nivel de significacion de 0,057?

6.12.- En un estudio disefiado para demostrar si existe una diferencia entre las alturas medias de mujeres
adultas nacidas en dos paises diferentes, las muestras arrojan los siguientes resultados:

n = 120; X= 162,7; (Sx = 2,50)

m =150; Y= 61, 8; (Sy = 2, 62)

Utilizar un nivel de significacion de 0,05 para contrastar la hipétesis nula de que las medias de la poblacion
correspondientes son iguales contra la hipotesis alternativa de que no son iguales.

6.13.- En el aifo 1990 el 25% de los partos fueron de madres de mas de 30 afos. Este afo se ha tomado una
muestra de 120 partos de los cuales 34 fueron de madres de mas de 30 anos.

a) Con una significacion del 10%, ¢se puede aceptar que la proporcion de partos de madres de mas de 30
afos sigue siendo como mucho del 25%, frente a que ha aumentado?

6.14.- Una empresa de automoviles esta estudiando las mejoras que ha incluido en la nueva generacién de su
gama de utilitarios. Hasta ahora, los kilometros que uno de estos automoviles podia recorrer -con un uso
normal- sin que fueran necesarias reparaciones importantes seguia una Normal con media 220 (en miles de
kilbmetros) y desviacion tipica 15 (en miles de kildmetros). Las mejoras parecen haber surtido efecto, puesto
que con 100 automoviles de la nueva generacién se ha obtenido una media de 225 (en miles de kilébmetros) sin
ningun tipo de problema grave. Suponiendo que la desviacion tipica se ha mantenido:

a) Plantea un test para contrastar la hipotesis de que las mejoras no han surtido efecto o incluso que han
empeorado la situacion, frente a que si han surtido efecto, como parecen indicar los datos. Si se concluyera
que la media sigue igual o incluso bajo, y sin embargo esta conclusién fuera falsa, como se llama el error
cometido?

b) Con un nivel de significacion del 1 %, ¢a qué conclusion se llega?

6.15.- Se quiere estimar la media de la némina mensual que reciben los directivos de las companias
multinacionales que operan en Europa.

a) Si la varianza de la némina en la poblacién es de 1000 €. ¢, Cual es la varianza de la media muestral
cuando el tamafio de la muestra es de 1007?

b) Si en las condiciones del apartado anterior, la media muestral es de 4008 €. ; Se rechazaria, con un nivel de
confianza del 0,95, la hipétesis de que la ndbmina media es de 4000 €7?

6.16.- A principios de afio, un estudio en cierta ciudad indicaba que un 15% de los conductores utilizaban el
movil con el vehiculo en marcha. Con el fin de investigar la efectividad de las campafas que se han realizado
desde en- tonces para reducir estos habitos, recientemente se ha hecho una encuesta a 120 conductores y 12
hacian un uso indebido del movil.

a) Plantea un test para contrastar que las campafias no han cumplido su objetivo frente a que si lo han hecho,
como parecen indicar los datos. ¢ A qué conclusion se llega con un nivel de significacion de14%?

6.17.-Se quiere contrastar si el nivel de colesterol en sangre de un grupo de enfermos es mayor que el de una
poblacion que se ha tomado como referencia, y que es de 160 u. .Se sabe que la desviacién tipica de la
cantidad de colesterol en sangre es de 20 u.

Para ello se toma una muestra de 50 enfermos resultando una media muestral de 165 u. ¢Se
rechazara la hipétesis con un nivel de significacion de 0.0257?

6.18.- Se desea determinar el nimero de familias que les gustaria disponer de television digital en sus
domicilios. Para ello se considera una muestra de 400 familias y se observa el numero de los que les gustaria,
obteniendo un resultado de 188. En estas condiciones:
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¢, Se puede afirmar que la proporcién de personas que les gustaria disponer de television digital es 0,5 a un
nivel de significacion de 0,027

¢, Se puede afirmar que la proporcion de personas que les gustaria disponer de television digital es menor que
0,5 a un nivel de significaciéon de 0,027?

6.19.-Una empresa dedicada a la fabricacion de luminosos publicitarios anuncia que , como maximo, hay un
1% de luminosos defectuosos. Se selecciona una muestra de 100 rétulos y se observa que aparecen 3
defectuosos. Con un nivel de significacién del 5% ¢Podemos aceptar la hipétesis del fabricante?;Y con un
nivel de confianza del 99%?

6.20.- Antes de la puesta en marcha del carné por puntos, la velocidad en cierta carretera seguia una Normal
de media 80 kildbmetros por hora y desviacion tipica 10. Pasado unos meses de la introduccion de dicha
medida, sobre 40 vehiculos observados a diferentes horas del dia se obtuvo una media de 75 kilémetros por
hora. Si la velocidad sigue siendo una Normal con la misma desviacion tipica:

Plantea un test para contrastar la hipétesis de que con dicha medida la situacion sigue igual, frente a que,
como parece, ha mejorado. A qué conclusion se llega para un nivel de significacion de15%?

6.21.- Segun los datos de cierta comunidad auténoma relativos al impuesto sobre la renta, en el pasado
ejercicio fiscal la contribucion media fue de 4000 euros. En una muestra de 500 declaraciones del afo en
curso, elegidas al azar, la contribucion media ha sido de 4120 euros, con una desviacion tipica de 1200 euros.
¢, Puede decirse, con un 95% de confianza, que ha variado la aportacion media de los contribuyentes? ;Y con
un 99% de confianza?

6.22.- Un banco decide contratar guardias de seguridad para sus nuevas sucursales. Para ello contacta con
dos empresas de seguridad; para estar seguros de elegir la opcion correcta deciden aplicarles un test a los
aspirantes de ambas empresas. Se sabe que las desviaciones tipicas de los guardias de la primera empresa es
8 y la desviacion tipica de los de la segunda 7. De la primera empresa se seleccionaron 60 aspirantes y tras
aplicarles el test obtuvieron una puntuacion media de 70 puntos; de la segunda empresa se seleccionaron 50
aspirantes y la puntuacion media fue de 73 puntos. A la vista de estos resultados

a) ¢podemos afirmar que existe alguna diferencia entre las puntuaciones medias de los aspirantes de las dos
empresas de seguridad para un nivel de significacion de 0,057

b) ¢ podemos afirmar que la puntuacion media de la 12 empresa es peor que la de la segunda para un nivel de
significacién del 0,107

PRUEBAS DE ACCESO DE GALICIA

JUNIO 2001
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1.- Cuando los motores llegan al final de una cadena de produccion, un inspector escoge los que deben pasar
una inspeccion completa. Supéngase que se producen un 10% de motores defectuosos, y que el 60% de todos
los motores defectuosos y el 20% de los buenos pasan una inspeccion completa. Calculese:

a) Probabilidad de que un motor elegido al azar sea defectuoso y pase la inspeccion. b) Probabilidad de que un
motor elegido al azar sea bueno y pase la inspeccion. ¢) Si conocemos que el 24% de los motores pasan la
inspeccion, ;qué porcentaje de los mismos son defectuosos?

2.- a) La duracidn de cierto tipo de motor es una variable normal con una media de 10 afios y desviacion tipica
de 2 afios. E fabricante garantiza el buen funcionamiento de los motores por un periodo de 3 afos. ¢Qué
porcentaje de motores se espera que no cumplan la garantia?

b) Una fabrica de conservas desea conocer el tiempo que tarda en estropearse un producto que tiene
almacenado. Elige una muestra de 400 unidades, resultando que el tiempo medio de descomposicién de estes
productos es de 172 horas. Por experiencias anteriores se conoce que la desviacion tipica de la variable
normal tiempo de descomposicion es de 5 horas.

Con un nivel de confianza del 95%, ¢entre qué valores se halla el tiempo medio de descomposicion para la
totalidad del producto almacenado?

SEPTIEMBRE 2001

1.- Una maquina A produce cada dia el duplo de piezas que una maquina B. El 6% de las piezas fabricadas por
la maquina A son defectuosas, mientras que de las fabricadas por la maquina B solo son defectuosas el 3%.
Calculese

i) la probabilidad de que una pieza de la produccion total sea defectuosa

ii) ¢ Cual es el numero esperado de piezas defectuosas en un lote de 100?

iii) ¢ Cual es la probabilidad de que en un lote de 6 piezas ninguna sea defectuosa?

2. A) Un supervisor sometié una muestra de 16 fusibles a una cierta sobrecarga. Los tiempos que tardaron en
fundirse dieron una media de 10,63 minutos. Considerando que la variable "tiempo que tarda en fundirse un
fusible sometido a esa sobrecarga" es normal con una desviacion tipica de 2,48 minutos, construir un intervalo
de confianza para la media poblacional con un nivel de confianza del 95%. ¢ Cual debe ser el tamafio de la
muestra para que el error en la estimacion de la media sea inferior a 1 minuto con un nivel de confianza del
95%7

2.- B) Sean Ay B sucesos independientes con P(A) = 0,6 y P(B) = 0,2. Calculese

P(AnB), P(AUB) y P(A/B).

JUNIO 2002

1.- En una cierta prueba, el 35 por ciento de la poblacién examinada obtuvo una nota superior a 6, el 25 por
ciento entre 4 y 6, y el 40 por ciento inferior a 4. Suponiendo que las notas siguen una distribucién normal,
calcular la nota media y la desviacion tipica. ¢ Que porcentaje de la poblacién tiene una nota que se diferencia
de la media en menos de 2 unidades?

2.- En una ciudad el 20 por ciento de las casas estan aseguradas contra los incendios. Con el fin de establecer
una encuesta , una compania de seguros selecciona 5 casas al azar. Se pide:

a) Numero de casas que se espera que estén aseguradas.

b) Probabilidad de que ninguna esté asegurada.

c) Probabilidad de que alguna esté asegurada.

SEPTIEMBRE 2002

1.- Durante un afio las personas de una ciudad utilizan tres tipos de transportes, metro (M), autobus (A) y coche
particular (C). Las probabilidades de que durante un afo tengan usado unos u otros transportes son las
siguientes:

P(M)=0, 3, P(A)=0, 2, P(C)=0,15 P(MnA)=0, 1, P(MnC) =0, 05

P(ANC)=0,06, P(MnANC)=0,01

Calcular las siguientes probabilidades:

a) Que una persona utilice algin medio de transporte.

b) Que una persona viaje en metro y no en autobus.

¢) Que una persona viaje en metro o en coche y no en autobus.

d) Que una persona viaje a pié.

JUNIO 2003

1.- Considérese una poblacién en la que se estudia una caracteristica X que sigue una distribucién normal de
media y=12 y varianza 0°=16. Se considera una muestra aleatoria de tamario n=9. ¢, Cual es la probabilidad de

que la media muestral X tenga un valor superior a 14?
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2.-b) Sean Ay B dos sucesos tales que P(A) = 0'6 y P(B) = 0'3. Si P(A/B) = 01 calculese P(AUB) y P( §/A)
siendo B el complementario del suceso B.

SEPTIEMBRE 2003

1.-En una ciudad el 80% de la poblacion adulta mira la TV, el 30% lee algun libro y el 25% mirala TV y lee
algun libro. Si pide

a)De entre los que leen libros ¢ Qué porcentaje mira la TV?

b)Porcentaje de los que no miran TV y si lee algun libro

c)Porcentaje de los que no hacen ninguna de las de los cosas

2.-La cantidad de mineral, en Tm, que produce semanalmente una mina es una variable aleatoria que sigue
una distribucion normal de media 10 Tm y desviacién tipica 4 Tm
Calcular la probabilidad de que la producciéon de una semana sea superior la 12 Tm

JUNIO 2004

1.-En una empresa, el 20% de los trabajadores son mayores de 45 afios, el 8% desempefia algun puesto
directivo y el 6% es mayor de 45 afios y desempefia algun puesto directivo.

a) ¢, Qué porcentaje de los trabajadores tiene mas de 45 anos y no desempefa ningun cargo directivo?

b) ¢ Qué porcentaje de los trabajadores no es directivo ni mayor de 45 afnos?

¢)Si la empresa tiene 150 trabajadores, ¢, cuantos son directivos y no tienen mas de 45 afios?

2.- Se sabe que el gasto semanal (en euros) en ocio para los jévenes de una cierta ciudad sigue una
distribucién normal con desviacion tipica o conocida.

a) Para una muestra aleatoria de 100 jovenes de esa ciudad, el intervalo de confianza al 95% para el gasto
medio semanal y es (27 , 33). Hallar la correspondiente media muestral x y el valorde o .

b) ;Qué numero de jovenes tendriamos que seleccionar al azar, como minimo, para garantizar, con una
confianza del 95%, una estimacién de dicho gasto medio con un error maximo no superior la 2 euros
semanales?

SEPTIEMBRE 2004

1.-Una comisaria de policia metropolitana esta formada por 1200 agentes: 960 hombres y 240 mujeres. A lo
largo de los dos ultimos afios fueron ascendidos 324 agentes. En la siguiente tabla se muestra el reparto
especifico de los ascensos para agentes masculinos y femeninos:

ASCENDIDOS NO ASCENDIDOS TOTAL
HOMBRES 288 672 960
MUJERES 36 204 240
TOTAL 324 876 1200

a)Calcular la probabilidad de ascenso para un agente del sexo masculino.

b)Calcular la probabilidad de ascenso para una agente del sexo femenino.

c)En esta comisaria, ¢ el ascenso es dependiente o independiente del hecho de ser el policia hombre o mujer?
Justifiquese la respuesta.

2.- Para determinar la edad promedio de sus clientes, un fabricante de ropa para caballero coge una muestra
aleatoria de 50 clientes y calcula su edad media que resultax = 36 arios.

Si se sabe que la variable edad sigue una distribucién normal con desviacién tipica ¢ = 12 afos.

a) Determinar con un 95% de confianza el intervalo de la media de edad de todos los clientes.

b) si se desea que la media de la muestra no difiera en mas de 2 afios de la media de la poblacién, con
probabilidad 0,95 ; cuantos clientes se deberian tomar como minimo en la muestra?

JUNIO 2005

1.-El cuadro de personal de unos grandes almacenes esta formado por 200 hombres y 300 mujeres. La cuarta
parte de los hombres y la tercera parte de las mujeres solo trabajan en el turno de mafana. Elegido un
empleado al azar

a)¢ Cual es la probabilidad de que sea hombre y solo trabaje en el turno de mafiana?

b)Sabiendo que solo trabaja en el turno de manana ¢ Cual es la probabilidad de que sea mujer?
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2.-El peso de los alumnos de bachillerato de una ciudad tiene media u desconocida y una desviacion tipica de
0=5.4 Kg. Tomamos una muestra aleatoria de 100 alumnos de bachillerato de esa ciudad

a) Si la media de la muestra es de 60 Kgs , calcular con un nivel de confianza del 99%, el intervalo de
confianza para el peso medio p de todos los alumnos de bachillerato de la ciudad

b)Si hace la siguiente afirmacion: “el peso medio de los alumnos de bachillerato de esa ciudad esta
comprendido entre 59 y 61 Kgs” ¢, Con qué nivel de confianza se hace la afirmacion?

SEPTIEMBRE 2005

1.- Una encuesta revela que el 40% de los jovenes de cierta ciudad tiene estudios, de los cuales el 15% no
tiene trabajo. Del 60% que no tiene estudios, un 25% no tiene trabajo.

a)Determinar el porcentaje de jévenes de esa ciudad que no tiene trabajo

b)Entre los que no tienen trabajo ;Qué porcentaje tiene estudios?

c)Calcular la probabilidad de que elegido al azar un joven de esa ciudad tenga estudios y trabaje

2.-Una fabrica desea conocer el tiempo que tarda en estropearse un producto que tiene almacenado. Para ello
elige una muestra de 100 unidades, resultando un tiempo medio de descomposicién de 120 horas. Por
experiencias anteriores si conoce que la desviacion tipica de la variable normal “tiempo de descomposicién” es
de 5 horas

a) ¢, Coémo si distribuye la variable “tiempo medio de descomposicién” para muestras de 100 productos

b) Con un nivel de confianza del 95% ¢ Entre que valores si encuentra el tiempo medio de descomposicion para
la totalidad del producto almacenado?

JUNIO 2006

1.-Una investigacion de mercado de 800 personas reveld los siguientes hechos sobre la capacidad de recordar
un anuncio televisivo de un producto en particular y la adquisiciéon de dicho producto:

Recuerdan el anuncio No recuerdan el anuncio
Compran el producto 160 80
No compran el producto 240 320

a) Calcular la probabilidad de que una persona recuerde el anuncio o compre el producto
b) Siuna persona recuerda el anuncio del producto ¢ Qué probabilidad existe de que lo compre?
c) ¢Elhecho de comprar el producto depende o no de recordar el anuncio? Justifiquese la respuesta

2.-a)El sueldo , en euros, de los empleados de una fabrica sigue una distribucién normal de media y=1500€ y
una desviacion tipica 0=400€ . Se elige al azar una muestra de 25 empleados de esa fabrica ¢Cudl es la
probabilidad de que la media de sus sueldos esté comprendida entre 1420 y 1600€?

b) Si solamente conocemos la desviacion tipica 0=400€ y desconocemos la media y de los sueldos de los
empleados de esa fabrica ;qué tamafo de muestra deberiamos tomar para estimar p con un nivel de confianza
del 95% si se admite un error maximo de 100€?

SEPTIEMBRE 2006

1.- En un estudio realizado en cierto IES, en el que se imparte la ESO y el Bachillerato, se han recogido los
siguientes datos: - EI60% de los alumnos son mujeres.

- EI15% de los hombres estudian Bachillerato.

- El20% de las mujeres estudian Bachillerato.

- ElI30% de las mujeres que estudian Bachillerato eligen la opcion de letras.
(a) Calcular la probabilidad de que un alumno de ese IES, elegido al azar, sea mujer, estudie Bachillerato y curse la
opcion de letras, (b) ¢ Qué porcentaje del alumnado estudia Bachillerato? (c) ¢ Qué porcentaje de los estudiantes de
Bachillerato son hombres?

2.- Un fabricante de bombillas de bajo consumo sabe que el tiempo de duracion, en horas, de las bombillas que fabrica
sigue una distribucion normal de media desconocida y desviacién tipica 180 horas.

Con una muestra de dichas bombillas, elegida al azar, y un nivel de confianza del 97%, ha obtenido para la media el
intervalo de confianza (10072'1, 10127' 9).

(@) Calcular el valor que obtuvo para la media de la muestra y el tamafio de muestra utilizado.

(b) Si se quiere que el error de su estimacion sea como maximo de 24 horas y se utiliza una muestra de tamafio 225,
¢cual sera entonces el nivel de confianza?

JUNIO 2007
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1.-En una ciudad en la que hay doble nimero de hombres que de mujeres se declara una epidemia. Un 4% de los
habitantes son hombres y estan enfermos, mientras que un 3% son mujeres y estan enfermas. Se elige al azar un
habitante de ciudad, calcular

a) la probabilidad de que sea hombre

b) si es hombre, la probabilidad de que esté enfermo

c) la probabilidad de que la persona sea mujer o esté sana

2.-El gasto mensual (en euros) en electricidad por familia, para las familias de cierta ciudad, sigue una distribuciéon normal
de media p desconocida y desviacién tipica 6=25 euros

a) A partir de una muestra de 100 familias de esa ciudad se ha obtenido el intervalo de confianza (45, 55) para el gasto
medio mensual por familia en electricidad. Determinar el nivel de confianza con que se ha construido el intervalo

b)¢ Qué nudmero de familias tendriamos que seleccionar al azar , como minimo, para garantizar, con un nivel de
confianza del 99% , una estimacion de dicho gasto medio con un error maximo no superior a 3 euros?

SEPTIEMBRE 2007
1.- En una ciudad, el 55% de la poblacion en edad laboral son hombres; de ellos, un 12% esta en el paro.
Entre las mujeres el porcentaje de paro es del 23%. Si en esta ciudad se elige al azar una persona en edad
laboral,

(a) ¢cual es la probabilidad de que sea hombre y no esté en el paro?

(b) ¢cual es la probabilidad de que sea mujer y esté en el paro?

(c) Calcular el porcentaje de paro en esa ciudad.

2.-En un determinado pais se sabe que la altura de la poblacién sigue una distribucién normal con
desviacion tipica de 10 cm.

a) Si la media poblacional fuese de 172 cm., calcular la probabilidad de que la media de una muestra de 64
personas esté comprendida entre 171 y 173 cm.

b) Si la media de una muestra de 64 personas es de 173,5 cm., hallar un intervalo de confianza para la
media poblacional con un nivel de confianza del 99%.

c)¢,Qué tamano de muestra se debe tomar para estimar la media de la altura de la poblaciéon con un error
menor de 2 cm. y un nivel de confianza del 95%?

JUNIO 2008

1.-En un mercado de valores cotizan un total de 60 empresas, de las que 15 son del sector bancario, 35 son industriales
y 10 son del sector tecnoldgico. La probabilidad de que un banco de los que cotizan en el mercado se declares en
quiebra es de 0,01 ; la probabilidad de que se declare en quiebra una empresa industrial es 0,02 y de que lo haga una
empresa tecnoldgica es 0,1 .

a) ¢ Cuadl es la probabilidad de que se produzca una quiebra en una empresa del citado mercado de valores?

b) Habiéndose producido una quiebra ¢,cual es la probabilidad de que se trate de una empresa tecnologica?

2.-En una determinada poblacion se sabe que el valor de la tasa diaria de consumo de calorias sigue una distribucion
normal con desviacion tipica o =400 calorias.

a) Si la media poblacional es p = 1600 calorias y se elige al azar una muestra aleatoria de 100 personas de esa
poblacion , determinar la probabilidad de que el consumo medio diario de calorias en esa muestra esté comprendido
entre 1550 y 1660 calorias

b) Si desconocemos la media g y con el mismo tamafio de muestra se afirma que “el consumo medio diario en esa
poblacién toma valores entre 1530 y 1670 calorias”, ¢ con qué nivel de confianza se realiza esa afirmacion?

SEPTIEMBRE 2008

1.-En una determinada poblacion, el 40% de sus habitantes son inmigrantes de los que el 65% trabaja en el
campo, mientras que solo el 20% de la poblacion no inmigrante trabaja en el campo.

(a) ¢ Qué porcentaje de la poblacion trabaja en el campo?

(b) ¢ Qué porcentaje de los que no trabajan en el campo son inmigrantes?

(c) ¢, Qué porcentaje de la poblacién trabaja en el campo o0 no es inmigrante?

Se sabe que el tiempo de reaccion frente a cierto estimulo de los individuos de un grupo a estudio sigue una
distribucién normal con desviacion tipica a = 0'1 segundos.

(a) Para una muestra de 36 individuos de ese grupo se obtiene un tiempo medio de reaccion de 2 segundos.
Determinar, con un nivel de confianza del 99%, el intervalo para el tiempo medio de reaccion frente al estimulo
de los individuos del grupo.

(b) Se quiere estimar el tiempo medio de reaccion con un error maximo de 0'02 segundos y tomando una
muestra de 100 individuos, ¢ cual sera entonces el nivel de confianza con el que se hace la estimacion?
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JUNIO 2009

1.-La tabla siguiente muestra el numero de defunciones por grupo de edad y sexo en una muestra de 500 fa-
llecimientos de cierta region

Grupo de edad (afios)

0-10 (D) 11-30 (T) 31-50 (C) Mayor de 50 (V)
Hombres (H) 200 20 25 60
Mujeres (M) 120 15 20 40

(a) Describe cada uno de los siguientes sucesos y calcula sus probabilidades: | HU T, i) M~ (T W), iii)? ~H
(b) Calcula el porcentaje de fallecimientos con respecto al sexo.

(c) En el rango de edad de mas de 50 afios, ¢ cual es el porcentaje de hombres fallecidos?, ;es mayor o0 menor
que el de mujeres en ese mismo rango de edad?

2.-(a) La renta anual por familia para los residentes de un gran barrio sigue una distribucion N(y, o), siendo la
renta media anual por familia, 1, 20000 euros. Conocemos que, de 100 familias seleccionadas al azar de ese
barrio, 67 tienen renta anual inferior a 20660 euros. ¢ Cual es entonces el valor de la desviacion tipica ¢?

(b) Si la renta anual por familia sigue una distribucion N(20000, 1500), calcula el porcentaje de muestras de 36
familias cuya renta media anual supere los 19500 euros.

(e) ¢Qué numero de familias tendriamos que seleccionar, como minimo, para garantizar, con el 99% de
confianza, una estimacién de la renta media anual por familia para todo el barrio, con un error no superior a 300
euros?

SEPTIEMBRE 2009

1.-Una empresa quiere comercializar una herramienta eléctrica para la construccion y por lo tanto es probada
por 3 de cada 5 trabajadores del sector. De los que la han probado, el 70% da una opinion favorable, el 5% da
una opinidn desfavorable y el resto opina que le es indiferente. De los que no han probado la herramienta, el
60% da una opinion favorable, el 30% opina que le es indiferente y el resto da una opinion desfavorable.

Se sabe que la empresa comercializara la herramienta si al menos el 65% de los trabajadores del sector da
una opinién favorable.

(a) Si un trabajador elegido al azar da una opiniéon desfavorable, ¢ cual es la probabilidad de que haya probado
la herramienta?

(b) ¢Qué porcentaje de trabajadores da una opinion favorable? ;Comercializara la empresa la herramienta?
Razona la respuesta.

(c) Calcula el porcentaje de trabajadores que prueba la herramienta y opina que le es indiferente.

2. Un disefiador industrial desea estimar el tiempo medio que tarda un adulto en ensamblar un cierto tipo de ju-
guete. Por experiencias previas conoce que la variable tiempo de ensamblaje sigue una distribuciéon normal,
con media p y desviacion tipica o= 5 minutos.

(a) Seleccionada al azar una muestra de 64 adultos su media resulté ser de 20 minutos. ¢ Entre qué valores se
encuentra el tiempo medio real de ensamblaje, con una confianza del 95%?

(b) Supongamos que p= 20 minutos. Por razones comerciales decide que cambiara el modelo de juguete si el
tiempo medio de ensamblaje, en muestras de 64 adultos, es superior a 21 minutos, con qué probabilidad
tomara esa decision?

(c) Calcula cuantos adultos debera seleccionar, como minimo, para garantizar, con un 95% de confianza, una
estimacioén de dicho tiempo medio con un error no superior a un minuto.

JUNIO 2010

1.1.-Un estudio socioldgico afirma que 3 de cada 10 personas de una determinada poblaciéon son obesas, de
las cuales el 60% sigue una dieta. Por otra parte, el 63% de la poblaciéon no es obesa y no sigue una dieta.

(a) ¢ Qué porcentaje de la poblacién sigue una dieta?
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(b) Si una persona elegida al azar sigue una dieta, ¢ cual es la probabilidad de que sea obesa?

1.2.- El peso (en gramos) de los pollos que llegan a un matadero sigue una distribucion normal con una
desviacion tipica de 6=320 gramos.
(a) Si se ha establecido el intervalo (2990, 3130) como intervalo de confianza para la media p a partir de una

muestra de 64 pollos, ¢ cudl es el valor de la media muestral, X ?. ;con qué nivel de confianza se ha construido
el intervalo?
(b) ¢ Cuantos pollos deberiamos pesar para que el nivel de confianza del intervalo anterior sea del 97%?

2.1.- Sean A y B sucesos tales que P(AnB)=01;P(AnB)=0,6;P(A/B)=0,5, donde AyB
denotan los sucesos contrarios de A y B respectivamente.

(a) Calcula las probabilidades siguientes: P(B) y P(AUB).

(b) ¢Son los sucesos A y B independientes? Justifica la respuesta.

2.2.- (a) Las puntuaciones de un test de aptitud realizado a los alumnos de un centro de ensefianza siguen una
distribucién normal N(u=1000 , 6=600). Calcula la probabilidad de que la puntuacion media, para una
muestra de 64 alumnos, esté comprendida entre 964 y 1036 puntos.

(b) ¢ Cuantos alumnos deberiamos seleccionar, como minimo, para garantizar con un 99,5% de confianza una
estimacion de la puntuacion media de todos los alumnos del centro, con un error no superior a 150 puntos?

SEPTIEMBRE 2010

1.1.- Se realiza un estudio para determinar si los hogares de una pequefia ciudad se suscribirian a un servicio
de television por cable. Los hogares se clasifican de acuerdo a su nivel de renta: alta, media o baja. La
siguiente tabla nos muestra las probabilidades de las distintas intersecciones:

Renta baja Renta media Renta alta
Se suscribirian 0,05 0,15 0,10
No se suscribirian 0,15 0,47 0,08

(a) Si el hogar suscribe el servicio, ¢ cual es la probabilidad de que sea de renta alta?

(b) ¢ Son renta y posible suscripcion a la television por cable independientes? Justificar la respuesta.

(c) Calcula la probabilidad de que un hogar seleccionado al azar pertenezca al menos a una de estas
categorias: "renta media" o "desean suscribirse".

1.2.- Un equipo de la guardia civil de trafico realiza controles de velocidad en una travesia de una determinada
poblacion. Se sabe que la variable velocidad en travesia (en km/h) sigue una normal con media Il. y desviacion
tipica 0".

(a) Tras controlar el paso por la travesia de 100 vehiculos, nos dicen que: "la velocidad media en travesia,
u, toma valores entre 56,08 km/h y 63,92 kmlh, con el 95% de confianza". Con esta informacion calcula o vy el

valor de la media de la muestra X
(b) Si tomamos como u= 60 km/h y con el valor de o = 20 km/h, calcula el porcentaje de muestras de 64
vehiculos cuya velocidad media supere los 65 km/h.

2.1.- Un estudio estima que, en general, la probabilidad de que una empresa tecnolégica no obtenga los
beneficios anuales esperados es 0,5; la probabilidad de que una entidad bancaria no alcance al final del afio
tos beneficios esperados es 0,2 y la probabilidad de que ambas empresas no obtengan los beneficios anuales
esperados es 0,1.

(a) ¢ Cual es la probabilidad de que al menos una de las dos no obtenga los beneficios anuales esperados? (b)
¢,Cual es la probabilidad de que solamente una de las dos no obtenga los beneficios anuales esperados?

2.2.- (a) Si los salarios anuales de los trabajadores de cierta empresa se distribuyen segun una N(u;c = 1200),
calcula un intervalo del 95% de confianza para el salario medio anual de los trabajadores de la em presa, si
para eso se seleccionan al azar 64 trabajadores y se obtiene que su salario medio anual es 26000 euros.

(b) ¢ Qué tamano de muestra se necesita para garantizar, con un 97% de confianza, una estimacion del salario
medio anual de los trabajadores de la empresa, con un error no superior a 200 euros?

JUNIO 2011

1.1.- Se quiere realizar un estudio sobre la situacion laboral de los trabajadores en tres sectores de la
economia que denotaremos por 8, 8, Y 8;, La mitad de los trabajadores pertenecen al primer sector 8;, yel resto
se reparten en partes iguales entre los otros dos sectores 8, y 8;. El 8% de los del sector 8, el 4% de los del
sector 8, y el 6% de los del sector 8; estan en el paro.
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(a) Calcula el porcentaje de paro entre los trabajadores de dicho estudio.
(b) ¢ Qué porcentaje de los que tienen trabajo pertenecen al tercer sector 8,?

1.2.- La probabilidad de que se entregue un cheque sin fondos en una entidad bancaria es 0,14. Si en dicha
entidad se reciben 900 cheques, calcula:

(a) El numero esperado de cheques sin fondo.

(b) La probabilidad de que se entreguen mas de 110 cheques sin fondo.

2.1.-Debido a la futura fusiéon de dos entidades de ahorro, un estudio preliminar estima que, como maximo, un
5% de los clientes causara baja en la nueva entidad resultante. Un analista de mercados sospecha que la
proporcion de bajas sera mayor y, para contrastarlo, realiza una encuesta a 400 clientes, elegidos al azar,
sobre su intencion de seguir operando con la nueva entidad resultante de la fusién. De ellos, 370 contestan que
seguirian con la nueva entidad.

(a) Plantea un test para contrastar la hipétesis de que la proporcion es la que se formula en el estudio
preliminar frente a la que sospecha el analista. ¢ A qué conclusion se llega con un nivel de significacion del 5%7?
(b) Explica, en el contexto del problema, en qué consisten los errores de tipo | y de tipo II.

2.2.-Se conoce que la renta por persona declarada por todos los ciudadanos de un pais sigue
aproximadamente una distribuciéon normal con media 10840 euros y desviacion tipica 2700 euros. Con objeto
de analizar la renta de los contribuyentes domiciliados en una cierta Administracion de Hacienda, se ha tomado
una muestra aleatoria de 400 declaraciones, obteniéndose. una renta media de 10500 euros por persona. Si se
supone que se mantiene la desviacion ti pica,

(a) plantea un test para contrastar la hipétesis de que la renta media de las declaraciones presentadas en la
Administracién es la misma que la global para todo el pafs, frente a que es menor, tal como parece indicar la
muestra, y explica claramente a que conclusién se llega, con un nivel de significacion del 1 %

(b) calcula un intervalo del 98% de confianza para la renta media de los contribuyentes de la citada
Administracién.
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