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Resumen

En este trabajo consideraremos una aplicaciéon reciente de conceptos y técnicas
de la geometria algebraica en dreas de la informdtica. Desarrollaremos un enfoque
sistemdtico que utiliza variedades algebraicas y teoria de ideales. Aplicaremos los
algoritmos desarrollados en las primeras secciones basados en el método de las ba-
ses de Grobner de Buchberger al estudio de la demostracién automatica de teoremas
geométricos, un area que ha sido de interés para los investigadores en inteligencia
artificial. Cuando las hip6tesis de un teorema geométrico pueden expresarse como
ecuaciones polindmicas que relacionan las coordenadas cartesianas de puntos en el
plano euclidiano, las proposiciones geométricas deducibles de las hipétesis incluirdn
todos los enunciados que puedan expresarse como polinomios en el ideal generado
por las hipétesis. Explicamos como se pueden demostrar teoremas geométricos in-
teresantes de forma automatica y eficaz utilizando las bases de Grobner. Para ilustrar
las ideas subyacentes se ofrecen varios ejemplos, entre ellos los teoremas de Pappus,
Steiner-Fermat y Apolonio.

Como aplicacién de las bases de Grobner, proponemos un modelo booleano para
la regulacién de la expresion génica del operdn lactosa. Hemos utilizado el sistema de
algebra SageMath para realizar nuestros célculos.

Abstract

In this work we will consider a recent application of concepts and techniques from
algebraic geometry in areas of computer science. We will develop a systematic ap-
proach that uses algebraic varieties and ideal theory. We will apply the algorithms
developed in the first sections based on Buchberger’s Grobner bases method to the
study of automatic geometric theorem proving, an area that has been of interest to
researchers in artificial intelligence. When the hypotheses of a geometric theorem can
be expressed as polynomial equations relating the cartesian coordinates of points in
the Euclidean plane, the geometrical propositions deducible from the hypotheses will
include all the statements that can be expressed as polynomials in the ideal generated
by the hypotheses. We explain how interesting geometric theorems may be proved
automatically and effectively by using Grobner bases. Several examples including
theorems named after Pappus, Steiner-Fermat and Apollonius are provided to illus-
trate the underlying ideas.

As an application of Grobner bases, we propose a Boolean model for the regulation
of gene expression of the lactose operon. We have used the SageMath algebra system
to do our computations.
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1 Introduccion

La geometria fue una de las primeras dreas de las matematicas en ser desarrollada, desde
la época de los griegos. Aunque el interés por esta fue desapareciendo a lo largo de los
afios, resurgio recientemente en el contexto del dlgebra conmutativa algoritmica. Se desa-
rrollaron una serie de métodos para dar respuesta de forma automadtica a si una serie de
hipétesis geométricas implican un conjunto de conclusiones o tesis.

Esta teoria comienza con los trabajos del matematico polaco Alfred Tarski [9] en la dé-
cada de los 30, pero no fue propiamente desarrollada hasta 1978, afio en que el matema-
tico chino Wen-Tsiin Wu [10] introdujo su método, que fue continuado por Shang-Ching
Chou [1]. En la misma década, también se desarroll6 otra aproximacién algoritmica dis-
tinta que utiliza las bases de Grobner, desarrollada en profundidad por Deepak Kapur
[4].

En este trabajo, comenzamos estudiando el marco tedrico necesario para entender c6-
mo se realizan estas pruebas automaticas. Este incluye las bases de Grobner y el algoritmo
de Buchberger para la construccion efectiva de estas. Visto esto, nos centramos en estu-
diar varios problemas de la geometria, tanto desde un punto de vista clasico como de uno
algebraico. Entre estos, se incluyen el teorema de Pappus, el teorema de la circunferencia
de los 9 puntos y el teorema del punto de Fermat. Por dltimo, estudiamos una aplicaciéon
de las técnicas algebraicas anteriormente mencionadas a la biologia molecular.

2 Antecedentes teodricos

2.1 Polinomios en varias variables

Un monomio en xi,xy,...,x,; es un producto de la forma xi‘l . xgz .- xp" donde los ex-
ponentes «q,ay,...,&, son enteros no negativos. El grado total del monomio es la suma
a1 + ap + - -+ + &y de los exponentes. Un polinomio en xq,x3,...,x, sobre el cuerpo K es
una combinacién lineal finita (con coeficientes en K) de monomios. El grado total de un
polinomio f es el mdximo de los grados de los términos de f que tienen coeficientes no
nulos. Por ejemplo, 3x1 4 4x1x3x3 — 17x3x4 es un polinomio sobre R, cuyo grado total es
9.

El conjunto de todos los polinomios en x1,x3,...,x, sobre el cuerpo K se denota por
K[x1,x7,...,x4], y tiene estructura de anillo conmutativo bajo la suma y la multiplicacién.

Simplificaremos la notacién para monomios como sigue: sea &« = («1,a2,- -+ ,&,) una
n-tupla de enteros no negativos. A continuacién, establecemos

[ 0(1. az... Xn
xt =ty xy

Sia = (0,...,0), observe que x* = 1. También denotamos |a| = a1 + ay + - - - + &y, el grado
total del monomio x*. Con esta notacién, un polinomio f podemos escribirlo de la forma

f=) aux", a, €K
e



2.2 Ideales y variedades afines

Definicién 1. Un ideal I del anillo de polinomios K|[x1,xy,...,%,] es un subconjunto del
anillo que satisface:

(@ oel.
(ii) Si f,g€ I, entonces f +g€ 1.

(iii) Si f € I'yh € K[x1,xp,...,xy], entonces hf € I.

Ejemplo 1. Suponga que K =1, ysea I = {f € K[x1,x2] | f(2,—2) =0}, es decir, el ideal
I formado por los polinomios en el anillo que tienen a x; =2 y x, = —2 como ceros;
X3 — x1x5 y 4x1 — 4x1x2 + 3x3 son ejemplos de elementos de I. Es facil comprobar que I

es un ideal.

Definicién 2. Sean fj, ..., fs polinomios en K[x1,x2,...,%,]. El ideal (finitamente) genera-
do por {fi,..., fs} se denota por (fi,..., fs) y se define como

<f1/---/fs> = {ihzfl | hl’ € K[xl,xz,...,xn]}

i=1

Se comprueba facilmente que, en efecto, (fi,..., fs) es un ideal de K[x1,x2,...,X,].
El ideal (f1,...,fs) tiene una util interpretacion en términos de ecuaciones polinémi-
cas. Podemos construir el sistema de ecuaciones:

fi=0

fr=0

A partir de esas ecuaciones, podemos derivar otras mediante operaciones algebraicas.
Por ejemplo, 3f1 +2x3f> = 0, lo cual es una consecuencia del sistema original. Notese que
3f1 4+ 2x3f, es un miembro del ideal (fi, ..., fs). Asi, podemos pensar en (fy,..., fs) como
todas las “consecuencias polinomiales” de las ecuaciones f| = f, =--- = f; = 0.
Sil=(f,...,fs), entonces decimos que fi,..., fs es una base para I. El término “base”
no tiene aqui las mismas implicaciones que en algebra lineal. Los polinomios de una
base no tienen por qué ser linealmente independientes, y aunque una base constituye un
conjunto generador para el ideal, no tiene porque ser un conjunto generador minimo.

Ejemplo 2. Considere K[x,y] y el ideal I = (f1, f2), con f; = x> + 2xy? y fo = xy + 2y° — 1.
Observe que x = yf; — xfp, asi que x € I . Entonces {x, f1, f2} es también una base de I .

A continuacién, definiremos los objetos geométricos basicos estudiados en este pro-
yecto.

Definicién 3. Para un entero positivo n definimos el espacio afin

KTZ e {(ﬂl,...,an) EK” ‘ a; GK/ i:ll,“,n}



Definicién 4. Dado un conjunto {fi,..., fs} C K[x1,x2,...,xy], la variedad afin definida
por fi,..., fs es el conjunto

V(fi,....fs) ={(ay,...,an) € K" | fi(ay,...,an) =0,i=1,...,s}

De esta forma, una variedad afin V(fi,..., fs) es el conjunto de los ceros comunes de los
polinomios f1,..., fs. Por ejemplo, en R[x,y], V(x> — y) es una parabola; V(x?> — y,x — )
es la interseccion de la pardbola x> — y = 0 y la recta x — y = 0, es decir, los puntos (0,0),
(1,1), etc. Un ejemplo de variedad en R es la esfera V(x? + y? +z2 — 1).

2.3 Ordenes monomiales

En una variable es natural que un término como x” sea mayor que x*. En més de una

variable no hay una forma obvia de ordenar los monomios. En dos variables, por ejemplo,
(como deberiamos comparar términos como x3y y x*? Esto se formaliza en la nocién de
orden monomial. El precio que se paga por comparar monomios en mds de una variable
es que hay infinitas formas naturales de hacerlo, mientras que en el caso de una variable
hay una tinica forma.

Definicién 5. Un orden monomial > en K|[xq,xp,...,%,] es una relaciéon de orden que
cumple:

1. > es un orden total en K|[x1,x2,...,X;]
2. x> xP = x% . x7 > xP . x7
3. > es un buen orden (todo subconjunto de K|[x1,x»,...,x,] tiene elemento minimo)

Definicién 6 (Orden lexicografico). Sea « = (aq,a2,...,0,) y B = (B1,B2,...,Bn) en N".
Decimos a >, B si la primera componente no nula del vector « — € Z" es positiva.
Escribimos x* >,y xP, si & >/, B

Definicién 7. Sea f =), 2,x* un polinomio no nulo de K|[x1,x2,...,%,]| y sea > un orden
monomial.

1. El multigrado de f es
multideg(f) = max(ax € N" | a, #0)
(el maximo es tomado respecto a >)

2. El coeficiente principal de f es
LC(f) = Amultideg(f) € K

3. El monomio principal de f es
LM(f) — ymultideg(f)
(con coeficiente 1)

4. El término principal de f es
LT(f) = LC(f) - LM(f)
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2.4 Algoritmo de la divisiéon en polinomios de varias variables

Fijado un orden monomial en K[x1,xy,...,%,], podemos dividir todo polinomio g entre
una s-upla ordenada de polinomios F = (f1, fa,..., fs)-

1. Encontramos el menor i tal que LT(f;) | LT(g)

* Siexiste i, afladimos a a; el polinomio %}éﬁ), y restamos a g el polinomio ILHT((;? )) .

fi.

* Sino existe i, pasamos el LT(g) al resto r.

2. Repetimos hasta que ¢ = 0. Obtenemos los cocientes 4; y el resto r, y se verifica que
g=ay1-fi+ay-fo+---+as- fs+r, donde a;,r € K[x1,x2,...,%,] y, 0 bienr =0 o
bien r es CL de monomios, ninguno de los cuales es divisible por LT( f;). Mds atn,

multideg(f) > multideg(a; f;), si a;f; # 0.

Ejemplo 3.
xy? +1 |ay+1 |y+1
—xy? —y y -1
—y +1
y +1
2

P+ 1=ylxy+1)+ (=) (y+1)+2
Proposicién 1. Si el resto de dividir g entre F = (f1, f2,..., fs) es 0, entonces § € (f1, f2,---, fs)-

Demostracion. Por el algoritmo de la division existen polinomios aj,ay,...,as €
K[x1,x,...,x4) cong =33 1a;- fj,estoes, g € (f1,fo,..., fs)- |

Sin embargo, el reciproco de la Prop. 1 no es cierto. Esto se debe a que aunque si
se mantiene el orden de la s-upla F, los cocientes y el resto son tnicos, si se cambia el
orden, los cocientes y el resto pueden variar. Es decir, dar resto » = 0 no caracteriza a los
elementos de I = (fi, f2,..., fs); esto motiva que busquemos un sistema de generadores
de I:¢1,82,...,: tal que el termino principal LT(f) de cualquier f € I sea multiplo de
algun LT(g;).

Ejemplo 4.
X%y  +xy? +y? ‘ xy —1 ‘ -1 r
—x2%y +x xX+y 1
xy? +x +y?
—xy? +y
x +y°
vty x
—y° +1
y +1
1 x+vy
0 x+y+1



Pyt =(x+y)(xy—1)+ 12— 1)+ (x+y+1)

X%y +xy? +y? ‘ y>—1 ‘ xy—1
—x2y +x x+1 X
W tx 412
—xy? +x
2x  +y?
e 2x
—y? +1
1
0 2x +1

Py+xf+yt=(x+y) (P —1) +x(xy— 1)+ 2x+1)

Ejemplo 5.
xy? —x ‘xy—l ‘yz—l r
—xy’ +y y
—Xx +y
0 —x+y

xyf —x=ylxy—1)+ 0> —1) + (—x+y) =5 x> —x € (y* —Lxy—1)

xy? —x ‘yz—l ‘xy—l
—xy? +x x
0

i —x=x(P —1)+0(xy —1) +0 = x> —x € (y* —Lxy — 1)

Esto quiere decir que dar resto 0 no caracteriza a los elementos de I, lo que motiva
que busquemos un sistema de generadores de I (fijjado un orden) f1, f>,..., fs tal que el
término principal LT(f) de cualquier polinomio f € I sea multiplo de algun LT(f;).

Por tanto, dado un f € I, cualquier dividendo intermedio estd también en I. Por eso,
con este sistema de generadores, dar resto 0 si caracteriza a los elementos de 1.

Definicién 8. Un ideal I C K[x1,xy,...,%,] es un ideal monomial si existe un subconjunto
A CIN" tal que

I=(x*|a€eA)= { Z hox* | € A, by € K[xl,xz,...,xn]}

finita

Lema 1. Sea [ = (x* | a € A) un ideal monomial. Entonces, un monomio xP pertenece a I si y
solo si x* | xP para algiin a € A.



Demostracién. Se sigue de las definiciones (ver [2, P4g. 71]). u

Dada una n-tupla v € IN”, definimos v + IN" = {v 4 w | w € IN""}. Necesitaremos el
siguiente resultado crucial, demostrado por L. E. Dickson en un articulo de Teorfa de
Nuameros [3].

Lema 2. (Dickson) Sea S C IN". Entonces existe un conjunto finito de n-tuplas vq,...,0, € S
tales que
SC(v1+N"U...U (v, +N")

Demostracion. Puede verse en [2]. |

2.5 Bases de Grobner

Una base de Grobner es un conjunto de polinomios en varias variables que tiene propie-
dades algoritmicas deseables. Todo conjunto de polinomios puede transformarse en una
base de Grobner. Este proceso generaliza tres técnicas conocidas: la eliminacién gaussia-
na para resolver sistemas de ecuaciones lineales, el algoritmo euclidiano para calcular el
maximo comun divisor de dos polinomios en una variable, y el algoritmo Simplex para
la programacion lineal. Las bases de Grobner son poderosas herramientas para calcular
con polinomios en varias variables y tienen una gran variedad de usos, incluyendo apli-
caciones en robotica, estadistica, teorfa de control, teoria de cédigos, biologia molecular
(como veremos mads adelante), y muchos otros campos.

Definicién 9. Sea I un ideal no nulo en K[x1,x,...,x,]. Se define LT(I) como el conjunto
de los términos principales de I, esto es, LT(I) = {LT(f) | f € I}.

Definicién 10. Denotamos por (LT (I)) el ideal generado por los elementos de LT (I).

Observe quesi I = (f1, f2,..., fs), entonces (LT(f1),LT(f2),...,LT(fs)) C (LT(I)), pero
los dos ideales no son, en general, iguales, como muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 6. Sea I = (f1, f») donde f; = x> + 2xy? y f = xy + 2y® — 1. Usando el orden le-
xicogréfico en K[x,y], se tiene LT(f1) = x%, LT(f,) = xy. Puesto que y(x* + 2xy?) — x(xy +
2y3 —1) =x, x € . Pero LT(x) = x ¢ (LT(f1),LT(f2)), pues no es divisible ni por LT(f1),
ni por LT(f7).

Proposicién 2. Sea I C K[x1,x2,...,%,| un ideal.

(@) (LT(I)) es un ideal monomial.

(ii) Existen §1,82,...,8: tales que (LT (I)) = (LT(g1),LT(g2),...,LT(gt))-

Demostracion. Consecuencia del lema de Dickson 2. |

Teorema 1. (Teorema de la Base de Hilbert). Todo ideal I C K[x1,%3,...,Xy,] tiene un conjunto
finito de generadores.

Demostracién. Puede consultarse en [2, Pag. 77]. |



Con este resultado, no solo tenemos que todo ideal tiene una base finita, sino que
la base usada en la prueba cumple una propiedad muy especial: y es que (LT(I)) =
(LT(g1),LT(g2),...,LT(gt)). Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 11. Dado un orden monomial fijo, un subconjunto G = {g1,%2,...,<:} de un
ideal I se dice que es una base de Grobner de I si

(LT(I)) = (LT(81),LT(g2),..-,LT(gt))

Esto significa que un subconjunto G = {g1,92,...,¢:} de un ideal I es una base de
Grobner si y solo si el término principal de cada elemento de I es divisible por uno de los
LT(g;),1<i<t

Corolario 1. Fijado un orden monomial, todo ideal I C K[x1,x2,...,xy] distinto del {0} tiene
una base de Grobner. Ademds, cualquier base de Grobner para un ideal I es base de 1.

No existe ningtin requisito de minimalidad para ser una base de Grobner. Si G es una
base de Grobner para I, entonces cualquier subconjunto finito de I que contenga a G es
también una base de de Grobner. Para remediar esta no minimalidad, decimos que G es
una base de Grobner reducida si:

1. Para cada g € G, el coeficiente LC(g) es 1
2. {LT(g) | g € G} es un conjunto generador minimal de (LT(I))

3. Para todo g € G, ningin monomio no principal de g pertenece a (LT (I))

Con esta definicién, tenemos el siguiente teorema: fijado un orden monomial, todo
ideal I en K][x1,x2,...,X,] tiene una tnica base de Grobner reducida [2, pag. 93].

Ejemplo 7. En el ejemplo 6, (f1, f2) no es una base de Grobner.

Ejemplo 8. Ahora, considere el ideal | = (g1,92) donde g1 = x +zy ¢» =y — z. Afirma-
mos que {g1,92} es una base Grobner para ] usando el orden lexicogréfico en K[x,y,z]
con K = IR. Debemos probar que el término principal de todo elemento no nulo de J es di-
visible por LT(g1) = x 0 LT(g2) = y. Para ello, consideremos cualquier f = Ag; + Bgr € ].
Supongamos que f es no nulo y LT(f) no es divisible ni por x ni por y. Entonces, por
definicién de orden lexicografico, f debe ser un polinomio en z solamente. Sin embargo,
si consideramos el subespacio lineal L de IR?> determinado por las soluciones del sistema

de ecuaciones
x+z=0
y—z=0

es facil comprobar que L = {(—t,t,t) : t € R}. Esto es, (x,y,z) = (—t,t,t) para cierto na-
mero real t. El tnico polinomio en Z que se anula en todos esos puntos es el polinomio
nulo, lo cual es una contradiccion. Se deduce que {g1,¢>} es una base (mds aun, reducida)
de Grobner para J.

Hay una forma mads sistematica de detectar cudindo una base es de Grobner, pero des-
afortunadamente requiere mds definiciones y mds maquinaria. Veremos, a continuacién,
algunas propiedades de las bases de Grobner.
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Proposicion 3. Sea G = {g1,$2,...,9t} una base de Grobner de un ideal I C K[x1,%x2,...,%u] Y
sea f € K[x1,X2,...,%y]. Existe un iinico v € K[x1,Xy,...,X,| que cumple las siguientes condicio-
nes:

(i) Ningiin término de r es divisible por ningiin LT(g1),LT(g2),-..,LT(gt).
(ii) Existeun g€ Italque f =g +r.

En particular, r es el resto de la division de f por G, sin importar como estdn ordenados los
polinomios al aplicar el algoritmo de la divisién.

A pesar de que el resto siempre es igual, los “cocientes” pueden variar si ordenamos
los elementos de la base de maneras distintas.

Ejemplo 9. Sea G = {x+z,y — z} una base de Grobner con el orden lexicogréfico. Si
dividimos el polinomio xy entre {x + z,y — z}, obtenemos que xy = y(x +z) —z(y — z) —
z2, y si dividimos el mismo polinomio entre {y — z,x + z}, resulta que xy = x(y — z) +
z(x + z) — z2. Es decir, el resto permanece igual, ya que G es una base de Grobner, pero
los “cocientes” varfan.

Corolario 2. Sea G ={g1,82,--.,8t} una base de Grobner de un ideal I C K[x1,x2,...,%,] Yy sea
f € Kl[x1,x2,...,%n]. Entonces f € I siy solo si el resto de dividir f entre G es 0.

Este corolario, nos da una solucién al problema de pertenecer a un ideal, siempre que
tengamos una base de Grobner de dicho ideal. Para resolver el problema completamen-
te, tendremos que dar un algoritmo para encontrar bases de Grobner. La base reducida
de Grobner G puede ser calculada de forma constructiva a partir de cualquier conjunto
generador de I por un algoritmo que fue introducido en la tesis de Bruno Buchberger en
1965. Buchberger nombré su método en honor a su tutor, Wolfgang Grobner. Buchberger
estableci6 un criterio que da las condiciones necesarias y suficientes para que un conjunto
de polinomios G sea una base de Grobner. A partir de ese criterio, derivé el algoritmo.

Una propiedad a tener en cuenta es que, dada una base de Grobner, si cambiamos el
orden del anillo de polinomios, puede dejar de ser base de Grébner.

2.6 Resolucidén de sistemas de ecuaciones polinomiales

En este apartado nos centraremos en el uso de las bases de Grobner para resolver sistemas
de ecuaciones polinémicas, con el objetivo de aplicarlo a los modelos de redes booleanas
de los mecanismos de regulacién génica. El siguiente ejemplo revela una relacién entre
las bases de Grobner y la resolucién de sistemas de ecuaciones.

Ejemplo 10. Consideremos el sistema de ecuaciones lineales

3x +2y +4z=10
dx +3y +5z=4

Por el método de eliminacién de Gauss, obtenemos el siguiente sistema equivalente:

x+2z-22=0
y—2z+28=0

10



El primer sistema determina el ideal:
I = (f1,f2) donde f1 =3x +2y+4z—10y fop =4x+ 3y + 5z — 4
Una base de Grobner (bajo el orden lexicogréfico) para este ideal es:
g1=x+2z—-22, ¢o=y—2z+28

La ventaja evidente de la base de base de Grobner es que facilita la descripcion del con-
junto de soluciones del sistema de ecuaciones.

Ejemplo 11. Ahora se quiere resolver el siguiente sistema de ecuaciones no lineales:
X2+y?+2z2-8=0

x2—|—y2—|—22—4y20
x+3y+2z=0

El método de Gauss es inadecuado en este caso. Sin embargo, una base de Grobner puede
facilitar la resolucién del sistema. Haciendo | = (f1, f2, f3) con

A=x"+y*+22-8

f=x*+yi 42— 4y

fa=x+3y+2z

y usando el cédigo SageMath:

: R.<x,vy,z>=0Q00[ ]
: R

: Multivariate Polynomial Ring in x, y, z over Rational Field

J=(x"2+y"2+2"2-8,x"2+y"2+z2"2-4xy, X+3xy+2%2z) xR
J.groebner_pasis ( )
[z72 + 24/5%xz + 32/5, x + 2z + 6, y — 2]

Una base de Grobner para | es {g1,82,43}, donde:

g1=x+2z+6

=Yy—2
_Zz—‘—%Z—Fg

83 = 5 5

Comenzando con g, = 0y g3 = 0, y luego sustituyendo en g; = 0, se obtiene el conjunto
solucion.
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2.7 Ideales radicales y la correspondencia Ideal-Variedad

Sabemos que todo ideal I en K[x1,xy,...,%,] es finitamente generado (Teorema 1), més
aun, es facil ver que si dos bases del mismo ideal tales que (fi,..., fs) = (g1,..-,8s), en-

tonces V(f1,...,fs) =V (g1,.--,8s)-
Definicién 12. Dado un ideal I C K[x1,xy,...,x,] la variedad afin de I es el conjunto
V(I):={(ay,...,a,) € K" | f(ay,...,a,) =0, para todo f € I}

El Teorema de la base de Hilbert nos permite relacionar las dos definiciones de varie-
dad dadas, como se indica en la siguiente:

Proposicién 4. Si [ = (fy,..., fs), entonces V(I) =V (f1,..., fs)-
Por otro lado, definimos:

Definicién 13. Dada una variedad afin V C K", se define el conjunto

I(V):={f € K[x1,x2,...,%4] | f(a1,...,fu) =0 paratodo (ay,...,a,) € V}

Es inmediato probar que, I(V) es un ideal, llamado ideal de V.
Las dos proposiciones siguientes son consecuencias de las definiciones.

Proposicién 5.
(a) Sil,] CK[xq,x2,...,%n] son dos ideales, | C ] = V(I) D V(])
(b) Si V,W C K[x1,xp,...,xn] son dos variedades afines, V CW =— I(V) 2 I(W)

Proposicién 6. Dada una variedad afin V, se cumple V(I(V)) = V.

En este punto es natural preguntarse si, reciprocamente, dado un ideal I, es vélido

I(V(I)) =I. Esdecir, ;I(V(f1,..., fs)) = {fr,.--, fs)?
Desafortunadamente, no siempre es cierto, sin embargo podemos afirmar:

Lema 3. Sean fi,..., fs € K[x1,x2,...,%,]. Entonces (f1,..., fs) CU(V(f,...,fs)).

Demostracion. Si f € (fi,...,fs), entonces f = Y.I' 1 hif; con hy,...,hs € K[x1,x2,...,%Xn].
Puesto que fi,...,fs se anulan en V(fy,...,fs), también lo hard Y/, h;f;. Asi f se anu-
laen V(fy,...,fs), lo que prueba que f € I(V(f1,...,fs)). |

Ejemplo 12. Se puede comprobar que I(V(x?,5?)) = (x,y), sin embargo, x ¢ (x?,y*), por
lo que

<x2,y2> C (x,y)

Para cuerpos arbitrarios, la relacion entre (fi,...,f5) y I(V(fi,..., fs)) es muy sutil,
sin embargo, sobre cuerpos algebraicamente cerrados, como C, hay una relacién sencilla
entre esos ideales, dada por el Nullstellensatz de Hilbert que veremos mas adelante.

Para seguir explorando la relacién entre ideales y variedades, es natural preguntarse
sobre la naturaleza de los tipos de ideales que aparecen como ideales de una variedad. Es
decir, ;podemos identificar los ideales (V') que consisten en todos los polinomios que se
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anulan en alguna variedad V? Observemos quessi f° € I(V), entonces (f(ay,...,a,))* =0,
V(ay,...,a,) € V, lo cual solo puede ser si f(ay,...,a,) =0, V(ay,...,a,) € Vy, por tan-
to, f € I(V). Asi, un ideal que consiste en todos los polinomios que se anulan en una
variedad V tiene la propiedad de que si alguna potencia de un polinomio pertenece al
ideal, entonces el propio polinomio debe pertenecer al ideal. Esto nos lleva a la siguiente
definicion.

Definicién 14. Sea I C K[x1,xy,...,%,] un ideal. El radical de I, denotado por VI, es el
conjunto

VI = {f € K[x1,x2,...,x4] | f° € I para cierto entero s > 1}

Por los comentarios previos, es claro que VI es también un ideal y se cumple VIC
I(V(I)).

Definicién 15. Diremos que I es un ideal radical si /I = I.
Proposicién 7. Dada una variedad afin V y un ideal I, se cumple:
1. I(V) es un ideal radical.
2. /1 es un ideal radical.
3. V(VI) =V(I).
Demostracién. Se puede ver en [2, Lema 5. P4g. 182] u

A continuaciéon presentamos dos versiones de un mismo resultado que sera esencial
para completar la correspondencia entre ideales y variedades, cuyas demostraciones pue-
den verse en [2].

Teorema 2 (Nullstellensatz débil de Hilbert). Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Dado
I CKlx1,x2,...,%n| un ideal tal que V(I) = @, entonces I = K[x1,xp,...,Xn].

Teorema 3 (Nullstellensatz fuerte de Hilbert). Sea K algebraicamente cerrado y sea I C
K[x1,x2,...,xy) un ideal. Entonces

I(V(I)) =1

A la vista de las definiciones y teoremas anteriores, podemos asignar a cada ideal I la
variedad V(I) del ideal I,
I —V(I)

y reciprocamente, a cada variedad V, el ideal I(V) de la variedad V,
V—1I(V)
A continuacién resumimos la correspondencia entre variedades afines e ideales.

Teorema 4 (Correspondencia Ideal-Variedad). Sea K un cuerpo arbitrario.
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1. Las aplicaciones
I : {Variedades afines} — {Ideales}

y
V : {Ideales} — {Variedades afines}

invierten inclusiones. Mds aiin, se da la igualdad V(I(V)) =V, con lo que I es siempre
inyectiva.

2. Si K es algebraicamente cerrado, y consideramos los ideales radicales, las aplicaciones

I : {Variedades afines} — {Ideales radicales }

V : {Ideales radicales } — {Variedades afines}

invierten inclusiones y son biyecciones inversas una de otra.

Observemos, entonces, que mientras la aplicacién I es siempre inyectiva, es decir, si
V # W, entonces I(V) # I(W), la aplicacién V no lo es. Por ejemplo, si [ = (x,y) y | =
(x%,y%) en K[x,y|, es claro que V(I) = {(0,0)} = V(]). Este inconveniente puede ser
evitado si consideramos radicales de ideales en lugar de ideales. Adicionalmente, si el
cuerpo no es algebraicamente cerrado, puede pasar que para ideales como | = (x? + x)
en R[x], la variedad V(J) = @. Esto se evita trabajando sobre cuerpos algebraicamente
cerrados.

3 Hipdtesis de trabajo y objetivos de la investigacion

La demostracién automatica de teoremas se ocupa de enunciados geométricos de la for-
ma H = T, donde H denota el conjunto de hipétesis y T el de tesis o conclusiones. El
primer paso es traducir el planteamiento geométrico inicial en uno algebraico. Para ello,
se introduce en el plano euclidiano un sistema de coordenadas que facilite el problema
a resolver, y a continuacion se expresa tanto las hip6tesis como las conclusiones del teo-
rema en forma de ecuaciones polinémicas sobre IR. Dichas ecuaciones relacionaran las
coordenadas de los puntos que intervengan en el planteamiento del problema. Tendre-
mos un cierto nimero de coordenadas arbitrarias o variables independientes denotadas
por u1,... Uy, y otro conjunto de coordenadas fijas o variables dependientes x1,...,x;. Las
hipétesis del teorema estaran representadas por una coleccion de ecuaciones polinémicas
en las u;, x;. Como observaremos en los ejemplos de este trabajo, es tipico de un teore-
ma correctamente planteado que el ntimero de hipétesis sea igual al nimero de variables
dependientes. Esto tiene por objeto que, filados unos valores para las variables indepen-
dientes u1,...u;, solo exista un nimero finito de combinaciones de las Xj que satisfagan
las ecuaciones. Por lo que escribiremos las hip6tesis como

hy(uy,..., um,x1,...,%n) =0
(1)

hy(uy, ..., um,x1,...,%,) =0
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Las conclusiones del teorema se expresaran también como polinomios en las u;, x;. Bas-
ta con considerar el caso de una conclusién, ya que si hay mds, podemos simplemente
tratarlas de una en una. Por lo tanto, escribiremos la conclusiéon como

gy, . um,x1,...,%,) =0

donde hy, ..., hy, g € Rluy, ... U, X1,...,Xn)-

Notemos que una hipétesis no puede involucrar tinicamente variables independien-
tes, puesto que una de ellas pasaria automaticamente a depender de las demads. La formu-
lacion algebraica del teorema lleva implicita una comprensién del mismo por parte del
individuo que la lleva a cabo, y que le permitird distinguir entre estos dos subconjuntos.
Es este un paso dificil de automatizar. Finalmente, una manera razonable de expresar el
teorema en términos algebraicos serd pedir que siempre que se verifiquen las ecuaciones
hipétesis, se cumpla también la ecuacién conclusion. Es importante destacar que ni la
eleccion de los puntos arbitrarios, ni la de las hipétesis y conclusiones, ni la traduccién de
estas, serd, por lo general, inica, y diferentes interpretaciones pueden llevar a distintos ni-
veles de complejidad del problema o, incluso, a distintas “clases de verdad” del teorema
(ver [2], Capitulo 6).

Visualizaremos estas ideas mediante un simple, pero representativo, ejemplo tomado
de [2, P4g. 319].

Ejemplo 13. Sean A, B, C, D los vértices de un paralelogramo en el plano. Es sabido que
sus dos diagonales se intersecan en el punto medio, N, de ambas.

D C

A B

Planteemos este teorema en términos algebraicos. El sistema de coordenadas mads
practico serd el cartesiano (y sera el elegido en este trabajo). En primer lugar, asignare-
mos coordenadas a los puntos. Sin pérdida de generalidad, podemos hacer coincidir el
punto A con el origen de coordenadas, asi como situar el B sobre el eje de abscisas, puesto
que las propiedades de un paralelogramo son invariantes por rotaciones y traslaciones.
Entonces, tomamos A = (0,0) y B = (u11,0), donde u; € R representa, en valor absolu-
to, la longitud del segmento AB, y escogemos C = (up,u3) arbitrariamente. El vértice
restante, D, se encuentra ahora completamente determinado por A, By C, y los cuatro
vértices determinarén a su vez las coordenadas de N. Por tanto, escribimos D = (x1,x)
y N = (x3,x4). Notemos que, con la elecciéon de A y B, hemos disminuido las variables
potencialmente empleadas de diez a siete. Siempre intentaremos minimizar el ntimero
de variables haciendo coincidir todos los puntos posibles con los ejes. A continuacién,
relacionamos los puntos. Una hipétesis del teorema es que el cuadrilatero ABCD es un
paralelogramo, lo cual se traduce en que sus lados opuestos son paralelos, o, equivalen-
temente, tienen la misma pendiente:

AB|CD = 0=23"%2
Uy — X1
X2 U3

AD|BC+—= == ——
X1 Uy — uq
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sixq # up, x1 # 0y uy # uy. Eliminado denominadores, las ecuaciones resultan en:

hlzug—XQ:O (2)

hz :x2(u2 —ul) — UszXxq =0

Notemos que en caso de darse x; = 0, la condicién AD || BC se transforma en u; = uj,
y reciprocamente. Ademds, si x; = uy, AB || CD implica que u1 = 0, o0 equivalentemente,
A = B. Entonces, la misma hipétesis obliga a que C = D, con lo que se cumple u3 = x;.
Asi, ABCD sera un paralelogramo si y solo si las ecuaciones (2) se verifican.

La otra hipétesis de nuestro teorema es que las diagonales AC y BD se intersecan en N,
lo cual es equivalente a afirmar que las ternas A,N,C y B,N,D son colineales. Hagamos
el desarrollo para la segunda. Los tres puntos pertenecen a la misma recta vertical si y
solo si 17 = x1 = x3; a una misma recta no vertical cuando

X2 X4

xl—ul_x3—u1

igualando las pendientes de BD = BN. Los dos casos aparecen recogidos en
hy = x3(x3 — 1) — x4 (x1 —u1) =0 3)
Similarmente, la terna A, N, C es colineal si y solo si

]’14 = UpX4 — U3 X3 = 0 (4)

Finalmente, traduciremos la conclusién del teorema utilizando que N, alineado con
Ay C, es el punto medio entre estos puntos si y solo si AN = NC, donde AN es la lon-
gitud del segmento AN. Empleando la férmula de la distancia euclidiana y elevando al
cuadrado, se tiene:

AN = NC <= x5+ x5 = (up — x3)* + (u3 — x4)?
Del mismo modo, para la diagonal BD:
BN = ND <= x3 + (u1 — x3)% = (x3 — x1)% + (22 — x4)?
Desarrolando los cuadrados, obtenemos las conclusiones:

g1 =5+ u3 — 2upx3 — 2uzxg =0

.2 .2 .2
82 =Uy — X7 — X3

(5)

— 2uqx3 + 2x1x3 + 2x2x4 =0

Asi, la traduccién del teorema a ecuaciones polinémicas se enuncia de la siguiente ma-
nera: siempre que se verifiquen las ecuaciones (2), (3) y (4), deben cumplirse también las
ecuaciones (5).

Noétese que en la construccién de la figura no hemos especificado que 11 7 0 ni uz # 0.
Estamos, por tanto, permitiendo realizaciones que no se corresponden con la idea que
tenemos de un paralelogramo. Estas configuraciones intuitivamente degeneradas pueden
ser estudiadas con una maquinaria que no incluiremos en este trabajo, pero, en cualquier
caso, las incluiremos siempre en un primer planteamiento de un teorema.
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Veamos, ahora, otra construccién alternativa, lo que muestra que hay unicidad. En
primer lugar, no tendriamos por qué haber tomado como arbitrarios tres vértices del
paralelogramo, dejando determinado el cuarto. Escogiendo A y B como fue explicado
arriba, podriamos haber seleccionado arbitrariamente la ordenada de C y la abscisa de
D, quedando determinados las coordenadas restantes. Estas coordenadas corresponden
a vértices distintos. En cuanto a la traduccién de las hipétesis, se puede obtener una mas
sencilla teniendo en cuenta la ley del paralelogramo para la suma de vectores. Si volve-
mos a la construccién original de la figura, comprobamos que el vector C = (up u3) se
obtiene sumando los vectores B = (11,0) y D = (x1,x2). Asi, obtendriamos las hipétesis
alternativas:

hy=u;+x1—up=0 6)

h’z = X2 — U3z = 0
Estas son mds sencillas que las de (2), y permitirdn una simplificacién del problema que
serd muy apreciada cuando se trabaje con técnicas complejas. Sin embargo, las primeras
mantienen una ventaja sobre las ecuaciones (6), y es que se basan en la afirmacién més
general de AB || CD, AD || BC, aplicable a muchos otros teoremas. Mas adelante (Punto
de Steiner-Fermat), hard patente la posibilidad de escoger entre distintos conjuntos de
hipétesis y conclusiones, asi como la problematica que esta eleccién conlleva.

La siguiente proposiciéon enumera algunos de los enunciados geométricos més comu-
nes que pueden ser traducidos a ecuaciones polinémicas, cuya demostracion elemental
omitiremos por razén de espacio.

PI‘OpOSiCi()Il 8. Sean A = (111,112), B = (bl,bz), C= (Cl,Cz), D = (dl,dz), E= (61,62) Yy F =
(f1, f2) puntos en el plano. Los siguientes enunciados geométricos pueden ser expresados mediante
una o varias ecuaciones polinomicas:

(i) AB es paralelo a CD.

(ii) AB es perpendicular a CD.

(iii) A, B, C son colineales.

(iv) Las distancias AB y CD son iguales.

(v) C pertenece a la circunferencia con centro A y radio AB.
(vi) D pertenece a la circunferencia que pasa por A, B, C.
(vii) AD es tangente a la circunferencia que pasa por A, B, C.
(viii) C es el punto medio de AB.

(ix) El dngulo agudo Z ABC es igual al dngulo agudo Z/DEF.
(x) BD biseca al dngulo ZABC.

Un teorema geométrico es admisible cuando tanto sus hip6tesis como sus conclusio-
nes se pueden expresar en forma de ecuaciones polindémicas de la forma que lo hemos
expuesto. En este trabajo, cada vez que se haga referencia a un teorema geométrico, so-
brentenderemos que es admisible y que admite una formulacién algebraica del tipo (1).
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Una observacion final es que la geometria ordinaria se interpreta sobre los niimeros
reales, pero muchos métodos de demostracién automatica son completos solo sobre los
nimeros complejos. Por lo tanto, tales métodos deben fallar necesariamente en teoremas
vélidos que no son verdaderos sobre C. Es un hecho, que comprobamos en nuestros ex-
perimentos, que la mayoria de los teoremas de la geometria euclidiana son validos sobre
los ntimeros complejos, por lo que esta situacién no se da con mucha frecuencia.

4 Materiales y métodos

La demostraciéon automadtica de teoremas es la derivacion de teoremas matematicos
mediante un programa informatico. En este trabajo utilizaremos el sistema algebraico
computacional SageMath basado en el lenguaje de programacién Python. En especial,
usamos la version en linea CoCalc que permite el trabajo colaborativo en grupo.

Este apartado tratard acerca de uno de los principales métodos para probar teoremas
geométricos: el de las bases de Grobner, desarrollado por Kapur [4]. Comprobaremos que
el planteamiento inicial presentado en (1) resulta no ser suficiente en muchas ocasiones,
pues los enunciados de los teoremas pueden llevar implicitas hip6tesis accesorias que no
son traducidas. Sera necesario evitar configuraciones intuitivamente degeneradas (como
un tridngulo colapsado a un segmento), para las que las hipoétesis carecen de sentido o
resultan absurdas, o restringirse a ciertas familias de configuraciones entre las no degene-
radas. Estas diferencias entre los teoremas y entre sus formulaciones llevardn a definir una
serie de clases de verdad para catalogar los teoremas segtin los tipos de configuraciones
en que sean ciertos. En este trabajo estudiaremos aquellos teoremas que se verifiquen so-
bre todas las configuraciones de puntos posibles. Para una explicacion detallada se puede
consultar [6].

4,1 Teoremas universalmente ciertos

La idea natural detras de la formulacién de (1) es verificar que g se anule cada vez que lo
hagan hy, ..., h,. Mantendremos esta notacién en todo este apartado. Si denotamos V :=
V(hy,...,hy) CR™™" (variedad hipétesis), siendo V # @, se tiene la siguiente definicion.

Definicién 16. Un teorema se denomina universalmente cierto si g € I(V).

Notemos que la condiciéon de V # @ es crucial para evitar casos triviales. En caso de
que V=0, setendria (V) =R[u,...,Um, X1,..., %] := R[u,x], y todo polinomio g verifi-
caria la Definicién 16. Debemos ser cuidadosos planteando hipétesis no contradictorias.

Proposicién 9. Un teorema es universalmente cierto si y solo si V. C V(g).

Demostracion. Sea g € I(V). Por definicion de I(V),

(a1,...,am,b1,...,bn) €V =>g(ay,...,am,b1,...,by) =0
= (a1,...,am,b1,...,by) € V(g).

Reciprocamente, V C V(g) = I(V) D I(V(g)). Asi, g € I(V(g)) = g € I(V).
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Desafortunadamente no se conoce un método efectivo para determinar I(V). No obs-
tante, se dispone de algunas condiciones suficientes.

Proposicion 10. Si g € \/(hy,...,hy) CR[uy, ..., tm, Xx1,...,Xn], entonces el teorema H =T
es universalmente cierto.

Demostracién. Vimos que siempre se cumple VIC I(V(I)), yenestecaso +/(hy,..., hy) C

I(V). n
Sige/(h,...,hy) CRu,x|, entonces §° € (hy,...,h,) C R[u,x] para cierto s > 1. En
consecuencia, existen polinomios A; € R[u,x] tales que g° = ;7:1 Ajh;. Esto implica que

si todo ; se anula en algunos puntos de C"*", entonces ¢° y, por tanto, también g se
anulan en esos puntos, y g € I(V¢). Reciprocamente, usando el Nullstellensatz fuerte,
sig e I(Vg) = +/(hi,...,hn) € Clu,x], entonces ¢° € (hy,...,h,) para cierto s > 1, con lo
que §° =YL 1 Ajhj para A;j € C[u,x]. Expresando A; = A} +iA] como suma de su parte
real e imaginaria, resulta g° = ;7:1 A;.h]- +1i Z?:l A;-’ hi. Como g°,h; € R[u,x], se debe tener

=Y A}h]- y g € \/(hi,...,hy) € R[u,x|. Finalmente, hemos probado que
g€/ {h,...,hy) CR[u,x] <= g €I(V¢) C Clu,x|.

Asi, g € \/(h1,...,hy) significa que el teorema es “universalmente cierto sobre C”.

Dados un ideal I y una variedad afin V, no es facil calcular V(I) ni, especialmente,
I(V). Asi, el Nullstellensatz fuerte cobra especial importancia, pues traslada este tltimo
problema a calcular /T en los cuerpos algebraicamente cerrados (C). Aunque existen
algoritmos para calcularlo, aqui presentaremos un criterio de pertenencia que serd ttil en
la metodologia que utilizaremos en este trabajo.

Proposicién 11. (Algoritmo de pertenencia a un radical). Sea K un cuerpo arbitrario, y sea I =

{(fi,..., ft) C K[x1,X2,...,%,] un ideal. Entonces, f € /1 si y solo si {1} es la base de Grobner
reducida de (f1,...,ft,f -y — 1) C K[x1,...,Xxu,Y] respecto de un orden monomial cualquiera,
siendo y una variable auxiliar.

Demostracién. Si f € \/1, entonces fi,...,fi,f -y — 1, considerados como polinomios de
K[x1,...,%4,Y], no tienen ceros comunes en ninguna extension de K (tampoco algebrai-
camente cerrada). Es decir, V(fy,...,ft,f -y —1) = @, y por el Nullstellensatz débil,
(fi,---,f.f-y—1) = {1}, esto es, la base de Grobner reducida de {fi,...,ft,f -y — 1}
es {1}. En ese caso, existen ¢q; € K[x,...,x,,y]| tales que

qifi+ o qnfu+qua(fry—1)=1
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Haciendo y = 1/ f y eliminando denominadores, se obtiene

a1f1+"'anfn:fs

para cierto entero s > 1y polinomios a; € K[x1,Xy,...,X,]. En consecuencia, f € v/I. W
De esta forma, H = T es universalmente cierto si y solo si la base de Grobner redu-

cidade {f1,...,ft,f -y — 1} es {1}.

4.1.1 Algoritmo de Buchberger

Una base H = {hy,...,h,} no suele ser una base de Grobner. El algoritmo de Buchberger
puede utilizarse para convertir una base en una base de Grobner. Sea mcm(a,b) el minimo
comun multiplo de los monomios a y b. La idea bésica del algoritmo de Buchberger es la
siguiente:

e Ordenar hy,...,hy, tal que LT(hy) < ... < LT (hy).
* Para cada par h;, hj, afiadir el siguiente polinomio a la base:

mem (LT (h;), LT (h;)) mem (LT (h;), LT (h;))
LT (h;) a LT (h) /

e Paracadai,j€ {1,...,n} (en orden arbitrario), sustituir /; por hi (mod h;).

¢ Eliminar los polinomios que son 0.

Estos pasos se repiten hasta que la base ya no cambia. Entonces se llega a una base de
Grobner.

El principal método de demostraciéon automdtica de teoremas geométricos que utili-
zaremos estd basado en los teoremas anteriores y funciona como sigue:

Método. Asumimos que x; < --- < X segtin un orden lexicografico entre monomios
de Rlxy,...,xy,].

* Paso 1. Calcular la base de Grobner de hy, ..., h, en R]xy,...,x,]; luego se reduce g
para examinar si § € H = (hy,...,hy). Sies asi, H => T es universalmente cierto. Si
no es asi, entonces pasamos al:

e Paso 2. Calcular la base de Grobner de hy,...,hy, gy — 1 en R[xq,...,x,,Yy]. Asi,
H = T es universalmente cierto si y solo si esta base es {1}.

El Paso 1 puede ser considerado como una primera aproximacién, sin embargo, en la
gran mayoria de teoremas que hemos encontrado en la practica, I = v/1. Un ejemplo en
el que I € /I es el Teorema del pentédgono planario que lo hemos estudiado pero no lo
incluimos por limitaciones en la extensién del trabajo.
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5 Resultados

5.1 Teorema de Pappus
Teorema 5 (Pappus). Sean A, B,Cy A’, B', C' dos ternas de puntos alineados, Y sean

P=AB'NAB
Q=AC'NnAC
R=BC'NB'C

como se muestra en la siguiente figura:

entonces los puntos P, Q, R estdn alineados.

Demostracion. Sin perder generalidad, consideremos A(0,0), B(u1,0) y C(u2,0) con uj #
uy y distintos de 0.

Sean A’(u3,u4), B'(us,ug) y C'(u7,x1) otros tres puntos distintos entre si.

Llamemos P(x2,x3), Q(x4,x5) y R(x6,%7) a los puntos que queremos demostrar que
estan alineados.

Convenimos en llamar u; a las coordenadas arbitrarias y x; a las coordenadas depen-
dientes (determinadas por u;).

Las hipétesis se pueden poner como polinomios

h; € k[uq,uz,...,u7,x1,%x2,...,%7]
Por hipétesis, A’, B’ y C’ estén alineados, entonces

Us — Uz  Ug — Uy
Uz — Us X1 — Uy

= (x1 — ug)(us — ugz) = (ug — ug)(uy — us)
y nos queda la primera hipétesis:

hl = (x1 — Ll4) (u5 — Ll3) — (u6 — u4)(u7 — 1/[3) =0
Como P € AB/, tenemos

X2 X
—:—3:>XZM6—X3L£5:0
Us  Ug

y resulta la segunda hipétesis: hy = xoug — X315 =0
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También P € A’'B y entonces

Xp —U3 X3 — Uy
Uz —up Uy

es la tercera hipoétesis: hs = (x3 — uy)(uz — uq) — ug(xp —u3) =0
Analogamente
Qe AC = hy =x1x4 — x5u7 =0
QeAC=hs= (X5 — u4)(u3 - uz) - u4(x4 — u3) =0
R € BC' = hg = x1(x¢ — u1) — x7(tty —117) =0
R EWZ>]’I7 = (X7— u6)(u5 - le) - u6(x6 — u5) =0
Queremos demostrar que P, Q y R estan alineados, o lo que es lo mismo, la tesis puede
escribirse como: ¢ = (x5 — x3)(xg — x2) — (x4 — x2)(x7 — x3) =0
Ocurre siempre, que el nimero de ecuaciones de las hipétesis (/;) es igual al niimero
de variables dependientes (x;).
Tenemos que demostrar que g se anula siempre que se anulen las hipétesis h; con
j=1,2,...,7 olo que es lo mismo, g estd en el ideal generado por las hipotesis.
El programa SageMath nos ayuda a calcular las Bases de Grobner y también a ver si
gc I= <h1,]’l2,...,h7>

Podemos ver una implementacién en SageMath de este teorema.
|

P.<ul,u2,u3,u4,ub5,u6,u’7> = PolynomialRing (QQ)
F=Frac(P) # o F=P.fraction field()
F

Fraction Field of Multivariate Polynomial Ring in ul, u2, u3,
-u4, ub, u6, uv
over Rational Field

R.<x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7>= PolynomialRing (F)
hl=(x1-u4) * (u5-u3) - (u6-u4) ~ (u7-u3)
h2=x2+~u6-x3%ub
h3=(x3-u4d) » (u3-ul) —ud* (x2-u3l)
hd=x1+x4-x5*u’
h5=(x5-u4) » (u3-u2) —u4d~* (x4-u3)

ho=x1+* (x6-ul)-x7+(u7-ul)
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h7=(x7-u6) x (u5—u2) —ub* (x6-ub)
H_tilde=ideal (hl,h2,h3,h4,h5,h6,h7)
H tilde.groebner basis|()

[x1 + (udxub - u3%u6 — u4d*u7 + u6b*u7)/(u3 - ud), x2 +

o (—ul*ud*ub)/ (udxub + ul=*ub

- u3*ub6), x3 + (-ulxud*u6)/(udub + ulxu6 — ul3xub), x4 +_
o (—u2+u3*ud*u’ +

u2+ud*ubxu7)/ (-u2+xudxub + u3xud+ uS5 + u2xuld*u6 - ul3"2+u6 +_

su2xudxu’l — udxudbxu’l -

u2+u6bxu7 + u3xubxu7), x5 + (u2xud”"2xub - u2*ul3xud*ub —_
su2+«ud " 2+u’l +

u2xudxub*u’) / (-u2+xud~ub + udxudxudb + u2xudxu6 - u3"2xu6 +_
—uz2+udxu’7 — udxudbxu’7 -

u2+xu6b*xu’7 + u3xubxu7), x6 + (—ulxu2xudxud + ulxud*ud”2 +
sulxu2+xub*u6b -

ulxu3xudb*xub + ul*uZxudxu7 — ulxudxudbxu’ — ul*uZxub*xu7 +_
—uZ2*xu3xub*xu’ +

ulxubxubxu7 — u2xubxub*u7)/ (u2xudxudb - udxudb"2 + ulxu3dxub —_
—u2+xu3xu6 — ulxub*ub

+ u3xubxub — uZ2xudxu’7 + udxubxu’7 + ul2xubxu’ - ul3xubxu’), x7 +_,
—(ulxudxubxub -

uZ2+xudxub+ub6 — ulxu3xub6"2 + u2+xul3*xub6”2 — ulxudxub*u’ +_
suZ2xudxubxu’ + ulxub”2xu’l —

u2+u6-2+xu7)/ (u2+*udxub - udxub"2 + ulxu3xub - u2xuld*ub —

~ul*xub+u6 + u3*ubxu6b -
u2+«ud*u’7 + udxubxu7 + u2xu6b*xu’7 — ul3xu6*u’) ]

g=(x5-x3) * (x6-x2) — (x4-x2) * (x7-%x3)
g in H_tilde

True

5.2 Circunferencia de 9 puntos

Teorema 6 (Circunferencia de 9 puntos). En todo tridngulo, los puntos medios de los lados,
los pies de las alturas y los puntos medios que unen cada vertice con el ortocentro estdn sobre una
circunferencia con centro el punto medio del ortocentro y el circuncentro.

Sean A, B, C los vertices de un tridngulo, M 4, Mp, M los puntos medios de los lados,
Hy,Hp, Hc los pies de las alturas, P4, P, Pc los puntos medios de los segmentos que unen
cada vértice con el ortocentro H, y sean O, el circuncentro, y N, el punto medio de Oy H.
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Tomamos los puntos A = (up,u3); B=(0,0) y C = (u1,0). El resto de puntos quedan

determinados a partir de estos:

Ha = (u2,0) Hp = (x1,x2) He = (x3,x4)
Ma=(30) M= ("32%) Mc=(%%)
H=(s)  O=(%3) N (20,550)
Pa=(i93%) Po= (%) Re=(132%)

Las variables dependientes se determinan en funcién de las siguientes condiciones

para cierto A € R :
* Hp pertenece a larecta ACy HpB L AC:

C B:)\C_A> = (x1 —uy,xp) = AMup — uq,u3) = P
2 —Up

—
BHgp - (71 =0 = (xl,X2) . (Mz — Lll,u3) =0

Tenemos las dos primeras hipotesis:

I’ll = u3(x1 — Lll) — X2(u2 — Ml) =0
hy = x1(up — u1) + xou3 =0

* H¢ pertenece a la recta ABy CHc L AB:

—
BHC = ABA = (x3,14) = Al u3) = %Z%
2 3

—>
CHc - 1;4> =0 = (x3—uy,xq) - (ug,u3) =0
Tercera y cuarta hipotesis:

h3 = U3X3 — X4qUp = 0
hy = up(x3 — u1) + xqu3 =0
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e BH | AC
%
BH - (ﬁ =0 = (uz,X5) . (uz — ul,ug) =0

hs = uz(uz - Ml) + x5u3 =0

e OMc L AB
Mcaﬁ=0 — (uzgulz%_x6> ' (u2/u3) :O
. U — Uq @_ .
o = U= +”3(2 xé’)_

Con esto, ya tenemos las 6 hipotesis. Las tesis son que la distancia desde N hasta los pun-
tos Hyq, Hp, Hc, Mg, M, Mc,Pa, Pp, Pc es la misma. Para obtener polinomios, calculamos
los cuadrados de las distancias:

2 2 2 2

— 2uy + uq X5 + Xg U] — 2up X5 + Xg
NHy = ——— — =2 _2) =(—= .
S (o) e () - () ()
2 2 2 2

2 [(2ux+up g X5+ X6\~ [ 2up —uy X5 + Xg
- () (2) - () ()

2 2
N—I—IBZZ (—2u2+u1 —x1) + <x5+X6 —x2>

4 2
WZ— 2u2+u1_u1+u2 2+ X5+ X6 U3 2_<u1>2+ X5+ X6 U3 2
B 4 2 2 2) " \4 2 2
— 2uy + uq 2 X5 + Xg 2
- (28 ) (252 )

2 2 2
2 2u2—1—u1_& X5+ X¢ Uz _<ﬂ>2 X5+ X¢ Uz
NMC_( 4 2)+< 2 2) “\z) 7 2 2
—2 2us + uq 2 X5+ X U3+ X5 2 U] — 2y 2 Xe — U3 2
N (B o) (B o) () ()
2 2
——— 2u2+u1_% X5+ X6 X5 _(ﬂ)-’i (ﬁ)Z
NPB_( 4 2>+( 2 2)_ 1) T\2

2 2
w52  [2ux+u;  up+up X5+ X X5\~ (U712 X6\ 2
NPC_< 4 2 >+( 2 2)‘(4)+<2)

Se puede observar a simple vista que NHA2 = NMAZ, NMB2 = NMC2 y NPB2 = NPCZ,
por lo que podemos reducir las tesis a 5: NHA2 = NHBZ, NHA2 = NMBZ, NHA2 = NHCZ,

NH, = NP, yNH, = NPp .
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:lgl=((ul-2+u2)/4)

2
Uy — 2up X5 + Xg
o= () +(25)
2 2
uy — 2uyp X5 + Xg
e (M) +(45)
. U] — 2up 2 X5 + Xg 2
83 = 1 + > -
. U] — 2up 2 X5 + Xg
S 71 T2
2

: P.<ul,u2,u3>= PolynomialRing (QQ)

. F=Frac (P)

: hl=(x1-ul) *u3—-x2* (u2-ul)

h2=x1+ (u2-ul) +x2+u3
h3=x3*u3-x4*u2

h4=(x3-ul) »u2+x4+u3

h5=u2~* (u2-ul) +x5*u3

h6=u2* ( (u2-ul) /2) +u3* (u3/2-x6)

: H_tilde=ideal (hl,h2,h3,h4,h5,h6)

: H_tilde.groebner_basis ()

[x1 + (—ul*u3"2)/(ul”"2 - 2%ul=*u2
—+

ul«u2*u3)/(ul”"2 — 2xulxu2 + u2°2
o+ u3"2), x4 +

(—ul*u2+*u3)/(u2°2 + u3i"2),
o= u2°2 -
u3"2)/(2xu3l) ]

x5 +

~"24 ((x5+x6) /2) "2
S2-X2) "2
g2=((ul-2+u2)/4) "2+ ((x5+x6) /2) "2
g3=((ul-2+u2)/4) "2+ ((x5+x6) /2) "2
w2-x4) "2
gd=((ul-2+u2)/4) "2+ ((x5+x6)/2)"

2
gb=((ul-2+u2)/4) "2+ ((x5+x6) /2) "2

: R.<x1,x2,x3,x4,x5,x6>= PolynomialRing (F)

+ u2°2 + u3"2), x2 + (-ul”"2xu3_

+ u3"2), x3 + (-ulxu2°2)/(u2°2

(-ulxu2 + u2°2)/u3, x6 + (ulxu2,

- ((ul+2*u2) /4-x1) "2- ((x5+x6) /

—((ul)/4)"2-((x5+x6)/2-u3/2)"2
—((ul+2%u2)/4-x3)"2—((x5+x6)/

- ((ul-2%u2)/4)"2-((x6-u3)/2)"2
—((ul)/4)"2-(x6/2)"2
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gl in

: True

g2 in

: True

g3 in

: True

g4 in

: True

g5 in

: True

H_tilde

H_tilde

H_tilde

H tilde

H_tilde

5.3 Teorema de Fermat

Teorema 7 (Teorema del punto de Fermat). Sea A ABC un tridngulo en el plano. Construimos
los puntos A’, B, C' de tal forma que los tridngulos NA’BC, AAB'C y ANABC' sean equildteros.

BI

AI

Cl

Los tres segmentos AA’, BB y CC’ se cortan en un iinico punto S que llamamos Punto de
Fermat del tridngulo.
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Demostracién. Asignamos coordenadas a los puntos: A(0,0), B(u1,0), C(up,u3), A’ (x1,%2),

B'(x3,x4), C'(x5,x6) y S(x7,x3).
Dado que el tridngulo AABC’ es equilatero, la longitud de sus lados es la misma,
entonces:

AB=AC' = h =x¢+xt—ut=0
ﬁ:B_C’:>h2:x§+x%—2u1x5:0

De forma analoga, para los tridngulos equildteros AA’BC, AAB'C nos quedaria:

AC=AB —= h3=x3+x3—us —u5=0

A_C:@:>h4:x§+xﬁ—2u2x3—2u3x4:O

BC =BA' = hs = x} + x5 — 2u1x; — u3 — u3 + 2uquy =0

BC = CA = hg = x3 + x5 — 2uy — x1 — 2u3xy — U3 + 2uq1y =0

Como los puntos A, Sy A’ son colineales, nos queda h; = x1xg — xpx7 = 0.
Por la colinealidad de B, Sy B/, tendremos hg = (xy — u1)x4 + (17 — x3)xg = 0.
La conclusion seria la colinealidad de C, S 'y C’,olo que es lo mismo:

g = (x7 —x5)us + (up — x7)x6 + (x5 — up)xg =0

Cuando implementamos en SageMath estas hip6tesis, la conclusién que nos reporta es
que g no estd en el ideal. ;Cudl es el motivo? La construccién que aparece en la figura no
es la tinica. Hay dos posibilidades para A’, en el plano, formando un tridngulo equilatero
con el segmento BC. Lo mismo se podria decir para los puntos B’ y C’ y, parece ser, que
no para todas ellas es cierto el teorema.

Cambiemos, entonces, el enunciado del teorema para exigir que los tridngulos equila-
teros estén apuntando hacia fuera del triangulo inicial, tal y como aparecen en la imagen
anterior. También seria un teorema valido si los tres tridngulos apuntasen hacia dentro,
como pudimos comprobar.

Con las mismas coordenadas de los puntos, definamos los siguientes vectores

—
o = AB = (11,0)" W] = AC' = (x5,%)"
—
@:i: (up — ug,uz)7 @:BA’:(xl—ul,xz)T
05 = AB' = (x3,%4) Wh = AC = (up,uz)’

%

— ) . .
Tenemos que los vectores w; se obtienen de los v; con una rotacién de 6 = 7t/3 radia-

nes, en sentido horario.
La matriz de rotacion

R(—G)— cosf sinf _ % ‘/75
~ \ —sin® cosO] —g %

. . — .
nos permite obtener las coordenadas de ?/7; a partir de v, ast:

X5 _ % @ u, — X5:%u1
X6 -3 ] 0 xg = — %2y



[68)

Xp = =% (U2 — U1 + U3

3 1 3
uz\ 5 X3 Uy = 5Xx3 + %M
—\_va 1| = V3 1
us -5 3 X4 Uz = —-5X3 + X4

Quitando denominadores y agrupando, tenemos las primeras seis hipétesis, en el or-
den que fueron apareciendo:

Uy — Uq xl—ulz%(uz—ul)#—@ug
V3 1
3

VR

=

Rl

AN
N——

I
/_\
o
Nl NIMN|§

hy =2x5 — uq
h2:2x6+\/§u1
h3:2x1—u1—u2—\/§u3
hy =2xp + \/g(uz —Up) — Uz
hs = 2uy — x3 — V314

he = 2us + V/3x3 — x4

Las hipétesis h7 y hg son las mismas que teniamos y la conclusién g también.
Alimplementar todo esto en SageMath tendremos que, ahorassi, g € (hy,hy, ..., hg) con
lo cual quedaria demostrado el teorema con el nuevo planteamiento que le hemos dado.
[

En las nuevas hipétesis aparece la expresién v/3 que no es racional y tuvimos que
extender el conjunto Q con las soluciones del polinomio x> — 3 = 0.

Una vez que tenemos las hipétesis con los tres tridngulos equildteros apuntando hacia
fuera podemos demostrar mds cosas, por ejemplo, que la distancia entre A y A es la
misma que entre By B’ y también que entre C y C'. Para el primer caso construimos la
tesis

glzx%—kx%—(xg—ul)z—xﬁ

y para el otro
§2=x1 + x5 — (x5 — 2)* — (%6 — u3)”

En ambos casos SageMat nos confirma que g; € (hy,hy, ..., hs).

Una demostracién visual, muy bonita, de este tltimo resultado podemos hacerla apo-
yando el compds en el punto B y viendo que con un giro de 77/3 radianes en sentido
antihorario llevamos A’ en C y A en C'. De forma analoga se puede hacer para el otro
segmento.

Otra solucién para el problema es utilizando una tercera dimensién y el producto
vectorial. Mantenemos el tridngulo en el plano XY, y el eje Z nos indica en qué sentido
estd un dngulo entre 2 vectores.

Vamos a situar cada punto en la mediatriz de los lados, y utilizando el producto vec-
torial y el hecho de que los dngulos del tridngulo son de 60°:

AC' =BC' = x3 +x2 = (x5 — u1)* + x2
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AB x AC'

||z@||2 -sen(60°)

BA'=CA = (x1 —w1)* + %3 = (x1 — up)?> + (x2 — u3)?
BC x BA'

|BE|12 - sen(60°)

CB = AB' = (x3 —up)? + (x4 — u3)®> = x5 + x5
CA x CB'

|CA|2 - sen(60°)

Obtenemos las seis primeras hipétesis:

= (0,0,-1)

=(0,0,—1)

=(0,0,—1)

h1:x%—(X5—u1)2:0
h2:x6+73u120
hgz(xl—ul)z—i—x%—(xl—u2)2—(x2—u3):O

V3
hy = (ug —up)xp — (01 —up)uz + —((up — u1)2 + u%) =0

5
h5:(x3—u2)2+(x4—u3)2—x§—xﬁ:0

V3
he = up(u3z — x4) — uz(up — x3) + 7(”5 +u3) =0

Las dos tltimas hipétesis son las mismas que tenfamos al principio y también la tesis. Se
pudo comprobar en SageMath que, también con esta nueva formulacién de las hipotesis,
manteniendo los tridngulos apuntando hacia fuera, se cumple el teorema.

E.<sqgrt3> = QQ.extension(x"2 - 3)
P.<ul,u2,u3> = PolynomialRing (E)
F=Frac(P) # o F=P.fraction field/()
F

Fraction Field of Multivariate Polynomial Ring in ul, u2, u3_
—~over Number Field
in sgrt3 with defining polynomial x"2 - 3

R.<x1,x2,x3,x4,x5,%x6,x7,x8>= PolynomialRing (F)

hl1=2xx5-ul
h2=2+x6+sqgrt3xul
h3=2+x1-ul-u2-sqgrt3xu3
h4=2xx2+sqrt3* (u2-ul)-u3
h5=2%u2-x3-sgrt3xx4

30



[7]:

[8]:

[8]:

h6=2+xu3+sqrt3*x3-x4
h7=x1+x8-x2*x7
h8=(x7-ul) *x4+ (ul-x3) »x8

H_tilde=ideal (hl,h2,h3,h4,h5,h6,h7,h8)
H_tilde.groebner_basis ()

verbose 0 (3837: multi_polynomial_ideal.py, groebner_basis)
~Warning: falling
back to very slow toy implementation.

[x1 — 1/2%ul - 1/2%u2 + (-1/2xsqrt3)=*u3, x2 + (-1/2*sqrt3)*ul +_
< (1/2xsqrt3) *u2 -

1/2+u3, x3 - 1/2%u2 + (1/2xsqgrt3)=*u3, x4 + (-1/2+sgrt3)+u2 - 1/
~2+u3, x5 -

1/2xul, x6 + (1/2*sqrt3)*ul, x7 + ((-1/8*sgrt3)*ul”2+u2 + (-1/
~8xsqgrt3) xulxu2"2 -

1/8+ul”2+u3 - 1/2+ul+u2+u3 + (-1/8*sqgrt3)*ul+u3”2)/((1/
~4xsqgrt3)xul”"2 +

(=1/4xsgrt3)xul+u2 + (1/4%sqgrt3)+u2”2 + 3/4*ulxu3 + (1/
~4xsgrt3)xu3"2), x8 +

(=3/4*ul”2+u2 + 3/4+ul+u2”2 + (-1/4+sqgrt3)*ul”2+ul3 -

1/4xul*u3”2)/((1/2+%sgrt3)+ul”2 + (-1/2+sqgrt3)*ul+u2 + (1/
—2*xsgrt3)xu2”2 +

3/2xul*u3 + (1/2*sqrt3)*u3”2)]

g=(x7-x5) »u3+ (u2-x7) *x6+ (x5-u2) »x8
g in H_tilde

True

5.4 Una aplicaciéon de las bases de Grobner. Modelo algebraico del ope-
ron lac

“Mathematics is Biology’s next micros-
cope, only better; Biology is Mathema-
tics” next Physics, only Better.”

— Joel E. Cohen, 2017

En el anexo A se justifica el modelo matematico que se utilizard a continuacion, ast
como una detallada descripcién del operén lactosa.

A continuacién, propondremos y justificaremos las funciones booleanas para cada una
de las variables. En todas ellas, utilizaremos estard para referirnos al estado de una varia-
ble en el siguiente paso de tiempo, t + 1. Por ejemplo, “X estard presente si Yy Z estan
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presentes” es expresado como X (t + 1) = Y(t) A Z(t). Decimos que el estado de X es una
funcién de los estados de Y'y Z, y lo escribimos como fx =Y A Z.
Variables:

e M: ARNm

* P:permeasa lac

B: B-galactosidasa

C: proteina activadora de catabolitos (CAP)

* R:represor lac

A: alolactosa

e A;: minimo nivel de alolactosa

L: lactosa intracelular

¢ [;: minimo nivel de lactosa intracelular

En primer lugar, suponemos que las biomoléculas representadas por las variables se
degradan en un paso de tiempo, con la excepcién de las que existen en niveles altos, que se
degradan en dos pasos de tiempo. Por ejemplo, si la B-galactosidasa esta presente pero el
ARNmM no, entonces en el siguiente paso de tiempo, la concentracién de p-galactosidasa
se habra degradado hasta los niveles basales. Sin embargo, si hay altos niveles de alolac-
tosa pero no de lactosa, entonces en el siguiente paso de tiempo, se degradara a niveles
medios, y luego a niveles traza en el siguiente paso de tiempo. Ademads, las funciones
anteriores no son las tnicas que podriamos haber propuesto. Por ejemplo, consideremos
la afirmacién niveles altos de la proteina represora estard presente si no hay alolactosa,
que modelamos por fg = A A A;. Podriamos haber elegido en cambio fr = A;, porque si
no hay ni siquiera niveles medios de lactosa presentes, no puede haber niveles altos. Asi
que se asumen los siguientes supuestos:

* La transcripcién requiere de una “unidad de tiempo”.
* Degradacion de todas las proteinas y el ARNm ocurre en un “paso de tiempo”.

¢ Altos niveles de lactosa o alolactosa en cualquier tiempo t implica un nivel minimo
de alolactosa para el siguiente paso de tiempo ¢ + 1.

Denotaremos por L. y G, los pardmetros de lactosa y glucosa extracelular presente,
respectivamente. Las funciones booleanas correspondientes son:

1. El ARNm se transcribira si la proteina represora no esta presente (es decir, estd unida
a la alolactosa) y el complejo proteico CAP esta presente. Por lo tanto, fa(t +1) =
RAC.

2. Los productos génicos permeasa lac y B-galactosidasa estardn presentes si ARNm
estd presente. Por lo tanto, fp(t+1) =My fp(t+1) = M.
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3. El complejo proteico CAP estard presente si no hay glucosa. Por lo tanto, fc(f+1) =
Ge.

4. Los niveles de la proteina represora seran altos si no hay alolactosa. Asi, fr(t +1) =
ANA.

5. Habr4 altos niveles de alolactosa si hay altos niveles de lactosa y p-galactosidasa
disponibles. Asi, fa(t+1) =L A B.

6. Habréa (al menos) niveles medios de alolactosa disponibles si hay (al menos) niveles
medios de lactosa. En este caso, incluso los niveles basales de B-galactosidasa son
suficientes para transformar la lactosa en alolactosa. Por lo tanto, f,(t +1) = AV
LV L.

7. Para tener altos niveles de lactosa, necesitamos altos niveles de lacto_sa extracelular,
sin glucosa, y una permeasa de lactosa disponible. Asi, f;(t +1) = G A P A L,.

8. Para tener (al menos) niveles medios de lactosa, necesitamos que no haya glucosa
extracelular y que se dé una de las dos situaciones siguientes (i) niveles elevados de
lactosa extracelular, en cuyo caso una parte entrara en la célula a través del trans-
porte de la permeasa basal, o (ii) niveles medios de lactosa extracelular y la proteina
transportadora transportador. Asi, f1,(t +1) = G A (L V L,).

En este punto, tenemos un modelo. Las variables y parametros (nodos) y las funciones
y relaciones (aristas en forma de flechas para una influencia positiva y terminadas en un
circulo para una influencia negativa) se pueden representar mediante el grafo dirigido
que se muestran en la siguiente figura.
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Para analizar el modelo, serd conveniente renombrar las variables utilizando ntimeros
en lugar de letras, como sigue: (M,P,B,C,R,A,A;, L, L)) = (x1,X2,X3,X4,X5,X6,X7,X8,X9)
y haciendo fy,(t +1) = x; para 1 <i <9, para encontrar los puntos fijos, se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones en Z;[x1, X2, X3, X4, X5, X6, X7, X8, X9 :

Xg + X7 + Xg + X9 + XgXg + XeX9 + XgX9 + XgXgX9 = 0
X9+ (Ge +1)(xs + xgLe + Le) =0 |

\
X1+ x4x5 + x4 =0

X5+ xx7+x6+x74+1=0

x1+x=0
x1+x3=0

Xe + x3x8 =0

Se necesita resolver el sistema para las cuatro combinaciones:

5.4.1 Lactosa presente, glucosa presente

(Ge, LE) = (0/0)/ (0/1)/ (1/0)/ (1/1)

Consideremos, en primer lugar, el caso (G, L.) = (1,1). A continuacién utilizaremos los
comandos de SageMath para realizar los célculos.

Promotor

I

Sitio CAP Operador lacZ lacY lacA
T ARN polimerasa _—
CAP
Represor Alolactosa
%

ll [AMPc]

Figura 1: La alolactosa se une al represor y se usa antes la glucosa.

P.<x1,x2,x3,x4,x5,%x6,x7,%x8,x9>= PolynomialRing (GF (2))

Le=1
Ge=1

print ("Le=" ,

Le= 1

Le);
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print ("Ge=" , Ge);

Ge=1

fl=x1+x4+x4+x5

f2=x1+x2

f3=x1+x3

fd=x4+Ge+1

fo=x5+x6+x7+x6*xx7+1

f6=x6+x3+x8
f7=x6+xT7+x8+x9+x6+x8+x6+xX9+x8*x9I+x6+x8*x9
f8=x8+Lexx2+GexLe*x2
f9=x9+x8+Le+tLe*x8+Ge+x8+GerLe+GexLe*x8
I=ideal (f1,f2,£f3,£f4,f5,f6,£f7,£8,£9)

I

Ideal (x4xx5 + x1 + x4, x1 + x2, x1 + x3, x4, x6*x7 + x5 + x6 +

-x7 + 1, x3%*x8 +
X6, X6*xx8xx9 + x6*xx8 + x6*x9 + x8%xx9 + x6 + x7 + x8 + x9,
-x9) of

x8, .,

Multivariate Polynomial Ring in x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8,_

X9 over Finite
Field of size 2

I.groebner_basis()
[x1, x2, x3, x4, x5 + 1, x6, x7, x8, x9]
De esta forma, resulta un sistema equivalente facil de resolver con solucioén:
(M,P,B,C,R,A,A;LLL)=(00,0,0,1,0,0,0,0)

que tiene sentido biolégico, y el operén es OFFE.
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5.4.2 Lactosa presente, glucosa ausente

Promotor

[ I

Sitio CAP Operador lacZ lacY lacA

CAP ARN polimerasa ’

CAP Represor Alolactosa
mj

Figura 2: La alolactosa se une al represor y la ausencia de glucosa permite que el [AMPc]
se una a la CAP, aumentando la tasa de transcripcion.

En este caso (G, L.) = (0,1). De SageMath se obtiene:

[18]: P.<x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9>= PolynomialRing (GF (2))

[21]: print ("Le=" , Le);
Le= 1

[22]: print ("Ge=" , Ge);
Ge= 0

[23]: fl=x1+x4+x4+x5

[24]: f2=x1+x2

[25]: f£3=x1+x3

[26]: fd4=x4+Ge+1

[27]: £5=x5+x6+xT7+x6+xT7+1

[28]: f6=x6+x3xx8

[29]: f7=x06+xXT+X8+x9+xX6+xX8+xX0+#XI+x8+xXx9+xXx6+x8+xX9

[30]: f£8=x8+Le*xx2+GexLe*x2
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f9=x9+x8+Le+Le*x8+Ge+x8+Ge+Le+Ge+xLe*x8
I=ideal (f1,£f2,£3,£f4,£f5,f6,£7,£8, £9)

I

Ideal (x4xx5 + x1 + x4, x1 + x2, x1 + x3, x4 + 1, x6xx7 + x5 +_

“X6 + X7 + 1,

x3*xx8 + x6, x6%x8*x9 + x6*x8 + x6%x9 + x8xx9 + x6 + x7 + x8 + |

X9, x2 + x8, x9 +

1) of Multivariate Polynomial Ring in x1, x2, x3, x4, x5, x6,_

X7, x8, x9 over
Finite Field of size 2

I.groebner_ basis ()

[x1 + 1, x2 + 1, x3 + 1, x4 + 1, x5, x6 + 1, x7 + 1, x8 + 1,
o+ 1]

De esta forma, resulta un sistema con solucién:
(M,P,B,C, R,A,ALL, Ll) = (1,1,1,1,0,1,1,1,1)

que tiene sentido biolégico, y el operén es ON.

5.4.3 Lactosa ausente, glucosa presente

Promotor

[ I

Sitio CAP Operador ’ lacZ lacY lacA

T ARN polimerasa q Represor
CAP

li [AMPc]

Figura 3: El represor se une al operador e impide la transcripcién del ADN.

Input: (G, L.) = (1,0)
Punto fijo: (M, P,B,C,R,A,A;, L, L)) =(0,0,0,0,1,0,0,0,0).
Tiene sentido biolégico, y el operén es OFF.
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5.4.4 Lactosa ausente, glucosa ausente

Promotor

[ I

Sitio CAP Operador ’ lacZ lacY lacA

ARN polimerasa q Represor

Figura 4: El represor se une al operador y el operén no funciona.

Input: (G, L.) = (0,0)
Punto fijo: (M, P,B,C,R,A,A;, L, L)) =(0,0,0,1,1,0,0,0,0).
Tiene sentido biolégico, y el operén es OFF.

6 Conclusiones

Hemos aplicado las bases de Grobner para demostrar varios teoremas de geometria ele-
mental, como se vio en la seccién Resultados. Los teoremas enunciados en los libros de
texto a menudo, implicitamente, asumen condiciones de no degeneracién sobre las figu-
ras involucradas. Por ejemplo, cuando se habla de un tridngulo ABC, a menudo se asume
que ningutn par de A, B, C coincide. Es posible encontrar automaticamente estos casos de-
generados utilizando las bases de Grobner. En la continuacion de este trabajo, durante los
proximos meses, trataremos estos casos mediante el llamado método de Wu, para lo cual
hay que profundizar en la seudodivision polindmica y la irreducibilidad de las variedades
afines.

En este trabajo, se ofrece la aplicacion de la teoria de demostracion automatica de teo-
remas geométricos importantes de la geometria elemental. En muchos ejemplos pudimos
ver el ntcleo de esta teoria que, especialmente en los tltimos afios, debido a la creciente
potencia de los ordenadores y los nuevos algoritmos eficientes, cobra sentido. En todos
los casos estudiados no hemos obviado las soluciones clasicas (via geometria sintética)
que no se incluyeron por razones de espacio, pero que descubren las ideas creativas del
método puramente geométrico. En cualquier caso, no debemos albergar ninguna prefe-
rencia por ninguno de los dos métodos, ya que cada uno tiene sus propios puntos fuertes
y débiles. Por lo tanto, no se puede decir que un método sea mejor que el otro. Por el
contrario, ambos métodos deberian complementarse mutuamente.

También, existen casos en los que somos capaces de resolver un problema por un mé-
todo clasico mientras que, por el contrario, un método informético falla. Este es un reto
mads para desarrollar la teoria de la demostracién automaética de teoremas para que siem-
pre termine, es decir, que siempre podamos decir que una afirmacién dada es verdadera
o no (problema de decisién). Algunos problemas suponen un enorme coste de memoria
computacional, lo que hace imposible la resolucién de problemas més complejos.

Un cierto desarrollo se logrard mediante la mejora de la eficiencia de ordenadores,
pero el mayor y sustancial progreso en la resoluciéon de problemas puede esperarse con
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algoritmos mejores y mds sofisticados y con formas més ingeniosas de solucioén de pro-
blemas.

Ademas de los dos métodos bésicos de demostracion mencionados —clasico y
computacional—, nos queda pendiente aplicar los métodos vistos y algo mas de maqui-
naria algebraica para estudiar la derivaciéon automatica y descubrimiento automaético de
teoremas.

Por derivacién automdtica de teoremas, entendemos la btisqueda de férmulas geo-
métricas que se mantienen validas entre las magnitudes geométricas prescritas y que se
deducen de los supuestos dados. Esto se hace mediante el método de eliminacién de
variables (dependientes o independientes), obteniéndose el ideal de eliminacién el cual
contiene aquellas variables que no fueron eliminadas.

Por descubrimiento automatico de teoremas, entendemos el proceso de tratar automa-
ticamente con enunciados geométricos arbitrarios (es decir, enunciados que podrian ser,
en general, falsos) y tratar de encontrar hipétesis complementarias tales que los enuncia-
dos sean verdaderos. La situacién se puede ver en la siguiente figura para el esquema
H=—T.

Podemos reaccionar ante esta situaciéon de dos maneras: para que el enunciado H —
T sea verdadero podemos “reducir” la variedad de hipétesis V(H) o “ampliar” la varie-
dad de conclusiones V(T).
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A Mecanismos de regulacion de genes: modelos de redes
booleanas del operdn lactosa en Escherichia coli

Las matemdticas proporcionan un marco formal para organizar la abrumadora cantidad
de datos experimentales dispares y para desarrollar modelos que reflejen las dependen-
cias entre los componentes del sistema. Se han desarrollado diferentes tipos de modelos
matemadticos para tratar de interpretar los mecanismos de regulacién génica y su dindmi-
ca.

Los modelos deterministas generan exactamente los mismos resultados bajo un con-
junto dado de condiciones iniciales, mientras que en los modelos estocésticos los resulta-
dos difieren debido a la aleatoriedad inherente. Los modelos dindmicos se centran en la
evolucion temporal de un sistema, mientras que los modelos estaticos no consideran el
tiempo como parte del marco de modelizacién. Entre los modelos dindmicos, los mode-
los de tiempo continuo utilizan el tiempo como una variable continua, mientras que en
los modelos discretos, el tiempo solo puede asumir valores enteros. Los modelos espacio-
continuos se refieren a situaciones en las que las variables del modelo pueden asumir un
continuo de valores, mientras que en los modelos espacio-discretos esas variables solo
pueden asumir valores de un conjunto finito. Los modelos espacio-continuos de regula-
cién génica suelen construirse en forma de ecuaciones diferenciales (en el caso del tiempo
continuo) o de ecuaciones en diferencia (en el caso del tiempo discreto) y se centran en
la cinética de las reacciones bioquimicas. Los modelos de tiempo discreto construidos a
partir de funciones de variables de estado finito se denominan modelos algebraicos.

En un modelo continuo, todas las variables asumen valores dentro de rangos biol6gi-
camente factibles. Los modelizadores suelen necesitar un conocimiento exhaustivo de las
interacciones entre las variables, que puede incluir informacién detallada de los mecanis-
mos de control reconocidos, las tasas de produccién y degradacién, las concentraciones
minimas y maximas bioldégicamente relevantes, etc. En un modelo algebraico solo se per-
miten valores de un conjunto finito. El caso especial de una red booleana solo permite
dos estados, por ejemplo, 0 y 1, que representan la ausencia o la presencia de productos
génicos en un modelo de regulacion génica. A diferencia de los modelos continuos, la in-
formacién necesaria para construir un modelo booleano solo requiere una comprensién
conceptual de los vinculos causales de dependencia. Asi, en general, los modelos conti-
nuos son cuantitativos, mientras que los modelos booleanos son de naturaleza cualitativa.

Histéricamente, los modelos continuos han sido el tipo preferido de modelos matema-
ticos utilizados en biologia. Este tipo de modelos dindmicos ha demostrado ser esencial
para los problemas de ecologia, epidemiologia, fisiologia y endocrinologia, entre muchos
otros. Los modelos booleanos se introdujeron por primera vez en la biologia en 1969 para
estudiar las propiedades dindmicas de redes reguladoras de genes [5]. Son apropiados en
los casos en que la dindmica de la red estd determinada por la 16gica de las interacciones y
no por una cinética muy ajustada, que a menudo puede ser desconocida. El estado de un
gen puede describirse mediante una variable booleana que exprese que esta activo (on, 1)
o inactivo (off, 0) y, por tanto, que sus productos estan presentes o ausentes. Ademas, las
interacciones entre elementos pueden representarse mediante funciones booleanas que
calculan el estado de expresiéon de un gen a partir de la activaciéon de otros genes. El
resultado es una red booleana.

Dado que en biologia pueden estar presentes trazas de diversas sustancias en todo

41



momento, la "ausencia" suele significar concentraciones inferiores a un determinado va-
lor umbral que separa las concentraciones mads altas de la linea de base, y "presencia” se
interpreta como concentraciones superiores a este umbral. Puede parecer que, dado que
las concentraciones quimicas abarcan un rango continuo de valores, elegir un tinico um-
bral de corte puede no ser apropiado ya que dos valores de concentracién pueden estar
muy cercanos huméricamente y que uno de ellos esté por encima del umbral y el otro por
debajo. Aunque esto puede ser una preocupacion legitima en general, rara vez se aplica-
ria a un modelo de regulacién génica. Cuando el gen se expresa, la concentracion de la
proteina que produce seria miles de veces mayor que las cantidades minimas que se dan
cuando éste no lo hace, presentando asi una clara distincién entre presente y ausente (1 o
0). A lo largo de este trabajo, asumiremos sin més que un valor booleano de 0 indica una
concentracién cercana al nivel basal, mientras que un valor booleano de 1 significa una
concentraciéon notablemente superior.

En los modelos booleanos, la evolucion dindmica del sistema se describe mediante
funciones booleanas definidas en términos de las variables del modelo y de los operado-
res logicos AND (denotado por el simbolo A), OR (denotado por el simbolo V) y NOT
(denotado por una barra sobre la variable).

En el contexto de la modelizacién de la dindmica de redes, suele ser ttil considerar la
siguiente interpretacién intuitiva para las operaciones AND y OR: si los componentes x
e y del sistema influyen (controlan) a un tercer componente z, entonces z = x A y significa
que x e y deben estar presentes simultdneamente (tener valores 1) para afectar a z; por
tro lado, z = x V y significa que x e y influyen en z de forma independiente y que z se ve
afectado cuando x o y (o0 ambos) estdn presentes. En ausencia de paréntesis, la jerarquia
es la siguiente: el operador légico NOT tiene la mayor precedencia, seguido por el AND,
y luego por el OR.

Para més detalles, se puede consultar [8].

A.1 Modelizacion de la dindmica de una red booleana: Funciones de
transicion

Supongamos que una red booleana contiene n variables booleanas del modelo (nodos)
denotadas por x1, x2, ..., x4,. Cada una de estas n variables puede tomar un valor 0 o
1, lo que resulta en un conjunto de n-tuplas V = {0,1}" = {(x1,x2,...,x,) | x; € {0,1},
i=1,2,...,n}, que contiene 2" elementos, que representan todos los estados posibles pa-
ra las variables del modelo. El tiempo es discreto y solo puede tomar valores t =0,1,2,...
Los valores de los nodos x1, x2, ..., X, cambian con el tiempo y escribimos x; = x;(f)
para el valor de la variable x; en el tiempo t. Asi, en cada paso de tiempo ¢, el sistema
estd representado por una n-tupla binaria del conjunto V, donde cada componente repre-
senta el valor de la respectiva variable booleana en el tiempo t. Las reglas de transicion
entre los estados en cada paso de tiempo estdn descritas por n funciones fy,, i =1,2,...,n,
una funcién para cada variable del modelo. La expresiéon booleana que define la funcién
fx,, escrita en términos de las operaciones booleanas AND, OR y NOT, describe de qué
manera los valores de las variables x1, xp, ..., x, en el momento t afectan al valor de la va-
riable x; en el momento t + 1. Asi, para cualquier valordet =0,1,2,...,la “actualizacién”
del sistema para la variable x; desde el tiempo t hasta el tiempo t 4 1 viene determinada
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por
xi(t+1) = fa,(x1(t), x2(t), ..., xu(t)), i=1,2,...,0n

Las funciones fy, i = 1,2,...,n, son las funciones de transicién del modelo. Las funcio-
nes (actualizaciones) que utilizaremos aqui son sincrénicas, lo que significa que todas
las variables x; se calculan primero para el tiempo t y luego se utilizan para evaluar
las funciones fy,. Si escribimos x = (x1,x2,...,x,) y f(x) = (fx,(x),..., fx,(x)), el espa-
cio de estados del modelo queda definido por el grafo dirigido {V, T}, donde el conjunto
T ={(x,f(x)) | x € V} representa el conjunto de aristas.

Ejemplo 14. Supongamos tres variables booleanas x1, x, y x3, cuyas funciones de transi-
cion vienen dadas por

X1 (t+1) = fu (x2(8), x2(8), x3(t)) = x
Xo(E+1) = fuy (x1(8), x2(8), x3(8)) = 22(8) V x3(F)
x3(t+1) = fuy (x1(t),x2(t), x3(t)) = x1.(£) A xo(t) V x3(t)
Entendiendo que las variables del lado derecho se evaltian siempre en el tiempo t y que

las variables del lado izquierdo representan los valores en el tiempo t + 1, podemos sim-
plificar la notacién eliminando t y t 4 1 de las ecuaciones:

2(t)

X1 = fr, (X1,X2,%3) = X2
Xy = fo(x1/x2/x3) = X1 V X3
X3 = frs(X1,X2,X3) = X1 A X2 V X3

Supongamos que en el momento t =0, los valores de las variables son x; =0, x, =0y x3 =
1 (condiciones iniciales). Utilizando estos valores para evaluar las funciones de transiciéon
anteriores, obtenemos los valores de las variables en el momento t = 1:

x1 = fx,(0,0,1) =0
X2 = f,(0,0,1) =0Vv1=1
3= f;(0,0,1) =0A0V1=1

Ahora tomamos los nuevos valores x; =0, x = 1y x3 = 1. Estos valores se utilizan para
evaluar las funciones de transicién f,; de nuevo, produciendo, para el tiempo t = 2, los
valores x; =1, x; =1y x3 = 1. Si se introducen de nuevo estos valores en las funciones, se
obtienen los mismos valores x; =1, x = 1y x3 = 1, que corresponden a los valores de las
variables en el tiempo t = 3. Asi, para cualquier valor futuro de ¢, los valores de las varia-
bles del modelo seguirdn siendo x; =1, x; = 1y x3 = 1. Decimos que hemos calculado la
trayectoria del estado (0,0,1) : (0,0,1) — (0,1,1) — (1,1,1), y que (1,1,1) es un punto
fijo para la red booleana. Consideraciones similares demuestran que (0,0,0) también es
un punto fijo en este ejemplo. El uso de diferentes valores iniciales para las variables boo-
leanas dard lugar a diferentes trayectorias. Por ejemplo, el estado inicial (0,1,0) genera el
siguiente patrén de repeticion: (0,1,0) — (1,0,0) — (0,1,0) — (1,0,0) — (0,1,0) —
(1,0,0). Decimos que los estados (0,1,0) y (1,0,0) forman un ciclo de longitud dos. Los
puntos fijos pueden considerarse ciclos de longitud uno. Como el sistema esta compuesto
por tres variables, cada una de las cuales puede tomar los valores 0 y 1, hay 2° = 8 esta-
dos posibles para el sistema. Calculando las trayectorias que parten de cada uno de estos
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ocho estados iniciales, se visualizan todas las posibles trayectorias de la red booleana, que
contienen todas las transiciones posibles entre los ocho estados y, por lo tanto, forma el
diagrama de transicién del espacio de estados de la red booleana. Evidentemente, para un
ntiimero mucho mayor de variables, el célculo de las trayectorias a mano serfa imposible
y el uso de software adecuado es esencial.

En las aplicaciones bioldgicas, un punto fijo equivale a un estado estacionario o esta-
ble del sistema. Desde un punto de vista aplicado, nos interesa determinar si el sistema
biolégico alcanza un punto fijo, entra en un ciclo limite mas largo o presenta algtn otro
comportamiento dadas las condiciones iniciales del sistema. Sin embargo, como el espa-
cio de estados crece exponencialmente con el ntimero de variables del sistema, determinar
el espacio de estados mediante cdlculos de fuerza bruta no es computacionalmente facti-
ble para ninguna red de tamafio razonable. En la siguiente seccién discutimos un método
alternativo para determinar los puntos fijos de una red mediante dlgebra computacional
utilizando las técnicas estudiadas en este proyecto.

Las funciones booleanas pueden representarse como funciones polinémicas con coefi-
cientes en Z, = {0,1}. En efecto, si x e y son variables booleanas, tenemos las siguientes
conversiones:

XNY:=xy
xXVy:=x+y-+2xy
x:=x+1

donde A representa la operaciéon AND, V la operacién OR y ( ) la operaciéon NOT. Obsér-
vese que la suma no corresponde a la funcién légica OR, sino a la funcién OR exclusiva,
denotada por XOR.

A.2 Operén lactosa

El operén lac es un grupo de secuencias codificantes con un promotor que presenta un
gen regulador asociado con su propio promotor. Este gen regulador se transcribe conti-
nuamente, asi que su producto proteico —el represor lac— siempre estd presente. Fue el
fruto de trabajos realizados con Escherichia coli (E. coli), una bacteria cuyo genoma actual-
mente ha sido secuenciado y su fisiologia es bien conocida. El operén lac fue descrito por
Francois Jacob y Jacques Monod en 1961 y les vali6é un premio Nobel en 1965. Los genes
en el operén codifican las proteinas que permiten a las bacterias utilizar la lactosa (un
disacdrido) como fuente de energia. E. coli puede degradar la lactosa, aunque no es su
azucar preferido. Si la glucosa esta presente en el medio, serd el combustible utilizado, ya
que ésta ofrece un mayor rendimiento energético que la lactosa. Sin embargo, si la lactosa
es el tnico aztcar disponible, E. coli la empleard como fuente de energifa. Para utilizar la
lactosa, las bacterias deben expresar los genes del operén lac, que codifica enzimas claves
para el consumo y el metabolismo de esta molécula. Sin embargo, con vista a una mayor
eficiencia energética, E. coli debe expresar el operén lac solamente cuando exista lactosa
en el medio y no tenga glucosa disponible.

(Coémo se detectan los niveles de lactosa y de glucosa y cémo los cambios en estos
niveles afectan la transcripcién del operén lac? Dos proteinas reguladoras estan involu-
cradas:
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* el represor lac, que acttia como un sensor de presencia de lactosa, y

* la proteina activadora por catabolito (CAP), que acttia como un sensor de los niveles
de glucosa disponible.

Estas proteinas se fijan al ADN del operén lac y regulan su transcripciéon en base a los
niveles de lactosa y de glucosa.

Promotor Genes estructurales

Sitio CAP Operador lacZ lacY lacA
Aumenta la tasa de Bloquea
transcripcion dela | + " | ARN polimerasa
ARN polimerasa

Transcripcion
Represor

CAP
z Yy v 4 ARNm
T T

l i l Traduccién

B—galactosidasa
Permeasa

ARN poli
polimerasa Transacetilasa

Figura 5: Operén lactosa

La region codificante del operén lac presenta tres genes: lacZ, lacY y lacA (genes es-
tructurales). Estos genes se transcriben como un solo ARNm, bajo el control de un promo-
tor. Los genes en el operén lac especifican las proteinas que ayudan a la célula a utilizar la
lactosa. El gen lacZ codifica una enzima llamada pB-galactosidasa, que es responsable de
dividir la lactosa (un disacarido) en glucosa y galactosa (monosacéridos), faciles de usar.
El gen lacY codifica una proteina de membrana llamada lactosa permeasa, que permite
que la célula importe la lactosa. El gen lacA codifica una enzima conocida como transace-
tilasa, que pega un grupo quimico particular a moléculas objetivo. No es claro si esta
enzima realmente juega un papel en la descomposicién de la lactosa.

Ademads de los tres genes, el operdn lac también contiene secuencias de ADN regu-
ladoras, a las que se pueden unir proteinas reguladoras particulares y que controlan la
transcripcion del operén.

* El promotor es el sitio de unién de la ARN polimerasa, la enzima que realiza la
transcripcion.

* El operador es un sitio regulador negativo al que se une la proteina represora lac.
Como el operador se encuentra antes del promotor, cuando se le ha unido el re-
presor lac, éste impide que la ARN polimerasa se una al promotor y se inhibe la
transcripcion.

¢ Fl sitio de uniéon de CAP es un sitio regulador positivo al que se une la proteina
CAP. Cuando se une CAP a este sitio, promueve la transcripcién al ayudar a la
ARN polimerasa a aumentar su tasa de transcripcion.
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Cuando la lactosa no esta disponible, el represor lac se une al operador, y asi evita la
transcripcion por la ARN polimerasa. Sin embargo, cuando la lactosa esta presente en el
medio, el represor lac pierde su capacidad de unirse al ADN. Se separa del operador, y
despeja el camino para que la ARN polimerasa transcriba el operén.

Este cambio en el represor lac lo causa la alolactosa, un isémero de la lactosa. Cuando
se dispone de lactosa, la B-galactosidasa genera algunas moléculas de alolactosa dentro
de la bacteria. La alolactosa se une al represor lac y origina un cambio conformacional del
represor provocando la separacion del operador, lo cual permite que el ARN polimerasa
transcriba el operén. La alolactosa acttia como inductor, una molécula que provoca la ex-
presién de un gen o de un operén. El operén lac se considera un operén inducible porque
generalmente estd apagado (reprimido), pero se puede encender (activar) en presencia
del inductor alolactosa. Resulta que la ARN polimerasa sola presenta una tasa de trans-
cripcién pobre. Sin ambargo, si CAP se une a la regién del ADN (regién CAP) localizada
justo antes del promotor del operén lac, provocard un aumento muy notable de dicha tasa
de transcripcion.

CAP no siempre es activa (capaz de unirse al ADN). Su actividad la regula una molé-
cula pequefia llamada AMP ciclico (AMPc). AMPc es una “sefial de hambre” que fabrica
E. coli cuando los niveles de glucosa son bajos. AMPc se une a CAP, cambia su forma y
la hace capaz de unirse al ADN y provocaré la transcripcién. Sin AMPc, CAP no puede
unirse al ADN y es inactiva. CAP solamente esta activa cuando los niveles de glucosa son
bajos, que inducird niveles de AMPc altos. Asi, el operén lac solo puede transcribirse en
altos niveles cuando no hay glucosa. Esta estrategia asegura que las bacterias solamente
enciendan el operén lac y empiecen a usar la lactosa después de que hayan utilizado toda
la fuente de energia preferida, la glucosa.

En definitiva, el operén lac se expresard en niveles altos si se cumplen dos condiciones:

* La lactosa debe estar disponible: provoca la inhibicién del represor y que el operén
se transcriba.

¢ La glucosa no debe estar disponible: promueve que CAP estimule la transcripcion.

Ambas condiciones llevan a una elevada tasa de transcripciéon del operén lac y a la
produccion de las enzimas necesarias para la utilizaciéon de la lactosa.
En resumen, se tiene:

* Glucosa presente, lactosa ausente: no ocurre la transcripcién del operén lac. Eso es
porque el represor lac permanece unido al operador e impide la transcripcién por
la ARN polimerasa. Ademads, los niveles de AMPc son bajos porque los niveles de
glucosa son altos, asi que CAP estd inactiva y no puede unirse al ADN.

* Glucosa presente, lactosa presente: se da la transcripcién del operén lac a un nivel
bajo. El represor lac es liberado del operador porque el inductor (alolactosa) estd
presente. Los niveles de AMPc, sin embargo, son bajos porque hay glucosa. Enton-
ces, CAP permanece inactiva y no puede unirse al ADN, asi que la transcripcion del
operoén solo ocurre a un nivel bajo.

* Glucosa ausente, lactosa ausente: no ocurre transcripcion del operén lac. Los niveles
de AMPc son altos porque los niveles de glucosa son bajos, asi que CAP estd activa y
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estard unida al ADN. Sin embargo, el represor lac también estard unido al operador
(debido a la ausencia de alolactosa), y actia como barrera a la ARN polimerasa y
previene la transcripcion.

Glucosa ausente, lactosa presente: ocurre una fuerte transcripcion del operén lac. El
represor lac es liberado del operador porque el inductor (alolactosa) estd presente.
Los niveles de AMPc son altos porque no hay glucosa, asi que CAP estd activa y
unida al ADN. CAP provoca una intensificaciéon de la tasa de transcripcién por parte
de la ARN polimerasa.
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