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RESOLUCION DEL EXAMEN

Solucién del ejercicio 1
a) Sea W = (a,b,c), con | V| =1:
)7 =1 = a®+ 0P+ =12

n) A7, U)=30° = U U =|7||t|cos 30° = a+b+c=+3-

[ el

m) £V, W) =45 = T - U = |V||d]|cos 45° = 2a+ 2c=2v/2-

Por tanto:

A+ 4+ct=1 a?+b4ct=1 1 a2+ i+c2=1
a+b+c=2 — { 2a+2b+2c=3 FQ_F:B?FQb:§:>

20+ 2¢c =2 2a 4+ 2¢c =2

2a+ 2¢c =2

a2+c2:§
toazice 2 2 _ 3 2 1 2
= :>(1—c)+c:1:>20 —20+Z:O:>8c—8c+1:0
8E4v2 1 2 1 2
N ELVENE R -
16 2 4

— C

Es decir, tenemos dos soluciones:

w-(3+ 2

1,2 V211
2 4722

11
2 4722

9)5-3-2

b) Podemos aprovechar las propiedades del producto vectorial:
(T+Nx (- =Ux(U-D)+Tx(T-V)=UXT—-TXxV+UXU—-T xT
Comod xT=TUxT=0ydxT=-70x1, entonces:

(U+ V)X (U -V)=2V"x" = |[(+7V)x (¥ —-7)| =27 x|

i)
Uxd=|-1 0 a|=04-2a,0) = |7 xU|=4-2a
-2 0 4
Por tanto:
(T +T)x (U —7)| =4 |¥ xU| =2
Y finalmente:
\4—204\:2<:>4—204:j:2<:>{3i:1))



» Observacion: Si no se utilizan las propiedades del producto vectorial, el problema sale
igual, resolviendo directamente:

o o

(U + ) x (d—-7) = = (0, —4o + 8,0)

HOJ
I+ =
QR

Y ahora,
(U + V) x (U —T)|=d<=|—da+8| == —da +8 =44 — { Zz
c) Por las propiedades del producto mizto se tiene:
27U, W —37, W] =2[u, W -3V, W) = 2[u, W, W] -2[¥,3V, W] = —6[«,V, W] = —
Por tanto, el volumen pedido es

V=2, " - 37, W] = 12

Soluciéon del ejercicio 2

a) Elwvector normal a my es ni = (1,1,-1), y el vector normal a Ty es b, que se obtiene como
producto vectorial de los vectores directores del plano 1] = (1,1,-1) y v = (1,3,0).

- = >
1 j  k
Es decir, nj =1 1 —1|=(3,-1,2)
1 3 0
Como 1} Y % no son proporcionales, los planos no son paralelos. Es decir, se cortan en

una recta.
El dngulo que forman los planos se deduce de ni - % (ver figura 1):

ny - b = |nt||nd| cos a, con oo = Z(nf, n)

3—1—-2=0 = a=90°
Es decir, m L w9

b) Ver figura 2.

I) Calculamos la recta v perpendicular a piy que pasa por P. Esa recta tendrd por vector

r=14+A
director a ni. Es decir, r y=1+A
z=1-X

II) Calculamos el punto Q = m Nr:
Qer = Q=>0+\N1+XN1-))
Qcrm = 1+ A+14+A—(1-N)+2=0 = A=—-1 = Q=(0,0,2)
—
III) El punto simétrico de P respecto de w, P' = (x,y, z), cumple PP' = 2]@:
r—1=2(0-1) r=—1

y—1=20-1) } = y=-1 3 = P =(-1,-1,3)
2—1=2(2-1) =3



Solucion del ejercicio 3

a) La recta r pasa por R = (0,1,1) con vector director = (0,-1,3).

- = 2
L
La recta s pasa por S = (—4,2,0) con vector director uj = |1 1 —1|=(0,1,1)
0 1 -1

Como w, Y u, no son proporcionales, las rectas se cortan o se cruzan. Para decidir cudl es
el caso, estudiamos si son o no coplanarios los vectores u_fn, 175>, Y RB (ver figura 3):

0o -1 3
[Ui, @7 ]@] =10 1 1| =16#0 = wectores no coplanarios
-4 1 -1

Por tanto, r y s se cruzan.

— —
Cuando las rectas se cruzan, la distancia entre ellas es d(r,s) = HT ,ux | I (ver figuras
Uy X UG
5

4y9) N

gk

0 1 1

16

Es-decir d(r,s) = 1= 4

b) Obtendremos la recta t mediante la interseccion de los planos m, y 7s (ver figura 6), donde:

= 7. es el plano que pasa por Q) y contiene a r:

Para cualquier punto P = (x,y, z) del plano se verifica que Q?, Cﬁ Y ur.
Es decir,

x+2 y—1 z—-3
| =2 0 2 |=0<=m:2(x+2)+6(y—1)+2(2—-3) =0«
0 -1 3

T +3y+2z2—4=0

= 7, es el plano que pasa por Q) y contiene a s:

Para cualquier punto P = (x,y, z) del plano se verifica que Cﬁ, Q? Y me
Es decir,

x+2 y—1 z—3
e | —2 1 3| =0<=m:4r+2)+2(y—1)—-2(z2—3) =0
0 1 1

s 20 +y—2+6=0

Por tanto
‘- r+3y+z2—-4=0
|l 224+y—24+6=0



Solucion del ejercicio 4

a) Para que una recta y un plano sean paralelos es necesario y suficiente que el vector director
de la recta, y el vector normal al plano, sean perpendiculares.

El vector director de r es w, = (2 6, —4). Por comodidad podemos tomar u, = (1,3, —2)

El vector normal al plano es T = (5,a,4)

rlrn<e=u L7 <u T=05+3a—8=0<=a=1

Cuando una recta r y un plano w son paralelos, se tiene que d(r,m) = d(P, ), siendo P € r.
En nuestro caso, tomando P = (0,2,2) € r
QP |
d(raﬂ-):W7 Qem
O utilizando la expresion analitica equivalente:
5-0+1-244-2-5 5  5V42
VB2 12 + 42 ERVZCR

b) Sia=0, el vector normal al plano es W= (5,0,4). Entonces:

T = |7 |ur| cos Z(0, ) = —3=+411dcos Z(T, up) =

3
(T, u)) = arccos <_\/ﬁ : \/ﬂ) =97.19°

Esto quiere decir, que el angulo que forman la direccion perpendicular al plano w con la
recta r es 180° — 97.19° = 82.81°

El-dngulo que forman la recta y el plano es el complementario del anterior. Es decir:

d(P,m) =

Z(r,m) =90° — 82.81° = 7.19°

r=14+A
c) Las ecuaciones paramétricas de la recta s son s: ¢ y= A
z=142\

L@xu—>

Por otra parte, d(P,r) = j||—, A €r Tomando A = (0,2,2):
u,

AP x W 3
| ’uxu\ \/ <:>|ﬁ>< r\:,/ﬁﬁi:\@

Como P = (1+ X\ A\, 14 2)\)

FA S
AP =140 A2 92X\ — 1) = (—8A+T, 144X, 2015) —> |APX| = VBINE — 84X 1 75
13 -2

AP % W] = /3 = 84N% — 84\ + 75 = 3 = 84)2 — 84N+ T2 =0 <= TA2 — TA + 6 =0

7+ v49 — 162
14
Por tanto, no existe ningun punto cumpliendo la condicion.

A= £R



agenes de los ejercicios

~

J
\—
F
C

Figura 1: Ejercicio 2a). Angulo entre dos planos

P=(1,11)

igura 2: Ejercicio 2b) Célculo de un punto simétrico respecto de un plano
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Figura 3: Ejercicio 3a) Rectas r y s que se cruzan

s € Ily
Uy X g C Iy

Figura 4: Ejercicio 3a) Construccién de la recta ¢ perpendicular comin a r y s (no
era necesario para calcular d(r, s))



Figura 5: Ejercicio 3a) Interpretacion geométrica de la férmula para el calculo de la
distancia entre dos rectas que se cruzan

Figura 6: Ejercicio 3b) Recta que pasa por un punto Q y corta a otras dos



Figura 7: Ejercicio 4b) Angulo entre recta y plano



