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Ejercicio 32

x=1+a(y —2) s y—z+1=0
X=z v ax —z=2a-2

Dadas las rectas r : {
a) Determinar su posicién relativa en funcién de a.

b) Calcular las coordenadas del punto de corte cuando sean secantes, y el
angulo que forman.

c) Para a =2, determinar la ecuacién de la recta t perpendicular a ambas.
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Apartado a)

|

X
z

=1-—-2a+ay
=x

=

r:

x=1-—2a+a\
y=2A
z=1-—2a+a\
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Apartado a)

x=1-—2a+a\
== r: y=2A
z=1-—2a+a\
Por tanto, r tiene vector director T = (a,1,a), y pasa por
R=(1-2a,0,1-2a)

Z=X

. r:{le—Za—i—ay
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Apartado a)

|

Por tanto, r tiene vector director w
R=(1-2a,0,1-2a)

x=1—-2a+ay
z=x

y=-14z
z=2—2a+ ax

-
:g{

x=1-—2a+a\
y=2A
z=1-—2a+a\

= (a,1,a), y pasa por

X=X
y=1—-2a+a\ .
z=2-—2a+ a\
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IES O LU = r:q y=2A
Coute o z=1-—2a+a\
Ejercicio 32 Por tanto, r tiene vector director U= (a,1,a), y pasa por
R=(1-2a,0,1-2a)
X=X
.S:{)z/:;i_gaz—&—ax = s:¢ y=1-2a+a\ .
- z=2—2a+ a\

Por tanto, s tiene vector director i = (1, a,a), y pasa por
S=(0,1-2a,2—2a)
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Apartado a)

x=1-—2a+a\
== r: y=2A
z=1-—2a+ a\
Por tanto, r tiene vector director T = (a,1,a), y pasa por
R=(1-2a,0,1-2a)
xX=A
.S:{)z/:;i_gaz—&—ax = s:< y=1-2a+al
z=2-—2a+al\
Por tanto, s tiene vector director i = (1, a,a), y pasa por
S=(0,1-2a,2—2a)
e Para estudiar la posicién relativa, lo mas rapido es determinar en qué

Z=X

R rz{x:l—Za—i—ay

casos los vectores U? F_Z y % son coplanarios:
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Apartado a)

. rz{x:l—Za—i—ay
z=x

Por tanto, r tiene vector director w

R =(1-2a,0,1—2a)

.S:{y:—l—kz

z=2—2a+ ax

Por tanto, s tiene vector director UZ

S=(0,1-2a,2—2a)

e Para estudiar la posicién relativa, lo

— S

x=1-—2a+a\
y=2A
z=1-—2a+a\

= (a,1,a), y pasa por

X=X
y=1-—2a+a\
z=2-—2a+ a\

(1,a,a), y pasa por

mas rapido es determinar en qué

casos los vectores U? F_Z y % son coplanarios:

o (@, 3, RS =
2

Fa—Fi—Fy
S

a
1
a—1

a+1
0
0

1
a
1-—2a

1
a—1
1-2a

= O W

a+1 1 a
a+1 a al —
0 1—-2a 1

Fi+Fy—Fy
L

=(a+1)(a—1)=0<=a==+1
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Apartado a)

|

x=1—-2a+ay
z=x

x=1-—2a+a\
== r: y=2A
z=1-—2a+a\

Por tanto, r tiene vector director T = (a,1,a), y pasa por
R=(1-2a,0,1-2a)

y:

z=2—2a+ ax

X=X
= s: y=1—-2a+a\
z=2-—2a+ a\

—1+z

Por tanto, s tiene vector director i = (1, a,a), y pasa por
S=(0,1-2a,2—2a)
e Para estudiar la posicién relativa, lo mas rapido es determinar en qué

casos los vectores U? F_Z y % son coplanarios:

a 1 a a+1 1 a
O[W,Ug,%]: 1 a N i b N PR a al —
2a—1 1—-2a 1 0 1-2a 1
a+1 1 a
Fo—F1—F,
2207 0 a—1 0|=(at1)(a—1)=0<=a==+1
0 1-2a 1
0UZ,U;yﬁgsoncoplanariossiysolosia:loazfl



Por tanto:

°CaSoa=1

it
v

Q>
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Por tanto:
® Caso a

1
4

(1,1,1). Es decir, r y s son paralelas o coincidentes.
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Por tanto:
® Casoa=1
o U =1ul
e Sea R=
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Por tanto:
® Casoa=1
e U =u = (1,1,1). Es decir, r y s son paralelas o coincidentes.
e Sea R=(-1,0,—-1) € r.

y—z+1=0

x—7=0 , rysson

Como R no verifca la ecuacién de s : {

paralelas.
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Por tanto:
® Caso a—=

o

e Sea R=(-1,0,—-1)€r.

1
—

Como R no verifca la ecuacién de s : {

paralelas.

® Casoa= -1

y—z+1=0
x—z=0

¢ =(1,1,1). Es decir, r y s son paralelas o coincidentes.

, rysson
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@® Casoa=1
° F: =u= (1,1,1). Es decir, r y s son paralelas o coincidentes.

e Sea R=(-1,0,—-1)€r.

Como R no verifca la ecuacién de s : { i: ; i %): 0 , rysson
paralelas.
® Caso a= —

o U = (-1,1,-1) y uw= (1,-1,-1). Como U?)/\/Us), para que los tres
vectores considerados sean coplanarios, necesariamente r y s se cortan en
un punto.
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@® Casoa=1
° F: =u= (1,1,1). Es decir, r y s son paralelas o coincidentes.

e Sea R=(-1,0,—-1)€r.

Como R no verifca la ecuacién de s : { i: ; i %): 0 , rysson
paralelas.
® Casoa= -1

o U = (-1,1,-1) y uw= (1,-1,-1). Como U?)/\/Us), para que los tres
vectores considerados sean coplanarios, necesariamente r y s se cortan en
un punto.

® Caso a # +1
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Por tanto:
® Casoa=1
e U =u = (1,1,1). Es decir, r y s son paralelas o coincidentes.

e Sea R=(-1,0,—-1)€r.

Como R no verifca la ecuacién de s : { i: ; i %): 0 , rysson
paralelas.
® Casoa= -1

o U = (-1,1,-1) y uw= (1,-1,-1). Como U?)/\/Us), para que los tres
vectores considerados sean coplanarios, necesariamente r y s se cortan en
un punto.

® Caso a # +1
Como los vectores no son coplanarios, las rectas r y s se cruzan.
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Apartado b)

Para a = —1, las ecuaciones de las rectas son r : {

¥

X+y=

X —Z=



Resolucién
de
Problemas
del Bloque
de
Geometria

IES O
Couto

Ejercicio 32

Apartado b)

Para a = —1, las ecuaciones de las rectas son r : {
sl y—z=-1
' —Xx—z=—4

@ Cilculo del punto de corte P=rnNS

X+y=

X —Z=
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Apartado b)

. X =3
Para a = —1, las ecuaciones de las rectas son r : { Ty y
x—z=0
y—z=-1
s:
{ —x—z=—4
@ Cilculo del punto de corte P=rnNS
x+y=3
. x—z=0
e Resolvemos el sistema y—z=-1 , que forzosamente es
—Xx—z=-4

compatible determinado porque ya hemos demostrado que las rectas se
cortan en un Unico punto. Eso significa hay tres ecuaciones independientes
(en este caso tres cualesquiera). Si elegimos todas menos la tercera:
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Apartado b)
x+y=3

Para a = —1, las ecuaciones de las rectas son r : { x—7—=0

ly—z=-1
s.{ —x—z=—-4

@ Cilculo del punto de corte P=rnNS

x+y=3
. x—z=0
e Resolvemos el sistema y—z=—1 que forzosamente es
—Xx—z=-4

compatible determinado porque ya hemos demostrado que las rectas se
cortan en un Unico punto. Eso significa hay tres ecuaciones independientes
(en este caso tres cualesquiera). Si elegimos todas menos la tercera:

x+y=3 X+y:3
x—z=0 M x—z=0
—Xx—z=—4 —2z=—4
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Apartado b)
x+y=3

Para a = —1, las ecuaciones de las rectas son r : { x—7—=0

ly—z=-1
s.{ —x—z=—-4

@ Cilculo del punto de corte P=rnNS

x+y=3
. x—z=0
e Resolvemos el sistema y—z=—1 que forzosamente es
—Xx—z=-4

compatible determinado porque ya hemos demostrado que las rectas se
cortan en un Unico punto. Eso significa hay tres ecuaciones independientes
(en este caso tres cualesquiera). Si elegimos todas menos la tercera:

X+y= x+y=3
Xx—7z=0 Fth=h ) _7=0
—Xx—z=—4 —2z=—4

e Portanto, z=2 == x =2 :§3y:1. Es decir, rNns =P =(2,1,2)



@® Calculo del dngulo entre ry s, Z(r,s):

it
-

DA
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@ Cilculo del dngulo entre ry s, Z(r,s):
Se deduce del producto escalar de los vectores directores:
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IES O Se deduce del producto escalar de los vectores directores:

Couto
. w=|u Hus\cosa siendo o = Z(T}, %)
Ejercicio 32 . U: Ug ( 17_1) (17_17_1) - _1
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@ Cilculo del dngulo entre ry s, Z(r,s):
Se deduce del producto escalar de los vectores directores:

o .U = |w}|||cos a, siendo o = (T}, )
o u - =(-1,1,-1)-(1,-1,-1) = -1
o [ar]=V3
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IEs 0 Se deduce del producto escalar de los vectores directores:
o .U = |w}|||cos a, siendo o = (T}, )
Ejercicio 32 . U:-U;:(—l, 1,-1)-(1,-1,-1)=-1
o [ =V3



Resolucién
de
Problemas
del Bloque
de
Geometria

IES O
Couto

Ejercicio 32

@ Cilculo del dngulo entre ry s, Z(r,s):
Se deduce del producto escalar de los vectores directores:

o .U = |w}|||cos a, siendo o = (T}, )
o U uw =(-1,1,-1)-(1,-1,-1) = -1
o || =3
. [@=V3
Por tanto:

—1=23cos &« => « = arccos (—%) = 109'47°
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o .U = |w}|||cos a, siendo o = (T}, )
= ( 17 17 _1) : (17 -1, _1) =-1

Ejercicio 32 o u -

li
I &l

55

‘i‘_
o |ug]

£

Por tanto:
—1=23cos &« => « = arccos (—%) = 109'47°

Como 4(r,s) es el menor dngulo formado por las rectas en el plano que
contiene a ambas, entonces

Z(r,s) =180° — 109'47° = 70'53°
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@ Cilculo del dngulo entre ry s, Z(r,s):
Se deduce del producto escalar de los vectores directores:

o W-W = \—>Hu5\cosa siendo o = Z(T}, %)

. u,-U;:( ,1,-1)-(1,-1,-1) = -1
Wr\ =
o |l = f
Por tanto:

—1=23cos &« => « = arccos (—%) = 109'47°

Como 4(r,s) es el menor dngulo formado por las rectas en el plano que
contiene a ambas, entonces

Z(r,s) =180° — 109'47° = 70'53°

Por eso la férmula general para determinar el dngulo entre dos rectas r y

s es
cos Z(r,s) = %Uk G|
’ |ur || s |
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Ejercicio 32 Paraa_zy tenemos r : { X—ZZO ys: { 2x —z=2

Lo mds intuitivo resultaria caracterizar t como aquella que pasa por los puntos

Py Q verificando:
Per, PG LAB

Q € s, %L@
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Apartado c)
x—2y =-3 ys: { y—z=-1

x—z=0 2x —z =2
Lo mds intuitivo resultaria caracterizar t como aquella que pasa por los puntos

Py Q verificando:
Per, PG LAB

Q € s, @L@

Para a = 2, tenemos r : {

Determinados P y @, podria darse facilmente una ecuacién de t.



Resolucién
de
Problemas
del Bloque
de
Geometria

IES O
Couto

Ejercicio 32

Apartado c)

x—z=0 2x —z =2
Lo mds intuitivo resultaria caracterizar t como aquella que pasa por los puntos

Py Q verificando:
Per, PG LAB

Q € s, @L@

Para a = 2, tenemos r : { x—2y=-3 ys: { y—z=-1

Determinados P y @, podria darse facilmente una ecuacién de t.

El problema es que la determinacién de las coordenadas de P y Q puede
suponer cdlculos incémodos. Por eso, la estrategia mas eficiente es determinar
t como la interseccién de los planos I y 1>, tales que:

e [1; contiene a r, y tiene por vectores directores u y U XU

e [1, contiene a s, y tiene por vectores directores w y XU
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© Calculo de MM:

it
v

Q>



® Célculo de My:

e r tiene vector director T} = (2,1,2)

<0

«Fr <

it
-

DA
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® Calculo de N;:
e r tiene vector director u; = (2,1,2)
e s tiene por vector director 7 = (1,2, 2)
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@ Calculo de IMy:

e r tiene vector director u; = (2,1,2)
e s tiene por vector director 7 = (1,2, 2)

e El vector Fz X Us) es

ur

X

=

L

l\)n—lk.J,
RN

(—-2,-2,3)
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S e r tiene vector director u; = (2,1,2)

e s tiene por vector director 1 = (1 2,2)
e El vector F,) X Us) es

ur

rXUs):

L

- -
J k
1 2|=(-2,-2,3)

2 2

e El plano MMy pasa por R = (—3,0, —3), con vectores directores uy

E) X Ug Para cualquier punto P =
Ff X Ug son coplanarios.

x+3 y z+3
VCRPGL T X W] =0e=M:| 2 1 2 |=0
2 2 3

My :7(x+3)—10y —2(z+3) =0
My :7x—10y —2z+15=0

(x,y,z) € My se verifica que ﬁ, o

y



@ Cilculo de I,:

it
v

Q>



® Cilculo de I5:

e s tiene vector director @ = (1,2,2)

<0

«Fr <

it
-

DA
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e s tiene vector director uz = (1,2,2)
e El plano My pasa por S = (0, —3, —2), con vectores directores Wy

U, X ui. Para cualquier punto P = (x,y, z) € Ny se verifica que ﬁ w y
UZ X U; son coplanarios.

Ejercicio 32

x y+3 z+2
Mo [P, T x W] =0e=M:|1 2 2 |=0
-2 -2 3
My:10x—7(y+3)+2(z+2)=0
My:10x -7y +2z—-17=0
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Tt @ Cilculo de My:
e s tiene vector director uz = (1,2,2)
e El plano My pasa por S = (0, —3, —2), con vectores directores Wy

U, X ui. Para cualquier punto P = (x,y, z) € Ny se verifica que ﬁ w y
UZ X U; son coplanarios.

Ejercicio 32

x y+3 z+2
Mo [P, T x W] =0e=M:|1 2 2 |=0
-2 -2 3
My:10x—7(y+3)+2(z+2)=0
My:10x -7y +2z—-17=0

® La ecuacién de la recta t resulta:

) 7x—10y —2z4+15=0
10x -7y +2z—-17=0
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