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Angulo entre dos rectas

Angulo entre dos rectas secantes

El dngulo que forman dos rectas r y s que se cortan, Z(r,s), es el menor de los
angulos que forman en el plano que las contiene.
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Angulos en el espacio

Angulo entre dos rectas que se cruzan

El dngulo que forman dos rectas r y s que se cruzan, se define como el dngulo
que forman dos rectas r’ y s’ que son secantes, y verificando que r’ es paralela
ar, ys esparalelaas.
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Angulos en el espacio

Célculo de s)

Siu y U son los vectores directores de las rectas r y s, el angulo Z(r,s) se
deduce del producto escalar de dichos vectores, dado que si o = Z(ur, Us)), se

tiene:
cos o = :jﬁ') U
ur || us]

Como el dngulo a puede estar comprendido entre 0° y 180°, y el dngulo Z(r,s)
se define como el menor que forman, este puede definirse entonces como

Z(r,s) = arccos <ﬁ|ﬁ - Fs)')
’ 7 || us|
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Angulos en el espacio

Angulo entre dos planos

Angulo entre dos planos secantes

El dngulo entre dos planos secantes Ny y My, Z(M1,I2), se define como el
menor angulo diedro determinado por ellos.

II,

£(T0;, T1y)
I,
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Angulos en el espacio

Angulo entre una recta y un plano

En el plano, el dngulo formado por dos rectas coincide con el dngulo formado
por las rectas perpendiculares a las primeras.

En esto se basa el modo de calcular el angulo entre dos planos secantes en el
espacio.
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Angulos en el espacio

Célculo de

Si nf y 73 son los vectores normales a los planos, el dngulo Z(My, M) se
deduce del producto escalar de dichos vectores normales, dado que si
o = Z(ni,n3), se tiene se tiene:

ni - 7

COS & = ==
[ni||n3]

Como el dngulo « puede estar comprendido entre 0° y 180°, y el dngulo
Z(Ny, M) se define como el menor que forman, este puede definirse entonces

como NN
|'71'"2|)

Z(My,MNy) = arccos <W
I
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Angulo entre una recta y un plano

El dngulo de una recta r y un plano I, Z(r, M), se define como el menor
angulo que forma r con la recta r’ que resulta de proyectar r sobre I1

Imagen: Z(r,M) = Z(P'AP) = sen Z(U, ) = |cos a| = “_U)I 7‘|
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Célculo de Z(r,7)

El dngulo entre una recta r con vector director o, y un plano I con vector
normal 7 se deduce del producto escalar de v y , ya que
sen Z(r,M) = cosa, con = Z(, ). Por tanto:

sen Z(U, 1) = |cos a = |7|7||
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Distancia entre dos puntos

Dados dos puntos P, @ € R?, la distancia entre ellos, d(P, @) es el médulo del
vector fijo @ Es decir d(P,Q) = \/(ql —p1)? + (g2 — p2)? + (g3 — p3)?

P = (p1,p2,p3)
Q= (q1,92,93)

d(P,Q) = |PQ]
d(P,Q) = /& + (¢s—ps)® } = d= \/(Ln —p)’+ (@2 —p2)*+ (a5 — ps)”
d=/(a1— @)+ (P2 —p1)°
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Distancia de un punto a una recta

Dada una recta r con vector director U, y un punto P € R?, la distancia del
punto P a r se calcula con la expresién

d(P,r)—"ﬁ%|—7| con Aer

sena:% :|7><,ﬁ|

|AP| = d
|7 x AP| = |7||AP| sena AP

P
AP J
A a o
u - r
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Distancias en el espacio

Distancia de un punto a un plano

Dado un plano I con vector normal ", y un punto P € R3, la distancia de P a
I1 se calcula con la expresion

d(P,H)—@ con AcTl
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Distancias en el espacio

Férmula analitica de d(P

Si P=(p1,p2,p3) y m: mx+ my+ nsz+d =0, como A= (a1, a,as) €,
entonces:
nai + max+ mas+d=20
d=—aim — axny — azn3
Es decir:
/ﬁ'ﬁ:(P1—21,P2—22,P3—33)-(n17n27n3):
= p1n1 + pan2 + p3ns — aim — axny — aznz = pi1m + panp + p3nz + d

Por tanto:
|ni - p1+ n2- p2+ n3 - ps+ d|

2 2
n; + n3

d(P,m) =
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Distancia entre dos rectas

Distancia entre dos rectas paralelas

Dadas dos rectas r y s paralelas, con direccién 7 la distancia entre las rectas
se calcula eligiendo un punto P € s, y calculando d(P, r)

d(ns):d(P,r):%l—7| conAer,Pes

gl
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Distancia entre dos rectas que se cruzan

Dadas dos rectas r y s que se cruzan, con vectores directores UZ y Uz
respectivamente, la distancia entre ellas viene dada por la longitud del vector

fijo PQ, donde:
Per, @ 1w

Q € s, @ 1
Es decir, d(r,s) = |@\ verificando:
Per,Qes

@ u,:0

PG W =0
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Ahora bien, para determinar la distancia entre ambas rectas, realmente no es
necesario obtener las coordenadas de P y Q. Basta con calcular el plano I,
que contiene a la recta s, y es paralelo a la recta r, y calcular la distancia de
cualquier punto B € r al plano [l

Imagen: d(r,s) = d(B,Ms)
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Célculo de d(r, s)

o Si utilizamos la férmula de la distancia de B € r al plano [s, entonces
AB-H| .
d(B,My) = T (siendo 7 el vector normal al plano, y A € I;).
@ Pero como el vector normal al plano [ tiene por construccién la direccién
del vector u; x @, si elegimos A € s C I, también podremos calcular
d(r,s) sin calcular la ecuacién de MMy:

AB - (@ x &)

d(r,s) = X ]

@ De la definicién de producto mixto, finalmente se obtiene la férmula que
se utiliza habitualmente:

4B, @, 2|

d(r,s) = T X &
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>
Uy,

\[/ﬁ w, 2|

Imagen: d(r,s) =
(re)= M
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Interpretaciéon geométrica

El volumen del paralelepipedo de terminado por u;, uZ, y /ﬁ es el valor
absoluto del producto mixto de dichos vectores: |[AB, 7, 12]|

Por otra parte, el volumen también es el resultado de multiplicar el drea de la
base, |7 x w|, por la altura, d.

Por tanto, d = d(r, s) es la altura del paralelepipedo determinado por UL,y
A
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Distancia entre una recta y un plano
[E}

Distancia entr

Distancia de una recta r a un plano I1

Célculo de d(r, M)

Dada una recta r paralela a un plano I de vector normal . Para calcular
d(r,M) basta elegir cualquier P € r, y calcular d(P, )

r
T
d
II
.7
Imagen: d(r,MN) = % conAell, Per
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Distancia entre dos planos paralelos

Dados dos planos paralelos Iy y >, la distancia entre ellos se calcula eligiendo
un punto cualquiera P € Iy, y calculando su distancia a I>.

I,
P
d
I
AP . T
Imagen: d(r,M) = % con Aellp, Pelly
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