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Solucion a los ejercicios de Problemas Métricos

106

107

109

110

a. Py =(1,2,1), Py = (2,3,1), P3 = (-1,4,3), P4 = (0,5,3)
P1P5 = (1,1,0); P1P3 =(-2,2,2) = 2(-1,1,1); P1P4 = (-1,3,2)
110
-11 1|=0
-132

—_— ) . Yy
Por tanto, rango {PIPZ, PyP3, P1P4} = 2, y los tres vectores son coplanarios y también

los cuatro puntos. Tomando el primero y el segundo como vectores de direccion del

plano buscado, resulta: [ m: (1+A—p, 2+A+p, 1+p), 4, HER]

_— —— _— —
PyPy-Py1P3=(1,1,0)-(-2,2,2) =0=> PPy LP1P3

=[P1PyP4P3 es un rectangulo

—_— —_—
P3P4 =(1,1,0) = P1 Py = P1P,P4P3 es paralelogramo

. hrea =|FiF3| [P | = v2 VT2 - (v

a. _ 4,—1 |P=1(0,0,1)
o =(1,1,2)
Q=1(2,-1,4)

=(xy,2)=(2,-1,4)+t(2, —1’1){
v=(2,-1,1)

PG =(2,-1,3)
2 -1 3
1 1 2|=-6+#0= rango {@, u, 7}:3 y, por tanto, [4 pt]
2 -1 1
b. R=(1,1,0)

0-1
1=1=25= Falso, [1,5 pt]
(1,1,0)=(2, -1,4)+t(2, - 1,1)
(-1,2,-4)=1t(2, —1,1) Falso, no son proporcionales, [1,5 pt]

c. Plano © que contienea ry; y es paraleloa r)

x y z-1
1 1 2 |=0;m:3x+3y-32+3=0;[m:x+y—-z+1=0] [3pt]
2 -1 1

Py =2x-3y-6z+3=0

r= ===
! 2 Py=dr+3y+3=0
x=3+t

rE{y=—-2+2t
z=1+3t

plano mediatrizde P; y Py:

|2x—-3y—-62z+3| _ |4x+3y+3| , |2x—3y—-62z+3| _ |4x+3y+3|
= i 7 = 5
J22+(—3)2+(—6)2 J42+32
[2 p]

5|2x-3y—-62z+3|=7|4x+3y+3| ; 5(2x-3y—-62z+3)= £7(4x+ 3y +3)
se obtienen, asi, dos planos perpendiculares entre si:
my =3x+6y+52+1=0; np =19x+3y—-152+18=0
[2 p]
punto de cortede r conmy: 3(3+t)+6(-2+2t)+5(1+3t)+1=0; t=-1/10

sustituyendo en las ecuaciones paramétricas de r:

[ 4(29/10, —22/10, 7/10) |

punto de corte de r conmy: 19(3+1t)+3(—-2+2t) - 15(1+3t)+18=0; t=27/10
[ B(57/10, 34/10, 91/10) |
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111

113

115

2x+3y—-5z+1=0
x+2y—-z+12=0
4x+7y—-7z+5=0

2 3 -5| -1

M={12 -1]-12 >

47 -7| -5

M
23 -5
M| =1 2 -1|=0
47 -7

Por tanto, los tres planos no tienen ningdn punto

en comun. \>

Ademas

2 3 2 3 12
=1; =2; = -

12 4 7 4 7

Por lo que ninguno es paralelo a otro.

Son, en definitiva, [planos que se cortan dos a dos |

A(1,0, = 1), B(¢, 3,0), mi2x—y+4z—-1=0
AB=(¢t—-1,3,1)
vector normal den: o = (2, —1,4)

los dos vectores han de ser perpendiculares y cero su producto escalar:

AB- W =(t-1,3,1)-(2,-1,4)=2t-1=0 > [t = 1/2]

7ZE%2=%1=Z;3
x=2+21 x=-2-pn
riEqy=k+31; 2 =E{y=1+2u
z=—2 z=3+3u
En el punto de corte:
2+420=-2—-yu 2+u= -4

k+3A=1+2u , \31-2u=1-k
—-A=3+3u -1=3u=3

Para que el sistema sea compatible determinado (rango = 2), el determinante de la matriz

ampliada ha de ser cero.

2 1 -4

3 -2 1-k[=0;28-5k=0;
-1 -3 3

Tomando el punto Q = (-2,1,3) de r, y los dos vectores de direccién:

2 -1 x+2
m| 3 2 y-1|=0;[r:11x-5y+7z+6 =0
-1 3 z-3

A(1,0); B(0,2); C(x, x)

El problema se puede abordar desde la geometria del espacio mediante el producto vectorial.

AB=(-1,2); AC=(x—1,x)

— —>7
T
Area =3 |48 x ac| = 3 =21100,0, =3x+2)| = 2 |-3x+ 2|
=2 2| -1 2 0| =2 I&B = =gl
x—1 x 0
Area=%|—3x+2|=2
S PO
|-3x+2]=4; -3x+2=+4; x="234=13 ¥ 3
2 [c3=(2,2)
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116

3x—ay+2z—(a—1)=0
2x—5y+3z-1=0
x+3y—(a—1)z=0
3 —a 2 |a-1
M =12 -5 3 1
1 3 1-a| O

M
3 —a 2
M| =|2 -5 3 |=-2(a-2)(a-5) [1p]
1 3 1-a

|Va +2,5, I[M|#0, rango M = 3, solucidn unica; los planos se cortan en un punto| [3 p]

Para a=2
3 -2 2|1
3 -2
M =2 -5 3 |1]; > s =-11#0=>rangoM =2
13 -1]0 -
M
3 -21
2 -5 1|=0= rango M’ =
1 3 0

la =2, rango M = rango M’ = 2, infinitas soluciones; los planos se cortan en una recta [3 p]

Para a=5
3 -5 2|4
3 -5
M =2 -5 3 |1]; 5 5=—5¢0=>rangoM=2
1 3 -4]0 -
M
3 -5 4
2 -5 1|=30#0= rango M’ =
1 3 0

Ademads, ningulin plano es paralelo a ninguno de los otros dos.

la=5, rango M = 2 # rango M’ = 3, sin solucién; planos se cortan dos a dos [3 p]

=




|x=az+2 Cx—-1_ y+1
. T ] =_b =2z

117 1
y=z-3

Pasando las ecuaciones a forma paramétrica resulta:
x=2+al x=14+2u
ryiyy=—-3+21; r2:qyy=—1+bu
z=2 z=pu
Que proporcionan puntos y vectores de direccion:
P(2, -3,0) ) ) Q(1, -1,0)
{7([1, 1,1) {7(2,;;, 1)

_
PQ=(-1,2,0)
a. rilry > WLV =>uU-v=0; (a1,1)(2,b,1)=0; 2a+b+1=0

r1y rp coplanarias = det{ﬂ’, v, ﬁ} =0

a 11
2 b 1{=0; -2a+b+3=0
-120
Con lo que resulta el sistema:
2a+b+1=0
{—2a+b+3=0
que tiene por solucién [7 p]
b. {P(Z, -3,0) {Q(l, -1,0)
Tl: N ; 7'2: N
w(1/2,1,1) 7(2, —2,1)
La ecuacion del plano resulta (tomando el punto Q):
x—-11/2 2
y+1 1 -2|=0;[2x+y-2z-1=0] [3p]
z 1 1
10 x=1+22
B e - RES (P 7
z= —2+21

my:3x+4y-1=0

my:4x-3z-1=0

d(r,nl) = d(r,nz)

[3(1+24)+4(=1+32)—1] _ |4(1+22)-3(-2+24)—1]|
J32+42 J42+(—3)2

1182-2] _ 22491 ;4812 = +(21+9)

. _u
181-2=22+9; A =1z
7
181-2=-21-9; 12=—ﬁ
_ 1 x=1+2(—l)
x—1+216 20
11 38 17 10 _ s (5 _41 54
Py y—_1+3E'P1_(E’E’_E) ; Ppiqy=-1+3 20) ; PZ_(ZO’ 50" 20)‘
- 11 7
Z__2+2E z=—2+2(_E)

Resulta razonable que haya dos soluciones, pues el lugar geométrico de los puntos del espacio que
equidistan de dos planos (plano mediador o mediatriz) estd formado por dos planos perpendiculares

entre si y que se cortan en la misma recta interseccion de los dos planos originales.

T

%)

Py

P,

En la figura se muestra la proyeccion de los planos y la recta sobre un plano perpendicular a la recta interseccion de los dos planos. En gris los dos planos mediatriz.
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11
120

12
121

13
125

14
126

2 -1 1|3 s 1
M = 1 -1 1|2 ,‘ ‘=—1¢0,rangoM22
1 -1
3 -1 —alb
M

Para que los planos se corten en una recta el sistema debe ser compatible e indeterminado, con

rango M = rango M =2.

2 -1 1
IM=0; |1 -1 1[=0,a+1=0,[a= —1] [3pt]
3 -1 —a
2 -1 3
rangoM =2 ,porloque |1 -1 2|=0,4-b=0,[b=4] [3pt]
3 -11b

La ecuacién de r se obtiene resolviendo el sistema. Haciendo z = 1:

2 -1|3-2 1 |3-2 -1 112 3-2
;x=_—1 =l,y== =—-1+2
1 -1{2-2 2-2 -1 1 2-2
=1 A=(1,-1,0)
riqy=—-1+4+21,; 1!
" w=(0,1,1)
z=2
B=(2,1,3); 4B = (1,2,3)
x—1 y+1 z
mil 0 1 1=0;[mxty-z=0] [4pt]
1 2 3
s
x=5+22
x+ky+z+2=0 ~1-.
T y=2—/1 s
x—y—-3z-2=0 A——
z=—-74+2 =
n

la recta s viene determinada por dos planos que tienen por vectores
normales:
w(Lk1) y 7'(L,-1,-3)

la recta r tiene por vector de direccién (2, - 1,1)

=0;(2,-1,1)-(1,k1)=0;2-k+1=0 ; k=3

cl

—
u-n
— —

>u-n

Uin=>u
r//s=> N
LT "=0;(2,-1,1)-(1,-1,-3)=0;2+1-3=0;0=0

El sistema
x+2y—-3z=5
3x+5y—-7z=12
2x+y+mz=n

ha de ser compatible indeterminado.

12 -3
35-7/=0; -m=0;[m=0]
21 m

12 5
3512/=0;1-n=0;|n
21 n

Asi, los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada valen 2.

x—4y+2z-12=0
V1701 = 41,24

12
757 © 2,619




15 | a)p(2,1,2) 06, 1,4)

174
la distancia de P a Q es la diagonal del cuadrado:

d(P,Q)=J(6—2)2+(1—1)2+(4—2)2=m

diagonal = V2 - lado = lado = % =V10

drea = lado? = [5p]
b) es el plano mediatriz; tomando un punto R(x, y, z) arbitrario del plano pedido:

d(P,R) = d(Q,R)

J(x—2)2+(y—1)2+(z—2)2=J(x—6)2+(y—1)2+(z—4)2

x2—4x+4+y2 -2y +1+22-4244=x2—-12x+36+y2-2y+1+22-82+16
8x+4z-44=0; [2x+z—11 = 0|[5 p]
[también se podria haber obtenido con el vector]

normal P_é y el punto medio del segmento PQ

189 | T* ;

16 {2x—y=5 {x+2y—3z+1=0
y+z= -1 2x+5y+z+2=0

pasando a paramétricas:

2

r:(§+l, 21, —1—21) s1(=1—17u, 7u, —p)

los puntos R y S tienen vectores de posicion proporcionales:

5
7+ _2a_-1-22

-1-17pu = 740~ —-pn

i ca=2.,-22
resolviendo: 1 = 7 =TT

sustituyendo en las ecuaciones de r y s:
R(Z, =7 1. [g22 12 2
12 "6’ 6/’ 11y 117 11

y la recta t tomando como vector direccion (23, — 14, 2)

y como punto el propio origen 0(0,0,0): |t: (23y, — 14y, 2y)
Otra forma de resolver el problema es obtener la ecuacién
de t=m,Nmg; paralo que es preciso calcular previamente

las ecuaciones m, y mg de los planos que contienena Oy a

r y s respectivamente. (Ver figura de la derecha). Una vez

obtenida t se calculan las coordenadas de los puntos Ry S.

Hay una forma muy rapida de obtener las ecuaciones de m, y

mg sin necesidad de pasar r y s a paramétricas. Se recurre al

"haz de planos" que contienen a una recta dada:

"haz de planos" que contiene a r:
k(2x—y—-5)+(y+z+1)=0

de entre ellos, el que pasa por 0(0,0,0):
k(-5)+1=0; k=1/5

g (2-y=5)+(y+z+1)=0; fr: 2x+ 4y + 52 =

"haz de planos" que contiene a s:
k(x+2y—-3z+1)+(2x+5y+2z+2)=0
de entre ellos, el que pasa por 0(0,0,0):
k+2=0;, k= -2

M= 2(x+2y-3z+1)+(2x+5y+2+2)=0; iy + 7z =

2x+4y+5z=0
t=m,.Nmg:

t:(23y, — 14y, 2y)

y+7z=0
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200

18
201

x=—-3+21
My =x+y+z=-3; Il = y=_1+”;rsx;23=y=$
z=-6-p
x+3 1 0
z+6 0 -1
comparando Ioscoeficientesder[lynzz%:%:%#%
por tanto: (y no coincidentes) [3 p]
x=3+2t
paso de r a paramétricas: r = y=t
z=3+3t

MNiNr: 3+2t+t+3+3t=-3;t=-3/2
x=3+2(-3/2)=0
A=M{Nr= y=-3/2
z=3+3(-3/2)= -3/2

[4=(0, -3/2,-3/2) | [2p]
MyNr: 3+2t+t+3+3t+9=0;t= —-5/2

x=3+2(-5/2)= -2
B=1INr= y=-5/2
z=3+3(-5/2)=-9/2

[B=(-2,-5/2,-9/2) | [2p]

en realidad no es necesario obtener estos dos puntos -aunque es muy
conveniente para el siguiente apartado-, pues basta obtener el vector
(2, 1, 3) de direccién de r que no es perpendicular al vector

7(1, 1, 1) caracteristico de ambos planos

P es el punto medio entre Ay B:

—-2+0 -5/2-3/2 -9/2-3/2
pe (40, L2, 22N L[5 5] 36l

B
T, \\
T F \A

N=x—y+z=0; P(1,0,1)
a) ¢ P' simétrico de P respecto de 11 ?
7o =(1, —1,1) vector normal o caracteristico de 1T
recta t que pasaporP y P':
[2p]
Q=tNM: 1+2+2+1+1=0;32=-2;1=-2/3
Q=1(1/3,2/3; 1/3) t
P'(x, y, z); Q es el punto medio entre P y P":

x=-1/3 n

750 5) =35 3)= v=4s3
z=-1/3

b) ¢ r' simétrica de r respecto de IT ?

re i o=t r= (L 3 14 30)

1
H=rNMI; 1+u—-3pu+1+3u=0; u= -2

[F=C1 -6 -9 ] e
= (ZEE)H 3(222

14
2,2 L 3G % F)-w1n

P u=3

L x+1 y+6 z+5
= 245 | [4p]




19 _|2x—-y=0 _|x+by=3
214 r= y s=
ax—z=0 y+z=3

En forma paramétrica:

x=21 x=3-bu
r={y=21; s={y=u

z=al z=3—p
Punto y vector direccion:
_(0(0,0,0) o _(4aB,0,3)
r={7=(1,2,a) S={7=(—b, 1, - 1)

04 =(3,0,3)

— .
Para que se corten en una recta rango {OA, 7, Tf'} = 2, y su determinante cero.

3 0 3

1 2 a|=0; 3(2b—a—-1)=0; 2b—a-1=0

-b 1 -1

Ademés, para que sean perpendiculares - v =0; —b+2—-a=0

{a—Zb: -1 {(1:1
b=1

a+b=2

20 N=x-2y=0
215 J_[\ Y=2x-y+2z-3=0

En primer lugar deben obtenerse las ecuaciones de

-

P(x y, 2) los planos g y ¢':
|2x—y+2z-3| -1

\/ /22+(—1)2+22
o \/ 2x—-y+2z-3= %3

\/ c=2x—y+2z=0]|[2p]
b'=2x—y+22-6=0][2p]

Q
[ =

d(P,2) =1;

Para calcular, a continuacidn, las rectas solucién r y r':

x—2y=0 .
r=oNIl: [2 p] en forma continua:
2x—y+2z=0
x—2y=0 .
r'=d¢NI: [2 p] en forma continua:
2x—y+2z-6=0

La interpretacion grafica no es necesaria, y el problema se puede abordar desde un punto de vista estrictamente analitico, tomando un punto arbitrario P(x, y, z) del
lugar geométrico buscado y exigiendo que se cumplan las condiciones del enunciado:

Pen
d(P,2)=1
x—2y=0
[2x—y+2z-3| -1
22+(—1)2+22
{x—Zy:O {x—2y=0
2x—y+2z-3=%3 2x—-y+2z-3£3=0
{x—2y=0 , {x—2y=0
r: r':
2x—-y+2z=0 2x—-y+2z-6=0
21 23+4a—10b+ab 4—a—4b+3ab b-3
3136 Va # 1 se cortan en el punto ( 3a-1) , TB@-10 a—1)
a=1,b# 3 son paralelos; no se cortan
a=1,b=3 rcn recta contenida en el plano
22
3y | piEz2_y#l_z=3 A(2, -1,3)
2 "2 3 922, -2,3)
0(0,0,0)
x 2 2
wily -1 -2|=0; m:Bx=2:=0
z 3 3
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339 x+y+z=2 1
2x+3y+z=3 M'=
kx+10y +4z = 11 \e 10 4] 11

M
Los planos no son paralelos, pues no tienen coeficientes proporcionales.
Para que los planos tengan una recta comin rangoM = rangoM' =2

M| = -2k + 14

rangoM =2= |M|=0=[=7] [7p]

; ; =3-2=1%#0,y, portanto, para k=7 rangoM = 2
11 2

2 3 3|=0>=fangoM =2] [3p]

7 10 11

24 | 4=(2,0,1)

340
x—1_ y+3 z .. B=(1,-3,0)
T TTT OTTIo TS
u=(21-1)
BA = (1,3,1)
Los vectores BA y U son vectores de direccién del plano buscado.
x—1 y+3 z
| 2 1 -1|=0;[r:4x-3y+52-13=0|
1 3 1
25 3x+ay+z—-1=0
341
2x+6y—-2z-6=0
x+y+z+1=0
Para que la recta esté situada en el plano el sistema formado por las tres ecuaciones habra de
ser compatible indeterminado de rango 2.
3 a 1
26 -2(=0; 45-a)=0;[a=5]|[3p]
11 1
, 1 ) -
Ademas =2+ 0 por lo que el rango de la matriz de coeficientes es 2 para a = 5.
1
El rango de la matriz ampliada también a de ser 2:
3 1 1
2 -2 6/=6+6+2+2+2-18=0
1 1 -1
Asi pues, para a =5, tanto el rango de la matriz de coeficientes como el rango de la matriz
ampliada valen 2, y la recta estd incluida en el plano. [7 p]
26
342 r:"Il:_y‘lZ:Z‘4 4=0,24)
- ¢ ®=-19

x=5_y=2 z B=(5,20)
' v =(-1,a4 -1)
AB = (4,0, —4)
N

para que r y r' sean coplanarias es necesario y suficiente que rango {TI, v, AB} <2

1 -1 a

para lo que det{i’,?,ﬁ}:O; -1 a -1 =0z

4 0 -4

se puede comprobar que para a = 1 las rectas son paralelas y no coincidentes,

mientras que para a = — 2 son dos rectas que se cortan en un punto

9de 16



10 de 16

27
343

28
346

29
347

30
348

31
350

x+y+az=1
ax+y+z=1
2x+y+z=a
11all
M ={a 1 1|1
21 1fa

1

1
M =|a 1 1| =(a-1)(a-2)
1

N o2
= = a

Va#1,a# 2, rango M =3 vy los planos se cortan en un punto.

Para a=2
112|1 . . . .
w=l>1 1|1 Las filas/ecuaciones 32 y 42 resultan claramente incompatibles, y corresponden
a dos planos paralelos.
2112
M
Para a=
1111
w=l111l1 Las filas/ecuaciones 13 y 22 son corresponden al mismo plano, que se corta con
51 101 el correspondiente a la 32 fila/ecuacién en una recta.
M

Por tanto, [para a =1 los tres planos se cortan en una recta |

El vector director de la recta interseccion se obtiene facilmente al multiplicar vectorialmente los vectores
normales de ambos planos:
i

w=(1,1,1)x(21,2) = =1(1,0, -1)

Lol N
N R =

1
2

1 1 1
‘para k= 5 se cortan en (E' 0, E)‘

para k # % se cruzan

— 1/2
d(rl,r2)=—| kj/’jll

m:2x+2y+z-3=0
A(1,0,2), B(2,1, -2)

recta perpendicular a © por A:

t:(1+24,22,2+1), 2eR A
C=tNn
Sustituyendo las coordenadas paramétricas de t en =:
2(1+22)+2(20)+(2+4)—3=0; 924+41=0; A= —1/9 t B
- _1 _1 WY le=(Z -2
c=(1+2(-35).2-35)2+(-3)i = (5 - § ¥)
Tt
— — 2 2 1 1 c .
B=(1,1,-4;a=(-5 -3 - 3)=- 52201
area triangulo =% |ﬁxﬁ| = 1_18 (1,1, —4)x(2,2,1)| =
1 1g./5
=151(9, =9,0)| = 59V2
4D = BC D (x, y, 2) c
(x=3,y-1,2-2)=(2,1,2)
(x,y,2) = (3,1,2) + (2,1,2) = |(
L, —_—_ —
area = |AB x BC| =
A B
i j k
=2 2 -1||=1(5,-6,-2)| =[¥&5] (5p)
21 2



=0
A=(1,2,3); r:{"

a) distanciade A ar:

x=0
pasando r a paramétricas: r:{y =0
z=t

obtenemos un punto y un vector direccién de r:
0=(0,0,0); ¥=(0,0,1)

5ix |
|

d=d(A,r)=|?=[5 p]

b) plano perpendicular a r por A:

% = (0,0, 1) es un vector normal del plano; asi pues:

0(x—-1)+0(y—-2)+1(z—3)=0; -3 =0][5p]

El problema se simplifica mucho si se advierte que la recta r es el eje Z. La distancia d se obtiene, asi, mediante el teorema de

Pitagoras, y el plano ha de ser z = 3. 1

32 | @) k=14 P(-4,5,3)

1798

b) m:1lx—5y+7z+48 =0

¢) @~ 850 54'14"

_ [70-5k]

d)d= V195

e) f~ 510 58'25"
33 | g)85039'53" [2 p]
1801

b) 560 47'21" [2p]
o) ST‘/E ~3,5355u  [2p]

d) = 2,7156u  [2p]

5
V335
¢) $V65 ~4,1533u2 [2p]

34 1) ecuacién del plano = perpendicular a r y que contiene a P,

B R o2,1,-1)x(1,5-1)=(4,1,9)
m:4(x=3)+1(y-1)+9(z+2)=0; |r: 4x+y+92+5=0
2) punto M interseccion dery «
2x+y—z= -2
. ; -8 3 -1
M:{ x+5y—-2z=0 resolviendo M=(7, 17 ﬁ)
4x+y+9z= -5
3) P2 =(x, ¥, 2)
M es el punto medio entre Py y P»
- _3%
=7
x+3 y+l z=2)\_ (-8 3 -1} 4
2+ 22 )=\7" 14 1a y=-3
_13
2=77
35 X—-8y+5z-3=0
1804
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36 x+z= x=1/2
1809 T ;T2

y=0 z=k
x=1-21 x=1/2
T = 1 T2 y=pu
=2 z=k
A=(1,0,0) B =(1/2,0,k)
Ty N ;T2 N
u =(-1,0,1) v =(0,1,0)

1 : ]
Por tanto,| para k # 5 el sistema formado por los tres vectores tiene rango tres. Las rectas se cruzan

SN -101
En ningln caso son paralelas, pues rango{u, vi= rango( 01 O) =2

1 . .
| Para k = 5 las rectas se cortan en un punto. Las dos rectas estan en un mismo plano

|(Zx7) 8|

W) = TEsT
-1 01
(Wx¥)-AB=| 0 1 0[=3-k
-1/2 0 k

U xv=(-1,0,1)x(0,1,00=(0,0,-1); |[¥x¥|=1

|Gxw) 8] _ |3+
d(ry, ) = @7 =—71 =
37 La recta r eseleje Z. z
1814 d(A,7) =V5 | [6pt]
2t

. ) Ny A(1,2,3
[4 p1) - A 23)

38 x=1 _y+1  z+2 | |
1824 i =T=T,r.(1+2t,—1+3t,—2+2t),(telR)

my:3x+4y-1=0 , mp:4x-32z2-1=0

P=(1+2t, —1+3t, —2+2t) punto genérico de la recta r

d(P, my) = d(P, m3)

[3(1+2t)+4(—=1+3¢)—1] _ [4(1+2t)—-3(—2+2t)-1]
J32+42+02 B J42+02+(—3)2

118t—2| _ [2t+9]
5 - 5

s 118t —2| =[2t+9] ; 18t—2= % (2t+9)

ler caso
11
18t—2=2t+9;16t=11;t=ﬁ
11 11 11
Py=(1+273 -1+333, -2+233) =
20 caso
. o 7. t= L
18t-2=-2t-9,; 20t= -7 ; t= 50

o= (v —13(-F) 242 5) (BB )] o

39
1825

a. Pg=(1,0,1); Py =(-1,1,1); P, =(0,-1,2)
@=1(0,0,1)

—_—
PoPy =(-2,1,0) ) »
son vectores de direccion del plano P
PoPp = (-1,-1,1)
=(-2,1,00x(-1,-1,1) = (1,2,3)
=(1,2,3) vector normal del plano P y vector de direccién de la recta r3 buscada

Lx_y_z—=1
312773
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b. El vector PgPy = (—2,1,0) es vector de direccién de ry y de larecta r4 buscada

x= —21
rqi{y=2
z=1
—_— —_
c .{POPZ =(-1,-11) .{popl = (=2,1,0)
: i Tgt
Pg =(1,0,1) Q=1(0,0,1)

—

QPg = (1,0,0)

|[PoP1. PoP2. @Po]|

d =
(r2/74) |POP1><POP2|

_— — —> _ —— —_—
[Ponf PoPy, QPO] = (Popz x P0P1)‘ QPg =(1,2,3)-(1,0,0) =1 I
L, d(r2,74) = 7
|P0P1 x P0P2| =1(1,2,3)| =Via Vi

40
1827

a. Py =(0,0,1), P; =(2,0,0), P3=(0,1,0)y P4=(-1,-1,-1)

PyPy =(2,0,-1); P1P3=(0,1,-1); P1P4=(-1,-1,-2)

2 0 -1
0 1 —1|=-7=%0, vectores no coplanariosNo hay ninglin plano que pase por los cuatro puntos| [3 p]
-1 -1 =2

b. Plano = determinado por Py, Py P3

x y z—-1
|2 0 —-1|=0;mn:x+2y+2z-2=0 [1p]
01 -1

7 = (1,2,2) es vector de direccién de la recta | ri(=1+2, —1+21 —1+22)

,AER [3p]

c. Sustituyendo las coordenadas/ecuaciones de r en n:
—14+2+2(-1+22)+2(-1+22)-2=0

4l | & Py=(1,-1,0), P =(0,2,-1), P3 = (-1,1,2)

1830
PyPy =(-1,3,-1), PyP3 =(-2,2,2) = 2(-1,1,1) son vectores de direccién del plano my
x—1 y+1 z
m| 13 -1=0; dre2ye2-2-0;
-1 1 1
b. 7 = 2,1,1), (vector normal de m1) y P1P5 = (—1,3, — 1) son vectores de direccion del plano
1 1 152 2
x-1 y+1 2z
myil -1 3 —1|=0; 4x-y-6z-5=0;[m:4x—y-7z-5=0
2 1 1
c. Vale un plano cualquiera que no sea combinacién lineal de my y w5, por ejemplo
2 1 1
Pero es preciso comprobarlo: (4 —1 —7|= —6# 0 ; el sistema es compatible determinado.
1 0 O
d. Sumando las dos ecuaciones se obtiene un plano combinacién lineal de my y m5 .
nai6x-62-6=0;
e. Basta con afiadir una ecuacién que resulte incompatible con 7y o con w5 .
42 a.
1831
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43
1832

44
1833

{A =(1,0,0) {B =(-1,1,0)
r= ; SE
v =(2,-2,1)

Plano m, que contiene a r y a 0(0,0,0)

=(0,0,1)y 04 = (1,0,0) son vectores de direccion de n,.
Xy z
|0 0 1|=0; m:y=0
100

Plano ng que contiene a s y a 0(0,0,0)

T=(2,-21)y 04 = (1,0,0) son vectores de direccién de rg

X y z
mg:|2 -2 1|=0; ng:y+2z=0
1 00
x=n
y=0 -
t=m.Nng;|t: , 0, en forma paramétrica, |t y=0|; n€R
y+2z=0 0
z=

La recta buscada es el eje X.
7 = (1,0,0) es vector de direccién de t y vector normal del plano buscado.

m: 1(x—0)+0(y—0)+0(z-0)=0; [r: x = 0]

=2 +y=2 _x=3_y-1_2z+1
= PSETT T T
x=2 x=34+u
rEqy=2-21; s={y=1-yu
z=—-1-ypu
=(0,2,-2) B=(3,1,-1)
r= ; SE
w=(1,-2,0) v=(1,-1,-1)

UxvV=(1,-2,0)x(1,-1,-1)=(2,1,1)

Plano 7, que determinado por ry o x v

%=(1,-2,0)y u¥x7v=(21,1) son vectores de direccién de n,
x y—2 z+2

el |l =2 0 [=0; m: 2x+y—-52z-12=0

2 1 1

Plano g que determinado porsya w x v

V=(1,-1,-1)y ¥ x7¥ =(2,1,1) son vectores de direccién de

x—-3 y—-1 z+1

Mgt 1 -1 -1|(=0; ng:y—-2-2=0
2 1 1
x=5+4n
2x+y—-5z-12=0 Lo
t=m.Nng;|t: oo , 0, en forma paramétrica, |t: {y =2+25|; n€R
-2 =
4 z=2n
AB=(3,-1,1)
|[. 28|
d(r,s)—w
[, 7,48 = (¥ x ¥)- 2B = (2,1,1)-(3, - 1,1) = 6 @3]
d(T,S)=T=ﬁ=
|@ x| =1(2,1,1)] =V6
P=(0,1,0); ¢=(0,0,-1); R=(1,0,1); $=(1,1,1)
— — —
PQ=(0,-1,-1); PR=(1,-1,1); P§=(1,0,1)
0 -1 -1
— — —
1 -1 1| = —1¢0zrango{PQ, PR, PS}=3;|Ios cuatro puntos NO son coplanarios
1 0 1



, . el —
b. plano & estd determinado por P = (0,1,0), PQ =(0,—-1,—-1)y PR=(1,-1,1).

x y—-1 z
|0 -1 -1|=0; [m:2x+y-2-1=0
1 -1 1

La recta s esta determinada por el punto S = (1,1,1) y por el vector normal de 7, 7 = (2,1, - 1).

C a(s,m) = |22'1+1—1—1|2= 1 _ V6
22+124(-1)

45 | a. P =(2, -10,6) , Q = (-2, 6, -2)

1835 _ _ —
Punto medio M = (#, %, 6—22) ;M=(0,-2,2)

PG =(-4,16, —8) = —4(1, —4,2)
El plano, 7, perpendicular por el punto medio (plano "mediador") pasa por el
punto M y tiene por vector normal (1, —4,2) [también (-4, 16, - 8)]
T 1(x-0)—-4(y—(-2))+2(z-2)=0;[g: x—4y+2z- 12 = 0]
b. Puntos de corte del plano con los ejes 4(12,0,0), B(0, —3,0) y ¢(0,0,6)

AB = (-12, - 3,0), 4¢(-12,0,6)

i j k
A ‘s 117377 1 1
Area triangulo = 5|48 x 4C| = 3 |[-12 -3 o|| =31(-18,72, - 36)| = 9I(-1,4, - 2)| = V21
-12 0 6
c. 0(0,0,0)
d(0, m) = 10=4x0+2x0-12] _

V21

46 | 4=(1,0,1);B=(1,1,1); C=(1,6,k)

1837 _ _
a) AB=(0,1,0); AC=(0,6,k—1)
. . 01 0
para que los puntos estén alineados: rango =1
06 k-1
1 0
=0=fk=1 [3p]
‘6 k—1‘
i A
b) area ABC =2
. A 1o 1
areaABC=§|AB><AC|=5|(k—1,0,0)|
k-1 k=5
|—2|=2;k—1=:t4=>{ [3p]
k= -3
) U = 4B = (0, 1, 0) vector direccidn de la recta r que pasa por Ay B
x| _|BxR| s
d(c,r) = et = st = =
[@] []
47 _x z—1 _x+4 _y+1 z-2
rME5=y+6="—5-; r)=—7—="—f = —5—
1838 2 3 ! 6 4 2

a) extrayendo puntos y vectores direccion:

A=(0, -6,1) B=(-4, -1,2)
Tyt N ;T2 N
7 =(2,1,3) v=(3 -21)

4B =(-4,5,1)

2 1 3
— - 2
se estudia el rango de {u, v,AB}: 3 -2 1|=0
-4 5 1
2 1
=-7%#0 s
3 -2
asi pues, rango {7, v, ﬁ} =rango {¥, v} =2
por lo que|r1yr2 se cortan en un punto| [2 p] ()
b) ecuaciones paramétricas: f~
x =2t x=—4+3s
riiyy=—-64+t; r2iyy=-1-2s
z=1+3t z=2+s
2t= —4+3s
-6+t=-1-2s5
1+3t=2+s

resolviendo y sustituyendo: | P = (2, = 5,4)| [2p]

El desarrollo del apartado a) es innecesario;

es suficiente con encontrar P y mostrar que es Unico
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48
2149

49
2150

)R=(-4,-1,2)=8B
punto medio de PR:H = (-1, — 3,3)
plano mediatriz de PR:3(x+ 1) - 2(y+3)+2z-3=0
[2p]

3x-2y+z-6=0

x =2t
Q=mnNry

y= -6+t

z=1+3t

3(2t) - 2(-6+t)+(1+3t)-6=0; t= -1
0=(-2,-7,-2)| [4p]
Queda asi demostrado que el tridngulo es isdsceles.
Si se calcula ahora el angulo a que forman las rectas o sus
vectores de direccion:

[ 7|

w7l

1(2,1,3)-(3, =2,1)|

1
TS T o\ I\ = == o
12,1, 3G, -2, 1) -~ 2recos 3 =60

@ = arccos | = arccos

Con lo que el tridngulo es, efectivamente, equildtero.

x—1 _ y+5 _z+3 |¥=(2,-5,4)
T TSR T3
A=(1,-5,-3)
N:2x+4y+4z=5; n=(1,2,2) 1

)7 W =(1,2,2)(2,-54=0=7 17 =f//0 [2p]
[2:1+4-(-5)+4-(=3)-5] _
S - e /—>ﬁ

b)d(r, M) = d(4, 1) =

A=(1,-5-3)  |x-1 y+5 z+3 W
) :{w=(1,2,2) HEES ] 2 2 |=0 <
U =(2, -5,4) 2 -5 4
[4p]
x=7-2t
x+2y=7 . {7:(4,—2,1)
r= r={Y= :
+2z=4 P'=(7,0,2
y z=2—%t (7,0,2)
P=(1,2,3)
a)[1:4(x-1)-2(y—-2)+1(z-3)=0
x=t
M:4x-2y+2z-3=0;[ y=s t;seR [4p]
z=3—4t+2s
x=1
b)s={y=2+a ; ¥=(0,1,2)
z=3+2a

sustituyendo las paramétricas de s en la general de IT :
4.-1-22+a)+(3+2a)-3=0; 0=0>=> [3 p]

¢) ' : plano perpendicular a s que contiene ar (y a P')

0-(x=7)+1-(y=0)+2-(z-2);[M:y+2:-4=0




