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Propiedades dtiles

> Si existe L = |im f(x) (siendo L y a nimeros reales o un infinito),
X—ra

entonces L es lnico.

» Dadas las funciones f, g, y h, definidas en un entorno de x = a
(con a € R o infinito), y verificando f < g < h en un entorno de
X = a, entonces:

lim f(x) = lim g(x) = L (real o infinito) = 3Ilim h(x) =L

X—ra X—a xX—a

» Si f es una funcién acotada en un entorno de x = a (con a€ R o
infinito), y Iim g(x) = 0, entonces:
X—a

3lim f(x) - g(x) =0

X—ra

> Silim f(x) =LeR,yL>0(con a€cR o infinito), entonces

f(x) > 0 en un entorno de a.
Andlogamente, si I|m f(x)=LeR,yL <0 (con ae€ R o infinito),

entonces f(x) < 0 en un entorno de a.
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Operaciones con limites

Si lim f(x) = L1, y lim g(x) = Lz (con a, L1 y Ly reales o infinitos),
X—ra X—ra ) . .,

entonces, salvo en los casos de indeterminacién, se cumple:

Propiedades dtiles

s lim(F() +g()) =L+ Lo > lim(F(x)-g(x) = Li - Lo

> )I(l'Lna(f(x)—g(x)) =Li-L (f(x)) L

gx)) L

x—a

> lim (F(x))E™ = L2

X—ra

Indeterminaciones

Las propiedades de las operaciones con limites no pueden aplicarse para
obtener directamente el valor de un Ilimite en los casos siguientes,
conocidos como indenterminaciones:

1) +oo— 00

1m) 0-o00
111) 0 el
0 00
) 0° o? 1%



Ejercicios

Ejercicio 1
Calcula los siguientes limites

2) lim 2arctg(x) — x
x—0 2x — arcsen(x)

b) lim_In(x) tg(x)

&) lim sen(2x) + (1 — x)*> —1

x—0 In(cos(x))

. tg(x) — x
d) xh—%x—sen(x)

e)
f)

lim (2x — 4/1+ x + 4x?)

X—r+00

(1)
x—0 \tg(x) x

, x tg(x)

lim —=\%)
<01 — cos(2x)

R S
lim xsen(m x)
x—1
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Soluciones al ejercicio 1

2
— e 29
2) lim 2arctg(x) — x _0_ VD LHEP o T2 1
x—02x —arcsen(x) 0 x—02 — —2 -
1—x
b) lim In(x)tg(x) = —c0-0=IND =
x—0F
= |im In(>) sen(x) = lim In(x)sen(x) = lim cos(x) =1
x—0+ COS(X) x—0F x—0F
Es decir: In(x)

. _ _ o In(x) oo
Xl_l)r& In(x) tg(x) = XI_I>T+ In(x) sen(x) = X|_|>T+ senl(x) =" IND
L'Hép. 1 —sen?(x)

= lim X = lim ——= =

x=0t — <5 o+ x cos(x)
sen?(x)
2
— 1

lim =520 g

x—0+ X x—0+ cos(x)
p— 2 YET A —
~ lim ZSen (x) _ 0 viep. lim 2 sen(x) cos(x) ~0

x—0t X 0 x—0t 1
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Soluciones al ejercicio 1
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— 2 J— 3 ~
&) lim sen(2x) + (1 —x)* —1 _0_ D e .
x—30 In(cos(x)) 0 Soluciones
, 2 cos(2x) —2(1 — x)
= lino — sen(x) =
cos(x)
lim cos(x) (2cos(2x) — 2 + 2x) _
x—30 —sen(x)
2 2x) =242 2 2x) =242
= lim cos(x)- lim cos(2x) tex 1-lim cos(2x) teox
x—0 x—0 —sen(x) x—0 —sen(x)

2cos(2x) —2+2x _ 0 vLHop.

—4sen(2x) +2

= |I = = |I -2
<00 —sen(x) 0 il S— cos(x)
— HS 2 _ 1A
d) lim tg(x) — x _ O rHep. lim 1+tg°(x)—1 _ O vmep
x—»0x —sen(x) 0 x—0 1 — cos(x) 0
2 2
21801+ t20)) || 2sen((L+tg(x)
x—0 sen(x) x—0  cos(x)sen(x)

i 20+ t8%() _

2
x—0  cos(x)



Soluciones al ejercicio 1

e)

Calculo de limites
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Iim <2x —\/14+x+ 4X2> =400 —00=IND — Soluciones

X—r+00
4 — (L+x+4x°) -1-—x 1
Iim Iim = -

xotoo 2% + 1+ x + 4x2  x—too 2x + /1 + x + 4x2 4

( ):+oo—oo:lND
x—>o+ tgx

( f):—oo—i—oo:IND
x~>0* tg(x) x

lim ( ! 7):|fmig(x):97/NDLH°"
tg X 0

w0 \ tg(x) ( Ho( x) )tg(x) 0

) 1—(1+tg?(x _ —tg°(x _0
= le?) tg(x) + x(1 +tg2(x)) >|<H0 tg(x) +x+xtg?(x) 0
LHep. | —2tg(x)(1 + tg’(x)) _0_y

x—0 1 4+ tg2(x) + 1+ tg2(x) + x2tg(x)(1 + tg2(x)) 2



Soluciones al ejercicio 1

N lim x® (0 =17 = IND
h) limxstr0 = x—1t N oo
x—1 Iim xsen(mx) =1 = IND
x—1—
X 0 L’Hop.
L = lim x5 I L_I ——— In(x) = =
o = In(L) = lim —1 sen(7 x) (x) 0 -
I 1
In(L) = lim NI L —1:>|n(L):—1:>L:e%
x~>1 m cos(mx) ™ ™
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a)

Ejercicio 2
Calcula en funcién del pardmetro « el limite

y 1 1 (x+1)
X—I>Too ( + ax? +4x+8)

In(1
Calcula m para que lim n(1+ mx)

-0 sen(2x) =3

Calcula b para que los siguientes limites sean ndmeros reales, y
obtén dichos Ilimites.

. x cos(x) + bsen(x) , 1 b
1) lim — 1) lim ( )

x—0 x3 x>0 \eX —1 2x



Solucién al ejercicio 2

1
R Iim 1+ ——— =1 =
VaeR, xJToo +ax2+4x+8
- SRR IND =
I 1+ — =17 =
x—lToo ( * ax? +4x+8>
x+1
1 ax?+4x+8 ax2:4x+8
— i 1+ — =
xJToo ( Jrozx2—|—4x—i—8)
lim _ox+l 1
:ex—w—o<>oz><24r4x+8:{eZ si a=0
=1 si a#0
In(1 "Hoép. T
VmeR, lim MAEm) 0y puHee o T
x—0  sen(2x) 0 x—0 2 cos(2x)

%:3c:m:6

. m
2
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Solucién al ejercicio 2

c)

1)

Calculo de limites
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1
Si b = 0 entonces |im M = lim cos(x) = — =4
x—0 X3 x—0 X2 ot
Sib£0 lim x cos(x) + bsen(x) _ 0 _ Np bHap. Soluciones
x—0 x3 0
— 1

lim cos(x) — x sen(x) + b cos(x) _1+b cosibt 1
x—0 3x2 0+

Necesariamente b = —1, por tanto:

lim cos(x) — x sen(x) — cos(x) i —sen(x) _0 L'Hop.
x—0 3x2 x=0  3x 0

. —cos(x) 1

Iim =—=
x—0 3 3

1 b 2x — be*+ b 0 "Hop.
|.'m( 7—>:Ifmu:7:INDL2>p
x—=0\eX—1 2x x—0 2xeX — 2x 0
2 — beX 2—b

im : - —ocosib#£2
x—0 2eX + 2xeX — 2 0

Necesariamente b = 2, por tanto:

. 2 —2e* 0 L’Hép. , 2e* 2 1
Iim = = lim — = - = =

x—02eX +2xeX —2 0 x—0 28X + 2eX — 2xeX 4 2
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