IES O Couto. Preparacion ABAU Curso 2019-2020

1. Vectores en R?

1.1. Vectores libres

Un vector libre @ = (u1,us,u3) es un representante de cualquier vector fijo Jﬁ, de
extremos los puntosA = (ay, as, az) y B = (by, b, b3), verificando uy = by —ay, ug = by —as,
Uz = b3 — as.

1.2. Moébdulo o Norma de un vector libre

Definicién Dado un vector libre @ = (u1,u9,u3) € R3, se define su médulo como el
numero real |7| que proporciona la longitud de @ (figura 1). Es decir:

17| = Vu2 + ud + ul

= Si |7] =1, se dice que @ es un vector unitario.

Uz |- -
T e W = (uy, U2, usz)

il = &+ ud
d=\/uj+ u3

Figura 1: |u|

Propiedades Dados W,V € R3, A € R:

D) [@] >0
W =0<= o =(0,0,0)
m |\ | = A7

m) |7+ V| < ||+ || (Desigualdad triangular o de Minkowski)
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1.3. Dependencia e independencia lineal. Base

1.3.1. ' Combinacion lineal

Dado un sistema de vectores {27{, U3, ... ,172}, se dice que U es combinacién lineal de
los vectores del sistema si existen escalares oy, as ... oy, € R tales que:

ﬁzalu_i+a2u_>2+...+ozn17n

» Si @ es combinacién lineal del sistema {u_>1,u_>2, . ,u_>n}, se dice que 0 depende
linealmente de los vectores {uf, u3, ..., u,} (figura 2).

= Si W no puede expresarse como combinacion lineal de {17{, u_>2, e ,uj}, entoces U
es linealmente independiente de los vectores {uf, u3, ..., u,} (figura 3).

:
:
;
.
,
X ’

Figura 2: u = aju; + asuy Figura 3: {uy, us,uz} L.L

1.4. Rango de un sistema de vectores

Dado un sistema de vectores S = {u—>1, us, ... ,17%}, el rango de S es el nimero maximo
de vectores de S linealmente independientes.

= Si se construye la matriz cuyas filas (o columnas) son los vectores de S, el rango de
S coincide con el rango de la matriz.

= Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1) Los n vectores de S = {27{ T ,u_>n} son linealmente independientes.
I1) Si existen escalares aj,qo,...,a, verificando alﬁ{ + an72 + ...+ anlﬁn =0,
entonces necesariamente oy = ag =... =, =0

1.4.1. Teorema

En R3 el nimero méximo de vectores linealmente independientes que puede tener un
sistema de vectores es 3.
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1.5. Base en R?

» Un sistema de vectores de R? formado por tres vectores linealmente independientes
recibe el nombre de base.

s Si B = {u_>1,u_>2,%>} es una base de R3, entonces, para cualquier vector v € R3
existen Unicos escalares aq, as, a3 € R tales que v = 041171> + OZQU; + 063'1,(,—>3.

Es decir, cualquier vector Tde R3 puede expresarse como combinacion lineal de
vectores de B, y dicha combinacién lineal es tinica.

= Silos vectores de una base son ortogonales (perpendiculares) dos a dos, y unitarios,
se dice que la base es ortonormal.

%
« Los vectores ¢ — (1,0,0), 7 =(0,1,0),y k& =(0,0,1) forman la base canénica de
R3.
2. Producto Escalar

Dados W = (uy,ug,us), U = (v1,v9,v3) € R3, se define el producto escalar de Uy W
como el niimero real @ - ¥ (o también < W, VU >):

7'7:U1"U1+U2'U2+U3"U3

Observaciéon De la defincion de producto escalar, se tiene que
U-U =)

O equivalentemente:

7=V -

2.1.  Propiedades del producto escalar
Para cualesquier 7, 7, W e R3, a € R:

) W-u>0.
Y- =0+ U =(0,0,0)

I e
m) (+7) =7 d+7-0
V) a7~7:7~a7:a(7~7)
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2.2. Interpretacion geométrica del producto escalar

1) Siaplicamos el Teorema del Coseno al tridngulo de lados los vectores 7, 7, 0 — 7,
siendo « el angulo comprendido entre U y v

7 =V =P+ |V =2 [T cos(a)
Dado que | — V2= (U =) (U =V)=" -« —20 -V + U - U, entonces:
U -0 = |||V cos(a)

Como consecuencia de la anterior igualdad, el producto escalar puede utilizarse para
calcular el angulo formado por dos vectores 0 y g

n cos(L(W, V) = |7 |'| 7|

1) De @ - ¥ = ||| 7| cos(a), se deduce que & - ¥ es el producto del médulo de o
por la proyeccion de o sobre .

El vector |7||(§S|(a) = g : gﬁ es el vector proyeccién o sobre U (figura 4)

Figura 4: Vector proyecciéon de u sobre v
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3. Producto Vectorial

Dados W = (ug,ug, ug) y v = (v1,v9,v3) € R3, se define el producto vectorial de U
por o como el vector ¥ x U (o también U N 7) perpendicular a ambos vectores U y
7, dado por la expresién:

- o >
7k
7><7:U1 Ug U3:<

U1 V2 U3

Uz U3
V2 U3

U U3
U1 U3

Uy Uz
V1 U2

9 )

1) El vector U XV es perpendicular a 0 y a V. Bs decir:
U (U xT)=0y V- (U xT)=0

1) Se cumple que | x U] = |¥|| 7| sen(a), con o = Z(U, V)

3.1. Propiedades del producto vectorial

Las propiedades del producto vectorial se deducen facilmente de las propiedades de
los determinantes.
Para cualesquier 7, 7, W e R3, a € R:

W x U =(0,0,0) siysolosi @y ¥ son linealmente dependientes (paralelos).
UXxV=-Ux1

)
)
m) (W) x ¥ =a(d x V)
) (U+XTB=UXTB+UXT

I

II

v

3.2. Interpretacion geométrica del producto vectorial

Dado que |« x ¥| = ||| 7| sen(e), con v = £, ¥, el médulo del producto vectorial
proporciona el area del paralelogramo de lados dados por 0 y .

gl

Area = |%W|-h
h —> Area=|u| |7|-sen(a) = |u x ¥
sen(a) = 7
Anélogamente, para calcular el area de un triangulo A ABC', basta considerar U =

AB, v = A , v tener en cuenta que el drea del tridngulo serd la mitad del area del
paralelogramo de lados 0 y .
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>

. 1
AreaAABC = §|'T[| -h L L
N — AreaAABC = 2| @17 -sen(a) = o|w x ¥

sen(a) =

<

4. Producto Mixto

Dados @ = (uq,up, uz), U = (v1,02,03), W = (wy, ws, ws) € R, se define el producto
mixto de dichos vectores como el ntimero real [7, , Wl

@D =T (T XD
De las definciones de producto escalar y producto vectorial, se sigue que:

Uy U2 U3
U1 U2 U3
w; Wy w3

(7,7, W] =

4.1. Propiedades del producto mixto
Como consecuencia de las propiedades de los determinantes, se tienen:
) [W, 7, W] =0 < rango{W, 7, W} < 3 (es decir, si los vectores son coplanarios)
m (7,0, W) = —[W,E, V) = [V, 0, U] = —[V, U, W) = [W, W, V] = [, T, U]
111)
)

[l + w3, ¥, W) = [u1, ¥, W] + [u3, V', W]
kW, V, W) =KW, 7, W] VkeR

v

4.2. Interpretaciéon geométrica del producto mixto

De la definicién de producto mixto y la interpretacién geométrica del producto escalar,

se tiene:
[7,7,@] = - (7 X E?) = |7||7 X ﬁ|cos(a)

siendo «a el angulo formado por 0 y VX W.
Por tanto, el valor absoluto del producto mixto de los vectores es el volumen del
paralelepipedo cuyas aristas estan determinadas por dichos vectores:

Vparalelepl’pedo = |[77 77 E?“
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— =

u

En efecto, el volumen de un paralelepipedo es area de la base por altura. De la inter-
pretacion geométrica del producto vectorial se tendria

Vparalelepl’pedo - ‘? X w’ “h

Por otra parte:

enl) = % = cos(a
sen(f) = cos(90° — ) = cos(a) } = h =[] cos()

siendo « el angulo formado por 0 y U x W Es decir

v oxw

‘/paralelepl'pedo = |7 X w| ' |7|COS(OZ) = |7 ’ (7 X w” = |[7’77w]|

Analogamente, si A, B, C' y D son los vértices de un tetraedro, haciendo v = @,
ﬁ:/@yﬁzﬁ, se tiene:

‘/tetraedro = é|[77 77 E?H
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5.

5.1.

1)

1)

Ecuaciones de rectas y planos en el espacio

Ecuacién del plano

Dados tres puntos A, B, C' (o equivalentemente, un punto A y dos vectores direc-
tores, U = AB y U = 1@)

Cualquier punto P = (z,y, z) genérico del plano verificard que los vectores ﬁ, E
y AC' son coplanarios, (equivalentemente, el vector AP es combinacion lineal de A
y 1@) Es decir:

» Ecuacién cartesiana o general o implicita [ﬁ, E , 1@] =0

» Ecuaciones paramétricas ﬁ = )\1@ + u@

Ejemplo Determinar la ecuacién del plano que pasa por A = (0,1,2), B = (1,1,1)
y C'=(1,0,1).

Ecuacion general:

x y—1 z—-2
W:[ﬁ,f@,/@]zO@ﬁ:l 0 1 |=0<=7nm:—2—2+2=0
1 -1 -1
Ecuaciones paramétricas:
rT=A+p
T y=1—p
2=2=-A—pu

Dados un punto A y un vector 7 normal (perpendicular u ortogonal) al plano.
Cualquier punto P = (z,y, z) genérico del plano verificara ﬁ 1 7. Es decir:
» Fcuacién implicita AP -n =0 (figura 5)

» Ecuaciones paramétricas (A partir de la ecuacién general puede deducirse un
punto del plano, y dos vectores directores) (figura 6)

Ejemplo Determinar la ecuacién general del plano que pasa por A = (1,1,0) y
tiene vector normal 7 = (2,3, 1).

Ecuaciéon general:
W:ﬁ-ﬁzO(z)Wx:) (x—1,y—1,2)-(2,3,1)=0<=7:20+3y+2—-5=0

Ecuaciones paramétricas: Los vectores @ = (1,0,—-2)y v = (0,1, —3) son vectores
directores de m (son perpendiculares a W)

r=1+A\
T y=14+p
z2==2\A—3u
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Figura 5: [AP,AB,AC] =0 Figura 6: AP -n=0

5.2.  Ecuacion de la recta

Dados dos puntos A = (a1, a9,a3) y B = (b1, b, b3) (0 equivalentemente, un punto A
y un vector director @ = AB = (uy, up, us)).

Cualquier punto genérico P = (z,y, z) verificard que /ﬁ = )\/ﬁ . Es decir:

T =a; + \uy
= Ecuaciones paramétricas r : { y = as + A\us
z = a3+ A\ug

Tr — aq Y — ag Z — as

» FEcuacién continua r : = =
U1 U2 Uus

Ar+By+Cz+ D =0
Ex+Fy+Gz+H=0

La recta se expresa como la interseccion de dos planos. El producto vectorial de los
vectores normales a los planos, es el vector director de la recta.

= Ecuacién general r : {

Ejemplo Determinar las ecuaciones de la recta que une A = (1,3,—1) y B = (0, 1, 2).

r=1+ A\
Ecuaciones paramétricas r : ¢ y =3 — 2\
z=—143\
Ecuacién continua 7 : —— L _¥- 3 _ it !
1 -2 3
., ) 22 —-y+5=0
Ecuacion general r : { 8 — »— A —0

6. Posiciones relativas

6.1. Posiciones relativas de rectas

Sea r la recta que pasa por el punto R con vector director u_>r, y s la recta que pasa
por el punto S, v con vector director w, (figuras 7, 8, 9, y 10):

NN Res = r=s (rectas coincidentes)
= unflw (=) = { RgZs = r | s (rectas paralelas)

= — [u_ﬁ,u_g,ﬁ]#()jrﬂs:(b (r y s se cruzan)
Nwl (u # M\ug) = S
[ur,us,ﬁ]:O = rNs=PecR® (ry s secantes)
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6.2.

D

1)

\

Figura 9: r y s secantes Figura 10: r y s se cruzan

Posiciones relativas de planos

Posiciones relativas de dos planos (figuras 11, 12 y 13).

Sea 71 el plano que pasa por A con vector normal n , y mo el plano que pasa por B
con vector normal n—% :

Aem = m =my (planos coincidentes)

== (=
ni || ny (ni = Ang) = { Aé¢my — m | m (planos paralelos)

. 771)%7@ (77{ %+ )\772)) — m Nme =r (Los planos se intersecan en una recta)

Posiciones relativas de tres planos (figuras 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20 y 21).

Sean los planos 7y, my, T3, con vectores normales ni , b Y nh:
T T+ by + 1z =dy
ot s + boyy + coz = dy
T3 1 azr + b3y + c3z = d3

Determinar la posicion relativa es discutir el sistema lineal formado por las tres
ecuaciones de los planos, con matriz del sistema A, y matriz ampliada A*.

a b o a by oo 4
A= (05} b2 Co A* = a9 bg Co d2
az bs c3 a3 bs c3 ds
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Figura 11: m = my Figura 12: m = mo

Figura 13: my Nme =7

» rango(A) = rango(A*) =3 < m NmNm3=P e R?
Es decir, si los vectores normales de los planos son linealmente independientes,
los planos se cortan en un unico punto P.

» rango(A) = rango(A*) = 2:

] 771)||772>)/r773> = M =T, M NT3=7
Es decir, dos vectores normales son paralelos, y el tercero es linealmente
independiente. Como el sistema es compatible indeterminado, lo que sig-
nifica es que realmente tenemos dos planos coincidentes que se intersecan
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con un tercero en una recta.

° ﬁ%@yfﬁ:aﬁ%Lﬂ@ = mMNmeNT3=7.
Es decir, tenemos dos vectores linealmente independientes, y otro que se
puede expresar como combinacion lineal de ellos. Como el sistema es com-
patible indeterminado, esto significa que tenemos tres planos distintos que
se intersecan en una recta.

» rango(A) = rango(A*) =1 = m = m = 73,

Es decir, se trata de tres planos coincidentes, porque los tres vectores normales
son paralelos y el sistema es compatible indeterminado.

MO

a

Figura 14: r(A) = 3 Figura 15: r(A) = r(A*) =2

|
3

3

Figura 16: r(A) = r(A*) =2 Figura 17: r(A) =r(A*) =1

» rango(A) =2 < rango(A*) = 3:

JIES (

d 771)”775 — m || m, mNmy=rymNms=s (conr| s)
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Es decir, dos planos son paralelos (por tener vectores normales proporcio-
nales), y el tercero se interseca con cada uno de ellos en una recta (dichas
rectas seran paralelas).

° rﬁ%ﬁ%yﬁg:aﬁl}jLﬁﬁg — mNmy=r,mN"3=38mNnm3 =1
(con 7 [|'s [ #)
Es decir, los planos se intersecan dos a dos en rectas (porque no hay re-
laciones de paralelismo entre los vectores normales). Esas tres rectas son
paralelas.

» rango(A) = 1 < rango(A*) =2
En este caso, los tres vectores normales a los planos son proporcionales (rango(A) =
1), pero de rango(A*) = 2 se sigue m; = 7 || 13 = . Es decir, hay dos planos
coincidentes y un tercero paralelo a ellos.

» rango(A) = 1 < rango(A*) = 3.
En este caso los tres vectores normales son proporcionales (rango(A) = 1),

pero ninguna ecuacién es proporcional a otra (rango(A*) = 3). Por tanto, hay
tres planos paralelos: 7y || 7o || 73.

Figura 18: r(A) =2,r(A*) =3 Figura 19: r(A) = 2,r(A*) =3

™1
L= T2 ‘

Figura 20: r(A) = 1,r(A*) =3 Figura 21: r(A) = 1,7(A*) =2
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6.3. Posiciones relativas de rectas y planos

Sea'r la recta que pasa por el punto A con vector director QTZ, y 7 el plano con vector
director 77 (figuras 22 y 23).

LT — Aerm = rCm (rcontenida en el plano )
A¢m = r| m(recta y plano paralelos)

= u. /7 = rNm=PecR> (rectay plano secantes)

Figura 22: r || = Figura 23: rNm = P

7. Problemas métricos

7.1. ~ Distancias
7.1.1. Distancia entre dos puntos

La distancia entre los puntos P = (p1,p2,p3), @ = (q1,¢2,q3) € R? es el médulo del
vector fijo ]@

— PGl = V(o1 — )2+ (2 — @) + (03 — @3)°

7.1.2.  Distancia de un punto a una recta

Sean r es una recta que pasa por A con vector director u, y P un punto del espacio.
Sia= A(ﬁ, ) (figura 24):

d
sen o = ﬁ
AP x @| = |AP|| | sen

= d:d(P,T):%(‘—m

7.1.3. Distancia de un punto a un plano

Sea 7 un plano que pasa por el punto A con vector director ﬁ, y sea P un punto del
espacio. Si o = Z(7, ﬁ) (figura 25):

d
sen(90° — o) =
( ) b
sen(90° — a) = cos(a)
AP .7 |ﬁ|]ﬁ>|cosa

AP - 7|
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Como A = (ay,a9,a3) € m,si P = (p1,p2,p3) ¥y T : nx + noy + ngz + d = 0, entonces

_ |1 - p1 4 ng - pa + ng - sl

d(P,) —
\V/ni+ny+n3
P
d=d(P,r)
AAa
u r
Figura 24: d(P,r) Figura 25: d(P, )

7.1.4. Distancia de una recta a un plano

Sea r una recta con vector director 7, y 7 un plano con vector normal 7. Entonces:
sy CrorNn=PeR® = d(r,m)=0

w || m = d(r,m) = d(A, ), siendo A cualquier punto de r

7.1.5. Distancia entre dos rectas
Sean r y s dos rectas con vector director Ur} y @ respectivamente. Entonces:
»r=sorNs=PeR® = d(r,s)=0
» || s = d(r,s) =d(R,s), siendo R cualquier punto de r.

= 7y s se cruzan (26):

Dados R € r, y S € s, la distancia coincide con la altura del paralelepipedo cuyas
aristas vienen dadas por los vectores u_f«, u_>3, y }ﬁ :

‘/paralelepipedo = AI’G& base - d = Hu_>7“7 u_>sa R?” = ‘u_>r X u_>s|
Por tanto
. |@ @, RS
|uy x ug|
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Figura 26: d(r, s)

7.2. Angulos

. Angulo entre dos planos secantes: Es el menor dngulo formado por los vectores
normales a dichos planos (figura 27).

= Angulo entre dos rectas secantes: Es el menor angulo formado por los vectores
directores de dichas rectas (figura 28).

] Angulo formado por una recta y un plano secantes: Es el complementario del menor
dngulo formado por el vector director de la recta, y el vector normal al plano (figura
29).

,
s

; u .

a s
Figura 27: Z(my, 7o) Figura 28: Z(r, s)

pag. 16



IES O Couto. Preparacion ABAU Curso 2019-2020

Figura 29: Z(r,7) = a = 90° — Z(u,n)
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