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Seccién 1: Sistema de referencia 3 MIATICAS
. g Z
1. Sistema de referencia K-
// //
. 9 P P/ ’
Un sistema de referencia en el es- A | W /

pacio consta de un punto O llama-

I 1

I I

S o = | |

do origen y tres vectores {i,7j,k}. bR !

. . 1 I
Cualquier punto .P.(xo, Yo, 2p) tiene : 120 Ma,
un vector de posicién OP. e) ] »

= Z I // y
g - g P 17 J [
OP =xgi+yoj+ 20k | .V,'Io
______ TR
z
A
® Vector de dos puntos A
—
Dados los puntos A(zg,yo,20) ¥ AB
B(z1,y1,21) se tiene i
_— —  —
OA+ AB=0B
@) = >
- : Y
luego i J

— —

—
AB=0B—-0A

—

AB = (21 — %0, Y1 — Y0, 21 — 20) “Doc| Doc b
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Seccién 1: Sistema de referencia
e Punto medio de dos puntos
Dados los puntos A(zo,yo,20) ¥

B(x1,y1,21) se tiene que el punto
medio del segmento AB verifica

AB =2AM
luego
(B=A) = 2(M—A) — M = A;B
M- $0+$1’yo+y1720+21
2 2 2

Ejemplo 1.1. Hallar el vector AB y el punto medio de los puntos A(—1, 3, 4)
y B(3,1,2).
Solucion: .

AB=B-A=(3,1,2)—(-1,3,4) = (4,-2,2)

—1 1 442
M= (TEE3 3HL A2 g,y
2 2 2
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Seccién 2: Ecuaciones de la recta 5)
2. Ecuaciones de la recta

Definicion 2.1 La ecuacion de una recta viene determinada por un punto
A(zo, Yo, 20) y un vector .

r=< A;ud >
En el dibujo se observa que un punto X pertenece a la recta r, si el vector
—— ) = . =2 o .
AX es proporcional al vector U, es decir AX = A para algin A € R. l\/i a

Siendo o
OX =0A+ AX
— —_— -
AX =0X - 0OA
—_—  —
OX —-OA=)\u
(X-0)—(A-0)=2xu

despejando X se obtiene la ecuacion

‘I‘EX:A-F)\?Y‘

en coordenadas se obtiene

(@, y,2) = (%0, Yo, 20) + A (U1, u2,us3)

Dependiendo de como escribamos la expresién anterior obtenemos diferentes
ecuaciones de la recta.

<« Doc Doch
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Seccién 2: Ecuaciones de la recta

2.1. Tipos de Ecuaciones de la recta

= Ecuacion Vectorial. Expresando la ecuacién 1 en coordenadas
(.’E, Y, Z) = (:an Yo, ZO) +A (u17 Uz, U3)

= Ecuaciones Paramétricas. Separando las componentes
T = z0+Au Ma

Yy = Yo+ Auz
z = zg+ Aug

= Ecuaciones Continua. Despejando en la expresién anterior el parametro

A e igualando
T—To Y—Y 22— %20

Uy U2 us
= Ecuaciones Cartesianas. Operando las igualdades, es decir, agrupan-
do términos y ordenando se obtiene las expresiones:

Az +By+Cz+D = 0
Ax+By+C'z+D = 0
Ejemplo 2.1. Determinar las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos
A(1,2,1) y B(0,3,2).
Solucién: El vector director @ = AB = (—1,1,1)
» Ecuacién Vectorial. (z,y,2z) = (1,2,1) + A(—=1,1,1) < Doc Doch
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Seccién 2: Ecuaciones de la recta

xr = 1—X
= Ecuaciones Paramétricas. y = 2+ A\
z = 1+
-1 -2 -1
= Ecuacién Continua. z =Y _Z CIENCIAS

—1 1 1
= Ecuaciones Cartesianas. Operando las igualdades, agrupando térmi- ]\ 1 a
nos y ordenando se obtiene las expresiones:

o ) 2 3 1
cién y dos puntos de la misma.

z—1  y—2

-1 1 _Jxz+y=-3 = 0
y-2 _ z-1 = ’"—{y—z—1 =0 o
1 1 n
= <

-1 1 -2

Ejemplo 2.2. Determinar de la recta r = x = y+ =z , su direc- S
-

Solucidon: La direccién viene dada por @ = (2,3,1). Un punto es A(1, —1,2).
Para hallar otro punto usamos la expresién vectorial

r=X=A+ )1

Haciendo A = 2 obtenemos el
X1 =(1,-1,2) +2(2,3,1) = (5,5,4) <
<4 Doc Doc
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Seccién 2: Ecuaciones de la recta 8

Haciendo A = 3 obtenemos
X2 = (17 _]-7 2) +3 (25 3; ]-) = (77 85 5)

y asi sucesivamente para obtener mas puntos. 1
r = 1-3X\

Ejemplo 2.3. Dada la recta: y = 24+ A\
z = 142X\

Determinar su vector direccional y dos puntos de la misma.

Solucion:

Su vector direccional es @ = (—3,1,2). Un punto es A(1,2,1). Para hallar otro
punto damos valores al parametro A, por ejemplo, haciendo A = 1 obtenemos

o= 1-3(1) = -2
y = 24+(1) = 3
> = 1+42(1) = 3

O
Ejercicio 1. Comprobar si los puntos A(2,3,1), B(5,4,3) y C(2,1,2) estdn
alineados.
Ejercicio 2. Dados los puntos A(m, 2, —3), B(2,m,1) y C(5,3, —2), determi-
nar el valor de m para que estén alineados, y hallar la recta que los contiene.
z+y—3

y—z—1 = 8 , escribirla en forma con-

Ejercicio 3. Dada la recta r{

tinua.
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3. Ecuacion del plano

Definicion 3.1 La ecuacion de un plano viene determinada por un punto A\
A(zo, Yo, 20) y dos vectores @, U linealmente independientes. B

s=B+py

=< AU, 0 > CIENCIAS

Un punto X pertenece al plano mw, observar el dibujo, si el vector AX es ]\ 1 a
combinacion lineal de U y U, es decir

—_—
AX = d+pv
para algin A\, u € R
— —_— —
AX =0X —0OA
—
Identificando OX = X y

vy .
OA = A se obtiene la
ecuacién

WEX:A-F)\Q_[‘FI/JU (2) <« Doc Doc
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3.1. Tipos de Ecuaciones del plano
= Ecuacion Vectorial Expresando la ecuacién 2 en coordenadas
(2,9, 2) = (2o, Yo, 20) + A (u1, uz, uz) + p (v1,v2,v3)
= Ecuaciones Paramétricas. Separando las componentes
r = xo+Aur+pv Ma

Y = Yo+ Auz+ pvo
z = 2o+ Auz+ pos

= Ecuacion Cartesiana. Para hallar la ecuacion cartesiana del plano

hay que eliminar los pardmetros A y u en las ecuaciones paramétricas.

Como el vector H( es combinggi_@n lineal de los vectores direccionales
Wy U, el rango de la matriz (AX, @, 7) es 2

T—=Zo Y=Y 22— %20

rg U Uo us =2

U1 U2 U3

y por tanto su determinante es nulo.

rT—To Y—Yo 22— %20

™= Uy u2 us = O
V1 (%) V3
T=ar+by+cz+d=0 (3) < Doc Doc b

Volver Cerrar


http://personales.unican.es/gonzaleof/

11 MATEMATICAS
2° Bachillerato

Seccién 3: Ecuacién del plano

Ejemplo 3.1. Determinar las ecuaciones del plano que pasa por los puntos
A(2,3,5), B(1,1,2) y C(3,6,10).
Solucion: La direccién viene dada por los vectores 2

‘4—3)(_1,—2,—3) 14—6)'(1,3,5) CIENCIAS

Ecuacion Vectorial
T = (z,y,2) = (2,3,5) + A\(—1,—2,-3) + 1 (1, 3,5)

Ecuaciones Paramétricas

=

x = 2=A+pu
y = 3—2\+3u
z = 5—-3X+5pu

Ecuacion Cartesiana

z—2 y—3 z2-—95

RECTAS Y

™= 1 2 3 =0
1 3 5
Se desarrolla por adjuntos por la primera fila
T=x—2y+z2z—1=0 >
<
O
<4 Doc Docp
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Seccién 3: Ecuacién del plano 12

En la ecuacion general del plano: T(a,b,c)
T=ax+by+cz+d=0

los coeficientes (a, b, ¢) corresponden a e

las componentes del vector perpen- i

dicular al plano y se le denomina el »

vector normal del plano 7.

. ax+ byt+tcz+d=0
i (a,b,c)

Ejemplo 3.2. Determinar las ecuaciones paramétricas del plano
T=z—2y+z—1=0

Solucion: Elegimos dos variables libres como parametros, por ejemplo y = \
y z = u, quedando

r = 14+2X—p
y = A
E— o

La direccién viene dada por los vectores
(2, 1,0) v(—1,0,1)
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Seccién 3: Ecuacién del plano 13

Ejercicio 4. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto A(2,0,1) y
contiene a la recta de ecuacion :
z—1 y+3

2 1 -1

r=

Ejercicio 5. Hallar la ecuacién de la recta r que pasa por el punto A(1,0,0)
y es perpendicular al plano z —y — 2 +2 = 0.

Ejercicio 6. Determinar la ecuaciéon de un plano que contenga a la recta r
y sea perpendicular al plano 7, siendo:

_w=1 g=1 &+l . r ii_“
STy T T T Y C
2 =p

Test. El punto A(0,1,2) y los vectores (1,2,3) y 9(2,4,6) determinan un
plano

(a) Si (b) No

-2 y+5 z+1

3 1 3 determinan un

Test. El punto A(7,—4,2) y la recta x
plano

(a) Si (b) No

MATEMATICAS
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Seccién 4: Posicién relativa de dos planos
4. Posicion relativa de dos planos

Az +Biy+Ciz=D;
A2$+B2y—|—CQZ=D2 f—nﬂﬁ

CIENCIAS

Teorema 4.1. Sean dos planos a

Estudiamos el sistema lineal de 2 ecuaciones con 3 incégnitas:

,_;4% r(A)=1 r(AM)=1 = T = T
(Al B D1> r(A)=1 r(AM)=2 = m || o

=

AQ B2 02 D2 T(A):2 T(AM):Q = 7T10’/T2:{’I”}

AM >-|
1(A)=r(AM)=1 1(A)=1 r(AM)=2 1(A)=2 r(AM)=2 <CDG
=
€
k=
<< »>
=T, TClan T, N T, = {1} <

<« Doc Doch
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Seccién 4: Posicién relativa de dos planos 15

Ejemplo 4.1. Determinar la posicién relativa de los planos:

m = 3x—2y+4z=2
m = 2x+3y—5z2=-8
Solucion:
A A
/_1\_\ 3f272f1 /—/\_\
3 -2 4 2 = 3 -2 4 2
2 3 =5 -8 0 13 -—-23 —28
AM AM

Como r(A4) = r(AM) = 2 los planos determinan una recta, 3 N mg = {r}.
Para hallar r resolvemos el sistema pasando z como variable libre. De la

., 28 23 . . .,
segunda ecuacién y = 13 + 1—32 y sustituyendo en la primera ecuacién
10 2 | 1 "
T = 13 137:, uego la recta es
10 2
r = —E — E )\
_ 28 n 23 \
YT 133
% = A
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Seccién 4: Posicién relativa de dos planos

Ejemplo 4.2. Determinar la posicién relativa de los planos:

™ = 3z —2y+4z=1
Ty = —b6x+4y—8z=-2
Solucion: Como
3 -2 4 1
-6 4 -8 -2

los planos son coincidentes.

Ejemplo 4.3. Determinar la posicién relativa de los planos:

1
2

3z —2y+4z=1
—6x+4y—8z2z=0
Solucion:

3 -2 4 1 f2+:2f1 3 -2 4
—6 4 -8 0 - 0 0 0

Como r(A4) =1 < r(AM) = 2 los planos son paralelos.

)

N =

MATEMATICAS
16 A
2° Bachillerato
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Seccién 4: Posicién relativa de dos planos 17
4.1. Haz de planos
Definicion 4.1 Sea la recta v determinada por los planos m y 5.

;= T A1$+Bly+012+D1=0
o o Asx+Boy+Coz+ Dy =0

llamamos haz de planos a los infinitos planos que pasan por r. Su expresion M
viene dada por: a

‘a(A1x+Bly+Clz+D1)+6(A2x+B2y+ng+D2):0‘

La figura muestra el haz de planos. Se aseme- .
9 g 0 3 o T
ja a un libro con infinitas hojas (los planos). 3
Dando valores a los pardmetros a y 6 no nu-
los a la vez, se obtienen los infinitos planos del
haz.
am + Bm =0
T,
T

Ejemplo 4.4. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto P(2,—1,3)
y contiene a la recta determinada por los planos:

m_y—i—z:Z <4 Doc Doc
22+ y— z=—1

1
2
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Seccién 4: Posicién relativa de dos planos
Solucion: El plano buscado esta en el haz

az—y+2—-2)+8R2z+y—2+1)=0
exigimos que pase por el punto P(2,—1,3)

a2+ 1+3-2)+6(2(2)—1-3+1)=0
es decir

da+=0= f=—4a

Haciendo @« = 1 = 8 = —4, y sustituyendo se obtiene

Tr+5y—52z+6=0

Ejercicio 7. Dada la recta r formada por m y ms:

!
2

m=g=2
y—z=1

Hallar:
a) La expresién de todos los planos que la contienen.
b) El plano que contiene a r y pasa por el origen.

¢) El plano que contiene a r y es paralelo x — z = 5.

18

O

MATEMATICAS
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Seccién 5: Posicién relativa de recta y plano 19 20 Bachillerato

r=A+Au

5. Posicién relativa de recta y plano

Teorema 5.1. Sean la recta r y el plano 7

f— p— f— s=B+pny
o= T—% _Y—Y _ 2~ % e
U v w
T=ax+by+cz=d
Ma

Para estudiar la posicién relativa
de la recta y el plano, se compara el
vector de la recta @(u,v,w) con el
vector normal 7i(a, b, c) del plano.
Se pueden presentan tres casos:

T2

U lnyAyeEn= r Cm. Contenida.

Uy Ly Asgnm= rom. Paralela.

Uz L7 = r3Nm={P}. Se cortan.

<« Doc Doch
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Seccién 5: Posicién relativa de recta y plano 20

Ejemplo 5.1. Determinar b para que la recta:
z—1 y—2 =z
3 b 6
no corte al plano 7 : 2x — 4y + 5z =0

r=

Solucion:
Para que r no corte al plano tiene que ser paralela, luego

@(3,b,6) L (2, —4,5)

@(3,b,6) - 71(2,—4,5) =0 =36 —4b =0 = [b = 9]

Sib=9, r || 7, veamos que no esta contenida comprobando que no tienen un
punto comin. Tomamos A(1,2,0) € r y sustituimos en 7.

2(1) —4(2) +5(0) = -6 £0 =1 || 7

O
Ejercicio 8. Dados el plano 7 : x + y + mz = n, y la recta
LB _B2 _Z
1 —1 2

a) Calcular m y n para que 7 contenga a r.
b) Calcular m y n para que 7 y r sean paralelos.

¢) Calcular m y n para que 7 y r sean secantes.

MATEMATICAS

2° Bachillerato
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Seccién 6: Posicién relativa de tres planos 21

6. Posicion relativa de tres planos

Sean los planos 7,72, y 73:

1
4P
3

A

Alllf—{-Bly—i-ClZ:Dl
AQZ'—I-BQy-l-CQZ:DQ ﬁl gl gl gl
Azx+ Bzy+C3z=D 2 72 2 2
3T 3Y 37 3 A3 BS 03 D3

AM

Se analiza el sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas discutiendo los

rangos de las matrices A y la ampliada AM. Se pueden presentar los sigu-
ientes casos:

r(A) =1 r(AM) = 1, planos coincidentes.

(4) =
r(A) =1 r(AM) = 2, planos paralelos.
r(A) = 2 r(AM) = 2, Haz de planos, pudiendo haber dos de

ellos coincidentes. Tienen una recta en comun.

r(A) = 2 r(AM) = 3, los 3 planos no tienen puntos comunes,
pueden ser 2 paralelos que intersecan respectivamente al otro,
o bien, se intersecan dos a dos en respectivas rectas.

r(A) =3 r(AM) = 3, los planos tienen un punto en comun.

MATEMATICAS

2° Bachillerato

<« Doc Doch
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Seccién 6: Posicién relativa de tres planos 22

r(A)=1 r(A)=1 r(A)=2
r(AM)=1 r(AM)=2 r(AM)=2
L=
Ma
T,

T, =Ty =T3 TEIHTEZ T >_.
r(A)=3 1(A)=2 2
1(AM)=3 1(AM)=3

=
5 Eﬂ;
oY
o) <4< > >
A |
<4 Doc Doch
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Ejemplo 6.1. Discutir la posicion relativa de los planos:

a: x4+y+kz =1
B: kx+y+z =1 an\
s=B+py
¥ 2z ytz =k CIENCIAS
1 1 k
Solucion: |Aj=k 1 1 |=k-3k+2=0=k=1V k=2 Ma
2 1 1
A A
—_—~ — r(A):Q
=1 11 1 = 1 1 1 1 = 7r(AM)=2
111 1 0 0 0 0 Haz de planos
2 1 1 1 0 -1 -1 —1
AM AM
A A T(A):2
—_— r(AM) =3
h—o (1 1 2 1\ _ /1 1 1 1\ = ang=n
2 1 1 1 0 -1 =3 —1 _
afNy=rs
2 1 1 2 0 0 0 1 B~
AM AM
Sik # 1;2, 7(A) = r(AM) = 3, S.C.D. y los tres planos se cortan en un punto.
[l

<« Doc Doch
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Ejemplo 6.2. Discutir la posicion relativa de los planos:

® 4+ oy = z= 2
3z — 2y + z= 1
6z + y — 2z2= 7

Solucion:

1 1 —1]2 - 1 1 -1 2 o 1 1 -1
3 —2 1|1 |22, o 5 4|5 |89 5 4
6 1 —2|7 ) fs6h 0 -5 4| -5 0 0 O

Es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.r(4) = r(AM) =
S.C.I, los tres planos tienen una recta en comun.

Ejercicio 9. Dados los planos :

To: 20—ky—4z =2
g kxr —y+2z =-3
sy & z+yt+z =1

1. ;Para qué k, determinan 7, y 7g una recta, r(k)?.

2. Estudiar la posicién relativa de las rectas r(k), respecto del plano .

<« Doc Doch

Volver Cerrar


http://personales.unican.es/gonzaleof/

Seccién 7: Posicién relativa de dos rectas 25
7. Posicién relativa de dos rectas
Sean dos rectas cualesquiera
r: A+)u s: B+uv

Las posibles posiciones relativas entre ellas son:

® Rectas paralelas

Dos rectas r y s son paralelas si tienen la misma direccién.

Ejemplo 7.1. Comprobar que las rectas r y s son paralelas:

zr y—1 2z+3 T Yy =z

r=—="— = g===2% ==

1 1 3 2 2 6
Solucién: En efecto, los vectores (1, 1, 3) y ©(2, 4, 6) son proporcionales, luego
ry s tienen la misma direccién. O

® Rectas coincidentes
Dos rectas r y s son coincidentes, si son paralelas y tienen un punto en

comun.

Ejemplo 7.2. Comprobar que las rectas r y s no son coincidentes:

z y—-1 2z+3 T Yy =z

11 3 °T27327%

r

MATEMATICAS

2° Bachillerato

A+Au

s-B+urv
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Solucion: En efecto, por una parte, los vectores @(1,1,3) y 9(2,4, 6) son pro-
porcionales, luego r y s son paralelas. Por otra parte como el punto A(0, 1, —3)
de r no satisface la ecuacion de s, pues

o, 1 6 -3
57376
las rectas son paralelas pero no coincidentes. 1 ]\ él a

® Rectas que se cortan o se cruzan

Sir y s no son paralelas hay dos posiciones de interés: que se corten o se
cruzen en el espacio.(Observar el grafico inferior)

Si las rectas se cortan forrﬁn un
plano y los vectores u,v y AB son
dependientes luego
— = T
det(u, v, AB) = 0
y si se cruzan en el espacio los vec-
—_—

tores 4,0 y AB son independientes
luego

det(@, 5, AB) # 0
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Ejemplo 7.3. Comprobar que las rectas r y s se cruzan en el espacio:

r y—-1 2z+3 Yy oz

T
r=—-— = —_——=— = —
1

1 1 3 0 1
Solucion: En efecto, por una parte, los vectores (1, 1,3) y ¢(1,0,1) no son

S

proporcionales, luego 7 y s no son paralelas. Formamos el vector AB(0,—1,3)
—_—
y calculamos det(u, v, AB). Como

1 1 3
1 0 1|=-5%#0= secruzan
0 -1 3
]
Ejemplo 7.4. Comprobar que las rectas r y s se cortan en el espacio:
r—2 y z—2 r Yy =z
r= = S = S=E—= == —
1 1 3 1 0 1

Solucion: En efecto, por una parte, los vectores (1, 1,3) y 9(1,0,1) no son

proporcionales, luego r y s no son paralelas. Formamos el vector AB(—2,0, —2)
-

y calculamos det (i, ¥, AB). Como

1 1 3
1 0 1| =0= se cortan
-2 0 -2
también decimos que las rectas son incidentes, secantes o coplanarias. ]

MATEMATICAS
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Otra forma equivalente de estudiar la posicién relativa de dos rectas es
—
estudiar el rango de las matrices determinadas por los vectores (u, ¥, AB),
pudiéndose presentar los siguientes casos:

Posicién relativa de dos rectas /\ /l a

D1
1. T{:_sz_,: Z}B} _q } = ry s son coincidentes.

D1
2 r{g,{,l{j‘: 11:1}'3} -9 } = ry s son paralelas.

3 r{d, v} =2 N s "
0 — r S€ cortan.
r{@, 7, AB} = 2 J

4 i o) =2 = I ySssecruza
o = ruzain.
r{i, 7, AB} = 3 v

Ejercicio 10. Estudiar la posicion relativa de las rectas:

r—3 y+1 =z s:{x—y+z—4:0

5 2 -3 324+3y+72—6=0

r=
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Ejercicio 11. Determinar a y b para que las rectas sean paralelas

o . _J 2z4+ay—2=1
r=4dr=2y+6==z 8_{2m+3y+bz=3
Ejercicio 12. Hallar los valores de m y n para que las rectas r y s sean
paralelas:

= 545\
-1
r=q¢ y= 3+ szﬁzy—zz—’_?)
L )\ m 3 n

Ejercicio 13. Estudiar segun los valores del parametro a, la posicion relativa
de las rectas r y s:

a—x Y—2 z—a
1 @ a-1

Ejercicio 14. Estudiar la posicion relativa de la recta:

r= kx4 y+ z = k>
Tl x+y+kz=k

y el plano o :  + y + 2kz = 2, segin los valores del parametro real k.

MATEMATICAS
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Soluciones a los Ejercicios
Ejercicio 1. Para que estén alineados es necesario que los vectores

— —

AB = (3,1,2) yAC = (0,—2,1)

sean proporcionales. Como

=N

1
= #

los puntos no estan alineados. Ejercicio 1

ol w
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Ejercicio 2. Exigimos que los vectores

—_— —
AB = (2—m,m —2,4) AC

sean proporcionales, es decir,

=(5-m,1,1)
5—m 1
2-m 4
— 1 B 1 — m
m—2 4
sera:
r—6 y—2 z+3
-1 11

MATEMATICAS
31 ’ ;
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, r=A+iu

B
s=B+py
CIENCIAS

=

Ejercicio 2

RECTAS Y
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Ejercicio 3. Para pasar r a paramétricas

pd T +y—-3 = 0
y—z—1 = 0
elegimos una variable como parametro, por ejemplo y = A, y tenemos:
xr = 3-=A
rd oy = A
z = =142

Luego un punto es (3,0, —1) y su vector (—1,1, 1), y de aqui en forma continua
queda

_zxz—=3 'y z+1
1 1
Ejercicio 3
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Ejercicio 4. El plano buscado contiene a A y a r luego tenemos dos puntos
A(2,0,1), B(1,-3,0) € r del plano y un vector @ = (2,1, —1).

Con A y B formamos el otro vector direccional AB = (=1,-3,-1). La
ecuacién del plano sera:

r—2 y—0 z—-1
= 2 1 -11=0
-1 -3 -1
m=4(x—2)—3y+5(z—1)=0

Ejercicio 4

MATEMATICAS
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B
s=B+py
CIENCIAS

=

RECTAS Y
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A+Au

Ejercicio 5. La recta r buscada pasa por el punto A(1,0,0), y tendrd como
vector 4 el vector normal del plano 7 = (1,—1,—1) .

e

+py
CIENCIAS

Ejercicio 5

RECTAS Y
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A+Au

Ejercicio 6. Del plano m; buscado tenemos:

-

<

s=B+u\:
CIENCIAS

=

= el punto A(1,1,-1) er

= el vector @(2,—3,—1) de r

RECTAS Y

x Yy z
m yelvectoriden=| 1 1 0 |=z—y+2z=0:
-1 0 1
r—1 y—1 z+1
= 2 -3 -1 |=—4x—-3y+2+8=0
1 -1 1

Ejercicio 6
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Ejercicio 7.

a)

b)

La expresién de todos los planos que la contienen es el haz de planos
alz—y—2)+p0y—2+1)=0 a,fER

El plano del haz pasa por el origen, verifica
a(0-—0-2)+4(0-0+1)=0= (=2«

con a = 1, se tiene § = 2 y sustituyendo en la expresiéon del haz,

z+y—2z=0

Hallamos el plano del haz con vector normal proporcional al vector
normal de z — z = 5. Asociando términos en el haz se tiene

arz+(B-a)y—FBz—2a+=0
o« _f-a_—B

= 00— = =
1= 0 ~ g e=h
con a = 1, se tiene § = 1 y sustituyendo en la expresiéon del haz,

r—z=1

Ejercicio 7

MATEMATICAS
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Ejercicio 8.
Sean la recta y el plano:

rEI:—_l :% Tirx+y+mz=n

a) Calcular m y n para que 7 contenga a r. Es necesario que @(1,—1,1)
sea ortogonal a 7(1,1,m), luego

@-i=0;(1,-1,1)- (1,1,m) = 0 =
y que el punto A(0,2,0) € r pertenezca al plano. Luego sustituyendo
(0) +(2) +m(0) =n =

b) Calcular m y n para que 7 y r sean paralelos. Del apartado anterior r

tiene que ser paralela sin puntos en comun con 7, luego|m =0 n # 2|.

¢) Calcular m y n para que 7 y r sean secantes. Del apartado anterior r

no tiene que ser paralela, luego

Ejercicio 8

MATEMATICAS
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RECTAS Y
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Ejercicio 9. Los planos 7, y m3 determinan una recta siempre que no sean
B
paralelos. Para que sean paralelos se tienen que cumplir:

s p 4 % - ZF (k=22
=TT -k 4 = Imposible
T - 1 L k=

luego Vk € R mo Nmg =r1(k).
Ahora estudiamos la posicion relativa de 7 , T3 y 7y

A

—_—~
2 —k —4 2
k -1 1 -3
1 1 1 1
AM
2 —k -4
Como | & -1 1 |=k>—5k-8.
1 1 1
5+ /68
Al = 0 = k = T\/_ Por otra parte como un menor de AM,

MATEMATICAS
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s=B+u;
CIENCIAS

=

RECTAS Y
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-k -4 2
-1 1 —3 | = —4k + 4 se anula para k = 1, se tiene
1 1 1
_ 54+/68 r(A) =2
ok—T = r(AM) = 3 = r(k)//ms
5+ /63 r(A) =3 _ Ma
ETS T =3 T TeMmnm =)

Ejercicio 9

RECTAS Y
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Ejercicio 10. Obtenemos un punto A € r y su vector 4

T:x—3_y+1_i A(3,-1,0)
-5 2 3| u=(52,-3)
Obtenemos un punto B € s y su vector ¥
_Jz-y+2-4=0
S_{3x+3y+7z—620 = Ma
o B 5= 11 3
y=0= 3x+7z:6} B(7:0.3)
= i j ok
i=|1 -1 1 |= U= (-10,—4,6)
3 3 7

Como @ = (—10,—4,6) ~ @ = (5,2, —3) son proporcionales las rectas 7 y s
son paralelas. Por otra parte como A(3,—1,0) € r satisface las ecuaciones de
s,entonces A € s, y las rectas r y s son paralelas con un punto en comin
luego son coincidentes, r = s Ejercicio 10

RECTAS Y
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Ejercicio 11. Obtenemos el vector direccional @ de 7:

o . . E_y+3_f -
r=4r=2y+6==z2} 1= o9 —4} a=(1,2,4)
Obtenemos el vector direccional U’ de s:
ij kK
2 a —-1|= v=(ab+3,-2b—26—2a)
2 3 b
| ab+3 —2b—2 6-—2a
12 4
ab+ 3 6 — 2a
1 = 1 b = -1/5
—26-2  6-2a ) a — _5
2 B 4

Ejercicio 11

MATEMATICAS
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, r=A+iu

B
s=B+py
CIENCIAS

=

RECTAS Y
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Ejercicio 12. Para que r y s sean paralelas sus vectores deben ser propor-
cionales. Como #(5,3,—1) y ¥(m,3,n),

5

Ejercicio 12

MATEMATICAS
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A+Au

+py
CIENCIAS
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Ejercicio 13. De r tenemos el punto A(0,1,a) y el vector @ = (a + 2,0,0).
De la recta s tenemos el punto B(a,2,a) y el vector 7 = (—1,a* a —1). Para
que sean paralelas @ ~ ¥,luego

a+2 0 0

—_ = :_2
-1 a3 a—1:>a

pero con a = —2, el vector @ = (0,0, 0) lo cual no puede ser. Luego no pueden I\/l a

ser paralelas. Veamos si pueden ser concurrentes. En este caso el determinante
u,v, AB| =0,

a+2 0 0
-1 a® a-1|=—(a+2)(a-1)=0=>a=-2Va=1
a 1 0

Luego sia =1, rNs = {P}. En resumen

a=—2 r no estd definida
a=1 rNs={P} secortan en un punto
a# —2A1 las rectas se cruzan

Ejercicio 13

MATEMATICAS
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B
s=B+py

CIENCIAS

RECTAS Y
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, r=A+Au

Ejercicio 14. Discutimos el sistema segin los valores de k

A
—_—

2 VVE\\‘

kel 1k i Al=k(k-1)=0=k=0Vk=1

1 1 k k) CIENCIAS

11 2 2

~ Ma
Discusién:
s k=0

0 1 1 0\ ,_, 0 1 1
11 0 0 = 1 1 0
1 1 0 2 0 0 0

con r(A) =2y r(AM) = 3. Recta r paralela a .

[ ] k‘:l
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 0 0 0 0
1 1 2 2 0 0 1 1

con r(A) =2y r(AM) = 2. Recta r contenida en el plano .
s k#0A1, r(A) =3y r(AM) = 3. Sistema Compatible Determinado.
Se cortan en un punto. <
Ejercicio 14 <« Doc Doc b

RECTAS Y
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Soluciones a los Tests

Solucién al Test: Como los vectores (1,2, 3) y ¥(2, 4, 6) son proporcionales
no son linealmente independientes. Luego no tenemos direccién para un plano
que necesita dos vectores linealmente independientes. En este caso con estos
datos tendriamos una recta. Final del Test
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Solucién al Test: El punto A(7,—4,2) y la recta
xr—2 y+5 z+1
5 1 3

no determinan un plano pues el punto no es exterior a la recta ya que satisface
su ecuacion

7T-2 445 241

1
5 1 3

Final del Test
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