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13-12-2019. Tiempo estimado: 90 minutos )
RESOLUCION DEL EXAMEN ‘»

Solucién del ejercicio 1

a)

b)

Como B'- B € M3(R), por las propiedades de los determinantes:
2-B'-BY =2 |B'. BY| =8.|B|- |B®| =8-|B| - |B|** = 8- |B" ="
— |2-B'"-B*| =8 (-1)* = -8
XA+3X=B—-A = X(A+3[)=B-A.

Para saber si la matriz X es unica, debemos comprobar si la matriz A+31 es inversible:

— 240 = J(A+3I)

2 0 (1) _31‘
01 3

Por tanto:

40 -1
A+3I=(2 0 — |A43]| = 2-(—1)>*!
1

X(A4+3)=B—-A = X(A+3)(A+3)"'=(B-A)(A+3])" =

X = (B—A)(A+31)"

1 -1 0 1 0 -1 0 -1 1
1) B—A=(0 1 1 ])]=-(2 -3 0= -2 4 1
0 0 —1 0 1 0 0 -1 -1

0 -6 2 0 -1 0
1) Adj(A+3) = | -1 12 —4 | = (Adj(A+3D))'= -6 12 —2 | =

0 -2 0

e 0 1/2 0
S A3t = 3 -6 1
1 20

0 —1 1 0 1/2 0
m) X=(B-A)A+3)'t= -2 4 1 |- 3 61 | =
0 -1 -1 —1 20

—4 8§ —1
== X = 11 =23 4
-2 4 -1

2 -4 0

Solucion del ejercicio 2

1 1 a®—2a 11 a®2=2a a-—1

11 —a 11 —a 0
SeanA=1 —1 a —a matriz del sistema, yA* = | —1 a —a  2a+1

la matriz ampliada:

)



a) Por el Teorema de Rouché-Fribenius, el sistema es compatible determinado (tiene
solucion unica), si y solo si rango(A) = 3.

Se tiene que rango(A) = 3 <= |A| #0:

11 —a 0 I+a —2a
Al=| -1 a —a %m\: -1 a —a | =
1 1 a®—2q | #7275 0 14+a a®*—3a
14+a —2a 1 —2a
_(_ C(_1)2+1 — (_ L (_1)2+1
A= (-0 e T e o a5 =

= |Al=(1+a)(@’®—a) = (1 +a)a(a® 1) = ala+1)*(a - 1)
Por tanto:
w |A| # 0, o equivalentemente, rango(A) = 3 para cualquier a € R\ {—1, 0, 1},

y por el Teorema de Rouché-Frobenius, el sistema es compatible determinado
(tiene solucion unica) Va € R\ {-1,0, 1}

= Sia=0:

1 10 11
A= -1 0 0 — rango(A) = 2, ya que ‘ #0

-1 0

110
110 0 1 1 0
A= -1 0 0 1 — rango(A*) =3, ya que |—1 0 1|#0

110 -1 1 1 -1

Es decir, rango(A*) > rango(A), y por el Teorema de Rouché-Frébenius, el
sistema es incompatible (no tiene solucion)

n Sia=-—1:
1 1 1 1
A= -1 -1 1 = rango(A) = 2, ya que ‘ #0
11
1 1 1
1 1 1 0 1 1 0
A= -1 -1 1 -1 = rango(A*) =3, ya que |—-1 1 —1|#0
1 1 1 =2 1 1 -2

Es decir, rango(A*) > rango(A), y por el Teorema de Rouché-Frébenius, el
sistema es incompatible (no tiene solucion)

w Sta=1:

1 1 -1 11

A= -1 1 -1 — rango(A) = 2, ya que ‘ # 0

-1 1

1 1 -1
11 -1 0

A= -1 1 -1 3 = rango(A*) =2, ya que Fy} = F3
11 -1 0

Es decir, rango(A*) = rango(A) = 2 < 3, y por el Teorema de Rouché-Frobenius,
el sistema es compatible indeterminado (tiene infinitas soluciones)



b) Dado que las ecuaciones primera y tercera son iguales, y dado que vimos que en A las

. . . . rt+y==z
dos primeras columnas son linealmente independientes, resolvemos { Crty—243
T+y==2 Fi—Fos I 20 = -3 N T = —%
—r+y=2+3 F+hH-Fk 20=22+3 y:z—l—%
Las soluciones son (—%, A+ %, )x), con A € R
Solucion del ejercicio 3
2 _
332 < st x <0
e+
a) Setiene que Dom f =R\ {—1, 1}, ya que f(z) = —1 si =0
2
$2 e st x>0
x?—zx
s finax=0:
fo=--1
1
lim, flz) = lim, x2 T lim, 2z +1) =—1
z—0 =0T Tr° — T z—0 .CL’(I — — f continua en = 0
r?—x x(z —1)
1 =1 =1 =—1
Mg f@ =l e = e
s fInax=-—1
Af(-1)
i _ i r? —x 2
oo fla) = B +r 0 - . discontinuidad de salto infinito
enxr =—1
[ 2
» fnx=
Af(1)
, Y 22+ 2
Q}E{L fla) = Q}E{L 22—z 0f 00 discontinuidad de salto infinito
enx =1
4+ 2
l/ = 1/ _ - = —
A =Jin e, ==
Por tanto, f es continua en R\ {—1, 1}
2
— £(0 Ttz _ (1 2 1. (22 —
y PO = i LSOy Dy aPrer @)
em0t oz —0 20+ x w0t z(x? — 1)
222 2
—s f(07) = lim ——— = lim — 2

a0t 22(x — 1) asotx —1



f@)=f0) _ | Emm oD 2 —a 1 (@)

'(07) = i =1 =1

F107) s 70 0 x a0 x(2? + )
27 2

— f(07) = lfm — = 1

m —— =
=0~ 22(x +1) a0 x+1
Por tanto f'(07) # f'(07), es decir f no es derivable en x = 0.

Solucién del ejercicio 4
e*+e ¥ —2cosz 0

"Hap. , et —e 42 0
L — lim _ Y nplHw g & +2senz 0
20 sen(z?) 0 z—0 2x cos(x?) 0

L’Hép. , e* +e "+ 2cosx 4
L = lim =_ =9

2—0 2 cos(z?) — 4a? sen(z?) 2

Solucién del ejercicio 5 a) Sea una funcion f : [a,b] C R — R, continua en [a,b].
Si f(a) y f(b) tienen signos distintos (f(a) - f(b) < 0), entonces eziste un ¢ € (a,b)
tal que f(c) = 0.

T

b) Demostrar que e”* = x equivale a demostrar que e —x = 0:

Sea la funcion f:[0,1] C R — R, definida como f(x) = e™* — x. Se tiene que f es
continua en [0,1], con f(0) =e*—-0=1>0,y f(1) =e*—1=2-1<0. Por
tanto, por el Teorema de Bolzano, existe ¢ € (0,1) tal que f(c) =e ¢ —c=0.

Supongamos que existe d € (0,1) con ¢ < d, tal que f(d) = 0. Entonces, se tendria

f continua en [c,d], derivable en (¢,d), con f(c) = f(d), y en virtud del Teorema de
Rolle, existiria un o € (¢,d) C (0,1) en el que f'(a) = 0.

Pero f'(r) = —e® =1 <0 Va € R, y particularmente, en (c,d), por tanto, se
llega a un absurdo al suponer la existencia de d, con lo que la solucion de f(c) =0 es
unica.

Solucién del ejercicio 6 Dada la funcién f(x) = az* + 2% + bx — 1:
a) Derivando la funcién, f'(x) = 4ax® + 32* + b:

F(=2)=0) _ 4-(=2%a+3-(=22+b=0 —32a+12+b=0
(1) =0 4.1%+3-124b=0 da+3+b=0

1
b) f(x):1x4+:1:3—41:—1 = fl(z)=23+32—4, y f'(z) = 32? + 6z

1) Para el estudio de la monotonia y los extremos relativos, hay que localizar los
puntos criticos de f (donde se anula f'), y estudiar los cambios de signo de f':

flr)=2*+32> ~d=(2-1)(z+2° =0<=a=11=-2

» f>0en(1,+00) = f creciente en (1,+00)
w [/ <0en(—o00,—2)U(=2,1), y ademds, aunque f'(—2) =0, no se produce
un cambio de signo de f' en x = —2, por tanto, f decrece en (—oo, 1)



s [ cambia de signo en x = 1, y pasa de ser negativa a positiva, por tanto,
f alcanza un minimo relativo en x =1

11) Para la curvatura, hay que estudiar la variacion de signo de f":
f'(x) =322 +6r=32(r +2)=0<=2=0,2 = —2

» "> 0 en (—o0,—2)U (0,400) = f convera en (—oo,—2) U (0,+00)
(entendiendo por funcion convera y = %)

» f7<0en(—2,0) = [ concava en (—2,0)

» Tanto en x =0 como en x = —2 la funcion f" cambia de signo, y f cambia

de concava a convexa, y de convexa a concava respectivamente. Por tanto,
enx =01y enx=—2 hay puntos de inflexion.

1

¢) La funcion f(x) = Z$4 + 2% —4x — 1 es continua en [—2,0], y derivable en (—2,0),
por tanto, por el Teorema de Lagrange (o del Valor Medio del Cdlculo Diferencial),
existe ¢ € (—2,0) tal que f(0) — f(—2) = f'(¢)(0 — (—2)). Es decir, existe ¢ € (—2,0)

0) — f(—2

verificando f'(c) = f(O)—(—Q))
FEsto significa, que existird un ¢ € (—2,0) en el cual la pendiente de la recta tangente
a la funcion serd paralela a la secante que une (=2, f(—2)) y (0, £(0)):

f0)—f(=2)  -1-3

file) = 0— (=2 ~ 2 ~*?

— 43c%—4=-2 — 34+32-2=0
f'(c)=c*+3c* —4

Resolviendo la ecuacion ¢ +3c¢2 —2=0:

A+32-2=(c+1)(*+2c—2) =0«
—24+/12
i RS EVE

De esos valores de ¢, solamente ¢ = —1 pertenece al intervalo (—2,0), por tanto, la
recta tangente tiene ecuacion:

C

) @) = O =) = y—f(-1) = F(-Da+1) = y— 7 =2 +1)

Solucidén del ejercicio 7 Si x e y son las dimensiones del folio, atendiendo al dibujo,
dado que el drea del texto tiene que ser de 18cm?, se cumplird que (v — 2)(y — 4) = 18.
De esta condicion deducimos la relacion que tiene que haber entre x e y. Es decir:

18
r—2

=2y —4(z—2)=18 = y(z—2)=18+4(x —2) — y= +4



Como- el drea del folio es A = xy, entonces tenemos la funcion

1 1
A(:z:):x( 82+4> = 8x2+4:1:

x — x —
Buscamos los puntos criticos:

- N —_-1- —92)2 _
18(x —2) —1 18m+4:_ 36 +4:4(x 2)* — 36

Aw) == "9 (z — 2)2 (z — 2)2

A=0=4r-2?-36=0<= (1-2)0°=9«=1-2=43<=a=51=—1

Signo A’ + - +
-1 5
. 18
El valor x = 5 corresponde a un minimo de A(x). Como y = PR + 4, entonces
18
Es decir, las dimensiones del papel son 5 cm y 10 cm.
x
2cm
lem lem
18 cm? Yy

2cm




