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1. Continuidad

1.1. Funcién continua en un punto z = a

Una funciéon f es continua en un punto x = a si satisface las siguientes condiciones:
1) Existe f(a)

11) Existe, y es un nimero real, el limite lim f (x) (paralo cual deben existir, ser nimeros
T—ra

reales, y coincidir ambos limites laterales). Es decir:

lim f(x)= lim f(z)=LeR

z—at T—a~

1) lim f(z) = f(a)

T—a

Si f no cumple alguna de las condiciones anteriores, se dice que f es discontinua en z = a.

Observaciones a la defincién de continuidad en z = a

Aunque la funciéon no sea continua en x = a, en determinadas condiciones puede
hablarse de continuidad lateral:

» Siexiste f(a) € R,y f(a) = lm, f(x), pero f(a) # lim f(z) oA lm f(z), se dice
Tr—a Tr—a~ Tr—a~
que f es continua en x = a por la derecha (o que existe continuidad lateral por la
derecha), y discontinua por la izquierda.

» Siexiste f(a) € R,y f(a) = lim f(x), pero f(a) # lm, f(z) th’m+ f(z), se dice
Tr—a~ T—a r—a
que f es continua en x = a por la izquierda (o que existe continuidad lateral por la
izquierda), y discontinua por la derecha.

Es decir, para que una funcién f sea continua en z = a, debe ser continua en x = a por
la derecha y por la izquierda.

1.2. Clasificacion de discontinuidades en © = a

Discontinuidad Evitable

Discontinuidad de Salto Finito
Discontinuidad Esencial de Primera Especie
Discontinuidad de Salto Infinito

Discontinuidad Esencial de Segunda Especie
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Discontinuidad evitable

Se dice que f presenta una discontinuidad evitable en x = a cuando se cumplen las
dos siguientes condiciones:

1) Los limites laterales en x = a existen, son reales, y coinciden:

lim f(xz) = lim f(z) €R

T—a~ z—at
11) O no existe f(a) (a€Dom f), o aunque existe f(a), se tiene que f(a) # lim f(z)

Esta discontinuidad podria evitarse redefiniendo la funcién en x = a mediante el valor
fla)y= lim f (x). A dicho valor se le llama valor verdadero de la funcién en z = a

Discontinuidades no evitables

» Discontinuidades Esenciales de Primera Especie

e Discontinuidad de salto finito

Se dice que f presenta una discontinuidad de salto finito en = a cuando
existen y son nimeros reales los limites laterales en z = a, pero no coinciden.
Es decir, cuando se cumple que:

lim f(z)=L; e R# lim f(z)=Ly,eR

Tr—a— T—a

A la cantidad |L; — Ly se la denomina salto.

e Discontinuidad de salto infinito

Se dice que f presenta una discontinuidad de salto infinito en x = a cuando
existen los limites laterales, pero alguno de ellos no es un nimero real (es +o0o
0 —00).

= Discontinuidad Esencial de Segunda Especie

Se dice que f presenta una discontinuidad esencial de segunda especie cuando no
existe alguno de los limites laterales en x = a.

1.3. Ejemplos de discontinuidades en xr = a

Discontinuidades evitables en . = a
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Discontinuidades de salto finito en = =«
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Discontinuidades Esencial de Segunda Especie en x = a

1.4. Continuidad en un intervalo
Dado un intervalo de la recta real I, la funcién f : I C R — R es continua en [ si es

continua en todos los puntos del intervalo.

Observaciones

= En un punto que sea extremo de un intervalo cerrado, la continuidad en dicho punto
se refiere a la continuidad lateral.

» Todas las funciones elementales son continuas en su dominio.

= Las operaciones suma, resta, producto, divisién, y composicién de funciones conti-
nuas es una funcién continua en su dominio de definicion.
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1.5. Teorema de Bolzano

Sea' f : [a,b] C R — R una funcién continua en [a, b]. Si el signo de f(a) es distinto
del signo de f(b), entonces existe al menos un punto ¢ € (a,b) tal que f(c) =0

Interpretacién geométrica

Si f(a) y f(b) tienen distinto signo, los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)) estaran situados
uno por encima del eje OX, y el otro por debajo. Como la funcion es continua, debe poder
trazarse la grafica de un solo trazo, por tanto dicha grafica, en algin punto situado entre

(a, f(a)) y (b, f(b)) debera cortar al eje OX.

y
fila, ) CR—R
f continua en [a,b] » = Jc € (a,b)/f(c) =0
f(a)-f(b) <0
fla) ¢ - — -
I
I
I
I
I
I
I
1
{ X
fB) ¢ — - —— - - - = - — - ——— - — —

Corolario: Propiedad de Darboux

Sea f :[a,b] C R — R una continua en [a, b], y £ € R un niimero comprendido entre
los valores f(a) y f(b). Entonces, existe algin ¢ € [a, b] tal que f(c) = k.

Dicho de otro modo, toda funcién f continua en [a, b] toma todos los valores compren-
didos entre f(a) y f(b)

1.6. Teorema de Weierstrass

Para cualquier funcién f : [a,b] C R — R continua en [a, b], existen z,,, xp € [a, D]
tales que f(z,,) < f(z) < f(xy) Vo € la,bl.

Es decir, toda funcién f : [a,b] C R — R continua en [a,b] alcanza sus valores
maximo y minimo absoluto en el intervalo [a, b]
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2.  Derivabilidad

2.1. Funcion derivable en x = a
Sean [ un invervalo de la recta real , y una funcion f : I C R — R. Dado un punto

x = a perteneciente al interior del intervalo I, se dice que f es derivable en x = a si existe,
y es un numero real el limite lim

fx) = f(a)
T—a
A dicho limite se le llama derivada de fenz=a.

Se denota f’(a), Df(a), o gi(a)

Observaciones

» Si f es derivable en z = a, el valor de f’(a) puede encontrarse resolviendo cualquiera
de los dos limites equivalentes:

f’(a):h’mM o f'(a) = lim

T—a T — Q h—0

fla+h) - f(a)
h

= Para que exista la derivada en f en x = a deben existir los limites laterales, ser
nimeros reales, y coincidir. Dichos limites se llaman derivadas laterales:

e Si existe y es real el limite lim M
z—at T —aq

lateral por la derecha, y se denota f'(a™)

f(@) = f(a)
a")

, se llama a dicho limite derivada

e Si existe y es real el limite lim , se llama a dicho limite derivada

)
T—=a~ T
f

lateral por la izquierda, y se denota

Es decir:

) s 1 TE @ T f)

z—at r—a T—a~ T — a

Interpretacién geométrica

y
y— f(a) = f'(a)(z — a)

f@)=flath) oo

Ay = f(z) — f(a) = f(a+h) - f(a)

_ Ay _ f(@)~ f(a) _ fla+h) - f(a)
Ax

xr—a h

Ax () — f(a .+ h) — f(a
tga = f'(a) = lim 2% im f(@) = f(a) = lim flath) = f(a)
z=a Ay zoa T —a h—0 h

f(a)% Ax=x—a

r=a+h
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La recta tangente a una curva y = f(z) en un punto A = (a, f(a)) puede considerarse
como la recta limite de las rectas secantes que unen A con puntos B = (a + h, f(a + h))
que van aproximéandose cada vez mds al punto A (es decir, cuando h — 0).

Por definicién, cuando una funciéon f : I C R — R es derivable en un punto x = a

interior al intervalo I, existe el limite f’(a) = lim

€ R.

fla+h)—f(a)
h

h—0

Por otra parte, la ecuacién de la recta secante que une los puntos A = (a, f(a)) y

B = (a+h, f(a+ h)), tiene por pendiente el cociente my, =

fla+h)— f(a)
- .

Por tanto:

2.2.

Por definicién, f’(a), es el limite de las pendientes de las rectas secantes a la funcién
que unen el punto A = (a, f(a)) con puntos que se aproximan cada vez mas a A.

Es decir, f’(a) es la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(z) en x = a (y
por tanto, la tangente del angulo que forma dicha tangente con la direccién positiva
del eje OX)

Una funcién es derivable en x = a si y solo si puede trazarse su recta tangente en
T = a.

La ecuacién de la recta tangente a una funcién y = f(x) en un punto z = a en el

que la funcion es derivable es: y — f(a) = f'(a)(x — a)

Consecuencias de la interpretacion geométrica de derivada

La ecuacién de la recta normal en x = a a una funcién derivable en dicho punto es

En una representacion grafica, los puntos en los cuales la funciéon no es derivable se
identifican localizando aquellos puntos donde no es posible trazar la recta tangente
a'la curva (los llamados “puntos angulosos”)
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2.3. Teorema: Condicion necesaria para la derivabilidad en z = a

Sean un intervalo I C R, y una funciéon f : I C R — R. Dado un punto a interior al
intervalo I, si f es derivable en x = a entonces f es continua en x = a.

Observacion: El reciproco de este teorema no es cierto. Es decir, la continuidad en
x = a no asegura la derivabilidad en x = a:

f derivable en = a = f continua en z = a

f continua en x = a =-"f derivable en x = a

{ x si >0
I
Figura 1: f es continua pero no derivable en z = 0

2.4. Funcion derivable en un intervalo

Dado un intervalo abierto I, una funcién f : I € R — R es derivable en [ si es
derivable en todo a € [

2.5. Funcion derivada

Dado un intervalo abierto I, y una funciéon f : I C R — R derivable en I, se llama
funcién derivada de f, o funcién derivada primera de f a la funcién:

fl'e TCR — R
z  — [fz)
2.5.1. ' Operaciones con funciones derivables

Dadas las funciones f y g derivables en el intervalo abierto I C R, se tiene que las
siguientes operaciones de funciones son derivables en todo su dominio de definicién:
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La funcién f + g, con funcién derivada (f +¢g) = f'+ ¢’

La funcién f — g, con funcién derivada (f —g)' = f' — ¢’

La funcién k- f, k € R, con funcién derivada (k- f) =k - f’

La funcién f - g, con funcién derivada (f -g)' = f -9+ f ¢
f)’ f9-f-4¢

La funcién i, con funcién derivada ( = 5
g g g

Regla de la cadena: Si la funcién (f o g)(z) = f[g(x)] es derivable, entonces
(fog)(x) = flg(x)] - ¢'(z)

2.5.2. Derivadas de orden superior
Dada una funcién f : I C R — R derivable:

= Si la funcién derivada primera de f, es derivable, su funcién derivada se llama
derivada segunda de f, y se denota f”

f+ ICR — R
r — =)= (") ()

= Sila funcién derivada segunda de f es derivable, su funcién derivada se llama deri-
vada tercera de f, y se denota f”

f": ICR — R
x  — fx) = (") (2)
= En general, si una funcion f puede derivarse sucesivamente n veces, se llama funcion
derivada enésima de f, o funcién derivada de orden n de f, a la funcién £
fo: ITCR +— R
v — f0) = (") (2)
2.6. Teorema de Rolle

Si f:]a,b] C R — R es una funcién continua en [a,b], derivable en (a,b), y con
f(a) = f(b), entonces existe al menos un punto ¢ € (a,b) tal que f'(c) =0.

Interpretacién geométrica

fila, b CR—R
f continua en |[a, b]
f derivable en (a,b)
fla) = f(b)

= Si la funcién es constante en [a, b], trivialmente f'(¢) =0 Ve € (a,b) (figura 2)

= dce(a,b)/ f'(c)=0

= Si la funcién no es constante en [a,b] , en virtud del teorema de Rolle sabemos
que existe al menos un punto interior al intervalo en el que la recta tangente es
horizontal, es decir, paralela al eje OX (figuras 3 y 4)
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Ve € (a,b), f'(c)=0
@)= ) . T

Figura 2: f constante en |a, b|

fi(e) =0

f(a) = f(b)

y = f(x)

f(a) = f(b)

Figura 3: maximo relativo en z = ¢ Figura 4: minimo relativo en z = ¢

2.7. Teorema del Valor Medio del Célculo Diferencial (de La-
grange)

Si f:[a,b] C R — R es una funcién continua en [a, b], y derivable en (a,b), entonces
existe un punto ¢ € (a,b) tal que f(b) — f(a) = f'(¢)(b — a)

Interpretacion geométrica

fila,b)] CR— R
f continua en [a, b] — Jc¢ € (a,b)/ f(b) — f(a) = f'(c)(b—a)
f derivable en (a,b)

f(b) = f(a)

= La expresién f(b) — f(a) = f'(c)(b — a) equivale a escribir . f'(c).

» La pendiente de la recta secante a la curva y = f(x), que pasa por los puntos

(a. f(a)) y (b f(D)), es f@;:fﬁ

= En virtud del teorema de Lagrange, existe un punto ¢ intermedio entre a y b en el

f(b) = f(a)
h—

la pendiente de dicha secante.

cual = f'(c), es decir, en el que la derivada de la funcién f coincide con

= Por otra parte, f'(c) es la pendiente de la recta tangente a y = f(x) en x = ¢, por
tanto, existe un ¢ € (a,b) en el cual la recta tangente a la funcién es paralela a la
secante que une los puntos (a, f(a)) y (b, f()).

9
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Interpretacion fisica

b) —
Latasa de variacién media de la funcién en [a, b] es el cociente TV M fi, 4 = J) = fla)

b—a
fle+h) = flo)

y la tasa de variacién instanténea en ¢ € (a, b) es el limite }lll'n% . = f'(c).
_>

Por tanto, en algin ¢ € (a,b) la tasa de variacién instantdnea coincide con la tasa de
variacién media en el intervalo |[a, b]

Cuando y es el espacio recorrido por un mévil en funciéon del tiempo z, las tasas de
variacion reciben el nombre de velocidad, con lo cual, la velocidad instantanea del mévil
en algin momento ¢ del intervalo (a,b) coincide con la velocidad media del mévil en el
intervalo de tiempo [a, 0]

y /
) e m e T -

m = f'(c)

f(b) — f(a)
~ b-a f(b) — f(a)

fla)r
/

|
|
|
&
a c b

P =

2.8. Regla de L’Hopital

2.8.1. Teorema (Resolucién de indeterminaciones de tipo 7)

Dado I C R un intervalo de la recta real, y a un punto interior al intervalo I, sean
f,g:+1 C R — R funciones derivables en [ salvo quizd en x = a, con f(a) = g(a) =0y

/
g (x) #0Va eI\ {a}. Entonces, si existe lim f/E$)) = L (con L real o infinito), también
z—a g'(x
f(z)

!/
“—— y ambos limites coinciden. (Es decir, lim (@) = lim M =1)
() o g(a)

existe lim
r—a g ((1;)

Observaciones

1. Si alguna de las funciones f o g no esta definida en x = a (sean solo continuas en
I'\ {a}), pero lim f () = lim g(x) = 0, definiendo adicionalmente las funciones f y g

en el punto x = a como f(a) =0y g(a) = 0, ya se verificarian las hipétesis. (El limite
de las funciones no depende del valor de las mismas en z = a)

10
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2. Si fy g son derivables en (K, +00), y EIJP f(x) = lim g(x) = 0, entonces:

T——+00
/ /
3 1m L% 1 (con L real o infinito) — Iim L) = gy L8 _p
T—-+00 g/(;p) T—+00 g’(x) T—+00 g( )

Anélogamente tendriamos el mismo resultado si x — —o0, solo que la derivabilidad
de las funciones se exigirfa en (—oo, K)

!/

3. La regla de L’Hopital nos permite calcular el limite de i si existe el limite de = . Pero
g g
!

siel limite de = mno existe, nada puede inferirse del limite de z
g g

1
Por ejemplo, si f(x) = z* sen( ) y g(x) = z, el limite lim f existe y vale 0, pero el

$—>g
/

limite lim ~ no existe.
x—0 g

2.8.2. Teorema (Resolucién de indeterminaciones de tipo %)

Dado I C R, y un punto a interior al intervalo I, sean f,g: I C R — R derivables
en [ salvo quizd en x = a, con ¢'(z) #0Vz € I\ {a}, vy glcl_rgf(x) =00y glcl_rgg(x) = o0.

/
Entonces, si existe lim J'(w) = L (con L real o infinito), también existe lim M y ambos
v=a g'(x ,) w>a g(z)
coinciden. (Es decir, lim S'@) = lim M =1L)
Tr—a g (l‘) Tr—a g(:[;)
Observacioén:
Si f y g son derivables en (K, +00), y 1_1>r+n flx)=0c0y EIE g(x) = oo, entonces:
!/ /
3 1im L% 1 (con L real o infinito) = lim L&) = 1 L&) _p
x——+00 g’(m) z—>+00 g/(x) x——+00 g(;p)

Analogamente tendriamos el mismo resultado si x — —oo, solo que la derivabilidad de
las funciones se exigirfa en (—oo, K)

2.8.3.  Aplicacion a las indeterminaciones 0 - co

St lim f(z) = +oo y lim g(x) = 0 (con a real o infinto), basta tener en cuenta que

f(x) g(x)
f(@)-g(x) === o [f(x) g(z) ="
9(x) f(@)
0
Ast Iim f(z)g(x) se reduce a la resolucién de una indeterminacion de tipo 0 ° %

11
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2.8.4.  Aplicacion a las indeterminaciones +o0o — 0o

St lim f(x) =400y lim g(x) = 400 (con a real o infinto), basta tener en cuenta que

[(f(@) = 9@ smem 30— 7

f(x) —g(z) = ) =5
f(@)-9(z) f(z)-g(x)
0 S 0
Asi: ;;lg}zf(x) —g(z) = igr(llg(x))l((f) =5
z)-g(x

2.8.5. Aplicacién a las indeterminaciones oc?, 0%, y 1%

Cuando el limite lim [f(2)]?®) es indeterminado (siendo a real o infinito), el procedi-
miento consiste en plantear:

i [f ()] = L = limIn ([f(2)"™) =In L = lim g(z) In(f(z)) =In L

r—ra

El se resuelve el dltimo limite volviendo a transformar la expresién g(x) In(f(z)) para

reducirla a una indeterminacion de tipo 0 0 —, y asi, si
00

Iim g(z) In (f(z)) = K "=_" [ = X

2.9. Aplicacion de la Regla de L’Hopital al estudio de la deri-
vabilidad en un punto

Teorema: Condicion suficiente de derivabilidad en x = ¢
Sea I un intervalo, y ¢ un punto interior a I. Si f: I C R — R es continua en [ y
derivable en I \ {c}, entonces:

s Si existe lim f'(z) = L € R, entonces f también es derivable en x = ¢,y f'(c) = L
x C
= Si existe y es infinito el limite h'Ln f'(x), entonces f no es derivable en z = c.
x C

= Si existen los limites laterales de f’ cuando x — ¢, pero son distintos, f no es
derivable en x = ¢

3. Representacién grafica de funciones

3.1. Calculo del dominio.
El dominio de una funcién f es el conjunto Dom f C R, formado por todos los niimeros
reales para los cuales puede calcularse el valor f(z).
Ejemplos
1. Dada f(z) =1In(z* —1):
Domf={re€R/2*~1>0}=(—00,—1)U(1,+00)
2. Dada f(z) = Vdz — 22
Dom f = {r € R /4x — 2* > 0} = [0, 4]

12
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3.2.  Calculo de los puntos de corte con los ejes de coordendas.
y=20
y = [(z)
x=0
= f(z)

= Puntos de corte con el eje OX: Son las soluciones del sistema {

= Punto de corte con el eje OY: Son las soluciones del sistema {

Ejemplos
1. Dada f(z) = In(z? — 1):
= Puntos de corte con el eje OX:

y=0

2— = 2— = =
y:ln(xQ—l)}iln(w )=0 = 2°-1=1 = z==+V2€ Domf

Los puntos de corte con el eje OX son (—v/2,0) v (v/2,0)

= Punto de corte con el eje OY:

rz=20

y=In(2z2 — 1) } = y=I(-1) R =

No hay punto de corte con OY (porque x=0& Dom f)
2. Dada f(z) = Vdx — 2%
= Puntos de corte con el eje OX:

zio,/4x—x2}:> dr —22=0 = =0,z =4¢€ Dom f

Los puntos de corte con el eje OX son (0,0) y (4,0)

= Punto de corte con el eje OY:

z=0
Ml R

El punto de corte con el eje OY es (0,0)

3.3. Obtencidon de las ecuaciones de las asintotas.
» Asintotas horizontales.

e La recta de ecuacién y = k; es una asintota horizontal situada a la derecha de
la gréfica si 1_131 fz) =k

e La recta de ecuacion y = ko es una asintota horizontal situada a la izquierda
de la grafica si lim f(x) = ko
T—>—00

Las funciones tipicas con asintotas horizontales suelen ser las funciones exponen-
ciales, la funcion arcotangente, y las funciones racionales en las que el grado del
polinomio del numerador es menor o igual que el grado del polinomio del denomi-
nador.

13
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y=-1
-2
. || x . .
lim = lim — = —1 = y =1 es asintota horizontal
T——00 I — z——0co x—1
x
lim =l _ =1 = y = —1 es asintota horizontal

ztoox —1  a—toox —1

|

Figura 5: Ejemplo de asintotas horizontales

» Asintotas verticales.

La recta de ecuacién x = a es una asintota vertical si se cumple al menos una de

las dos siguientes condiciones:

1) El limite lim
z—at

() existe, y es un infinito.

11) El limite lim f(z) existe, y es un infinito.

T—a—

Las tipicas funciones con asintotas verticales suelen ser las funciones racionales en

las raices del denominador, las funci

ones logaritmicas, y la funcién tangente (asi

como la cotangente, la cosecante, y la secante).

x

AR

T = —2

|
i
|
|
|
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
-25 2 -15 -1 -05
|
|
t
|
|
|
i
|
|
|
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
|
|
|

4 45 5 55 6 6.5 7

T
lim —oo
——2-(z—1 2
amr (@ )E(a: +2) => x = —2 es asintota vertical
1i =
A @—D@+z) T

T
lim —————— = —
c— -1 2
=i (@ ;(z +2) = x = 1 es asintota vertical
—+oo

I T ety

Figura 6: Ejemplo de asintotas verticales

» Asintotas oblicuas.

e Para que la recta y miT +

ny sea una asintota oblicua de la funcién a

la derecha de la grafica, deben cumplirse simultaneamente las dos siguientes

condiciones:

1) Existe, y es un nimero real

f ()

el limite m; = lim —~
r—+oo0
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11) Existe, y es un nimero real el limite n; = grll (f(z) —myx)
€T oo

e Para que la recta y = myx + no sea una asintota oblicua de la funcién a la
izquierda de la gréafica, deben cumplirse simultaneamente las dos siguientes
condiciones:

. / / . z ‘r
1) Existe, y es un nimero real el limite my = lim &
r——00

11) Existe, y es un niimero real el limite ny = lim (f(x) — maox)
x —0o0

21,2 14

xr

f(@) =

1 12

16 -14 12 -10 -8 -6 -4 -2/, 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52
/

. f(x) : 2z*
= 1 — =1 =2€R
m P oot ? — € y = 2x + 2 es asintota oblicua
. 22?2 . T (a la derecha de la grafica)
n= lim —2z | = lim =2€R
z—+oo\T — 1 z—+toox — 1

Analogamente, y = 2x + 2 es asintota oblicua(a la izquierda de la grafica)

Figura 7: Ejemplo de asintotas oblicuas

Las tipicas funciones con asintotas oblicuas son funciones racionales en las que el
grado del polinomio del numerador es una unidad mayor que el grado del polinomio
del denominador.

Una funcién no puede tener al mismo tiempo una asintota horizontal y una asintota
oblicua a la derecha de la grafica.

Andlogamente, una funcién no puede tener al mismo tiempo una asintota horizontal
y una asintota oblicua a la izquierda de la gréfica.

3.4. Estudio de la continuidad y derivabilidad.

Las funciones elementales, y sus operaciones (suma, diferencia, producto, cociente, y
composicién) son continuas y derivables en todo su dominio de definicién.

En el caso de las funciones a trozos, conviene tener en cuenta que en los puntos en
donde cambia la definiciéon de la funcion, es posible que haya discontinuidades de salto
infinito (asintotas), o no sea derivable (lo que puede afectar a la biisqueda de méximos y
minimos relativos)

3.5. Monotonia: Intervalos de crecimiento y de decrecimiento.
Definicién de funcion creciente y funcion decreciente

» f es creciente en un intervalo I cuando Vz,y € I, x <y = f(z) < f(y)
Sive,yel, v <y = f(x) < f(y), f se dice estrictamente creciente).

15
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» f es decreciente en un intervalo I cuando Vz,y € I, v <y = f(x) > f(y).
SiVe,yel, z<y = f(x) > f(y), f se dice estrictamente decreciente).

= [ es constante en un intervalo [ cuando 3c € R/ f(x) =¢c Vx el

Teorema: Caracterizacién de la monotonia en funciones derivables

Sea f es una funcion derivable, e I un intervalo contenido en el dominio de definicién
de f. Entonces:

1) fesconstanteen [ <= f'(x)=0 Vzel

1) f es creciente en [ <= f'(z) >0 Vel

1) f es decreciente en [ <= f'(x) <0 Vzel

v) fl(x) >0 Vxzel = f es estrictamente creciente en [
)

v) f'(r) <0 Vzel = f es estrictamente decreciente en [

f creciente en (1,4) U (7,9) :
Vz,y € (1,4),z <y = f(z) < f(y)
Va,y € (7,8),z <y = f(z) < f(y)
Va€ (1,4)U (7,8) = f'(a) >0

Figura 8: Ejemplo de intervalos de crecimiento

3.6.  Extremos relativos: Maximos y minimos relativos
Definicién de maximo y minimo relativo

Sean I C R un intervalo, f : I € R — R una funcién, y a un punto interior al
intervalo I.

= Se dice que f tiene un maximo relativo en x = a cuando en un entorno de x = a, la
funcién toma valores menores que f(a):

f-tiene un maximo relativoen r = a <= 36 >0/ f(z) < f(a) V2 € (a — d,a + 0)

16
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e

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
{
8

" 2 3
f decreciente en (4,7) :
Vz,y € (4,7),z <y = f(z) > f(y)
Vae€ (4,7 = f'(a) <0

Figura 9: Ejemplo de intervalos de decrecimiento

= Se dice que f tiene un minimo relativo en x = a cuando en un entorno de x = a, la

funcién toma valores mayores que f(a):

f tiene un minimo relativoen x = a <= 36 >0/ f(a) < f(x)Vz € (a — d,a + 0)

Extremos relativos en puntos donde la funcion no es derivable

Sean I C R un intervalo, a un punto interior al intervalo I, f : I C R — R una
funcion continua en I, y derivable en todo I salvo en el punto x = a. Si existe un § > 0
tal que en los intervalos (a — d,a) y (a,a + 0) la derivada f’ cambia de signo, entonces:

1)

1)

filx) >0 Ve (a—da),y fl(r) <0 Ve (a,a+d) = f tiene un maximo
relativo en z = a

fl(x) <0 Ve (a—d,a),y f(x) >0 Ve (a,a+d) = f tiene un minimo
relativo en x = a

Extremos relativos en puntos donde la funcion es derivable

= Teorema: Condicion necesaria para la existencia de un extremo relativo

enxr=a

Sea f : I C R — R una funcién derivable en I, y a un punto interior de I.
Entonces, si f alcanza un extremo relativo en = a se cumple que f'(a) =0

Observacién: El reciproco no es cierto. Si f’(a) = 0 solo puede deducirse que en
x = a la recta tangente a la funcién es horizontal o paralela al eje OX, no implica
que en r = a tenga que haber un extremo relativo.

Teorema: Condicion suficiente para la existencia de extremo relativo en
r = a (cambio de signo de f’)

Sea f: I C R — R una funcién derivable en I, y @ un punto interior de I en el
que f’(a) = 0. Entonces:

17
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f(a)=0

f'(x) >0 Vz € (a—4,a) —> « = a no es un extremo relativo
f'(x) >0 Vz € (a,a+9)
(f/(x) >0 Vr#a —> f creciente)

Figura 10: Ejemplo de punto critico donde no hay extremo relativo

1) Sid3deR,6>0/f(x) >0 Ve (a—1da),y f(x) <0Vz e (a,a+ ),

entonces la funcién f alcanza un maximo relativo en x = a.

) SidéoeR0>0/f(x) <O0Vzx e (a—2d,a),y fl(r)>0Vzx € (a,a+9), la

funcién f alcanza un minimo relativo en x = a.

= Teorema: Condicion suficiente para la existencia de extremo relativo en
r = a (estudio de f”)

Sea f: I C R — R una funcién derivable en I, y a un punto interior de I en el
que f'(a) = 0. Si existe f”(a), entonces:
1) f"(a) >0 = f tiene un minimo relativo en z = a.

1) f"(a) <0 = f tiene un méximo relativo en z = a.

# (a4

mlg ,,,,,,,,,,,

LC2Y I et A TITT1TTT,
i

|
|
|
|
4
1

M = a

f'(z) >0 Vz € (a—4d,a) Ty = a es un maximo relativo
f'(xz) <0 Vz € (a,a+4d) (con f'(a) = 0)

Figura 11: Ejemplo de méaximo relativo en un punto donde f es derivable
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F(x2)

f(z1)

fl(z) <0 Vz € (a—16,a) En 2 = a hay un minimo relativo
f(£) >0 Yzc (a,a+9d) aunque 3f'(a)

Figura 12: Ejemplo de minimo relativo en un punto donde f no es derivable

3.7. Extremos absolutos: Maximo y minimos absoluto
Definicién de maximo y minimo absoluto

s Una funciéon f con dominio Dom f alcanza su méximo absoluto en x = a cuando
f(a) > f(x) Va e Domf

= Una funciéon f con dominio Dom f alcanza su minimo absoluto en z = a cuando
f(a) < f(z) Ve Domf
Calculo de extremos absolutos

» Si Dom f = [a,b], con a,b € R, y f es continua en [a, b], por el Teorema de Weiers-
trass alcanza sus valores maximo y minimo absoluto en [a, b]

= Si f no satisface las hipétesis del Teorema de Weierstrass, la localizacion de extremos
absolutos supone analizar la monotonia de la funcion, y la existencia de asintotas o
ramas infinitas.

3.8. Curvatura: intervalos de convexidad y de concavidad
Definicién de funciéon concava y funciéon convexa

Sea I un intervalo de la recta real, y una funcién f: I C R — R.

= f es convexa en [ si para cualesquiera a,b € I, la recta secante a la funcién que
une los puntos (a, f(a) y b, f(b) queda por encima de la grafica de la funcién en el
intervalo de extremos a y b.

= f es concava en [ si para cualesquiera a,b € I, la recta secante a la funcién que
une los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)) queda por debajo de la grafica de la funcién en
el intervalo de extremos a y b.
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Teoremas de caracterizacién de la curvatura de una funcién

Sean I un intervalo de la rectareal, y f : I C R — R una funcién dos veces derivable

en /.

3.9.

fesconvexaen [ <= f"(z) >0 Vxel

Geométricamente, esto significa que f es convexa en [ si y solo si para cualquier
a € I, la recta tangente a la funcién en z = a queda por debajo de la grafica de la
funcién Vo € 1.

fes céncava en I <= f"(x) <0 Vzxel

Geométricamente, esto significa que f es convexa en [ si y solo si para cualquier
a € I, la recta tangente a la funcién en x = a queda por encima de la grafica de la
funcién Vo € 1

f'(x) >0 Vxel = f convexa en I.

Si f"(x) > 0 en I, f'(x) es una funcién creciente en I. Geométricamente, esto
significa que la tangente del angulo que forma la recta tangente a la funcién f con
el eje OX va en aumento a medida que aumenta z.

f(x) <0 Vxrel = f céncavaen [.

Si f"(z) < 0en I, f/(x) es una funcién decreciente en I. Geométricamente, esto
significa que la tangente del angulo que forma la recta tangente a la funcién f con
el eje OX va disminuyendo a medida que aumenta x.

Figura 13: Ejemplo de funcién convexa en (a, b)

Puntos de inflexion

Definicién: Punto de inflexion

Sea f una funcién, con dominio Dom f, y a un punto interior a Dom f. Se dice que f
tiene un punto de inflexion en x = a si existe un ¢ > 0 para el que se cumple alguna de
las dos siguientes condiciones:

20



IES O Couto. Matematicas 11 Curso 2019-2020

Py = (m‘b-, Y2
I

Figura 14: Ejemplo de funcién céncava en (b, c)

P; = (23,y3)

P = (22,y2)

Py = (z1,91)

[e %]

tg a1 < tg az < tg ag = f'(w1) < f'(z2) < f'(®3) => f’ creciente en (a,b) = f” > 0 en (a,b)

—

Figura 15: f” > 0 en (a,b) = f convexa en (a, b)

y = f(=)
Py = (x3,y3)

Py = (2,92)

Py = (z1,91)

[oF] A [e3] X

tg oy > tg as > tg az => f'(x1) > f'(x2) > f'(x5) = f’ decreciente en (a,b) = f” < 0en (a,b)

Figura 16: f” <0 en (a,b) = f coéncava en (a,b)

= f es concava en (a — d,a) y convexa en (a,a + §)

» fes convexa en (a — d,a) y céncava en (a,a + J)
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Calculo de puntos de inflexién

Sean I un intervalo de la recta real, f : I C R — R dos veces derivable en I, y a un
punto interior al intervalo I. Entonces, f tiene un punto de inflexiéon en x = a si y solo si
se satisfacen simultaneamente las dos siguientes condiciones:

1 f"(a) =0
11) La derivada segunda cambia de signo en x = a. Es decir, existe un nimero real
0 > 0 tal que:
» ObienVz € (a,a+0) f"(x) >0y Va € (a—d,a) f'(x) <0
» O bien Vz € (a,a+0) f"(x) <0y Vx € (a—4da)f'(x) >0
Observacion: Si f : I C R — R es continua en I, y dos veces derivable en I salvo en

x = a, pero la derivada segunda cambia de signo en un entorno de x = a, entonces f tiene
un punto de inflexién en x = a.

y
I
y = f(z) :
|
|
I
|
. I
I I
| |
| |
[ | X
r=a r=0>b rT=c
f tiene puntos de inflexibn en x = a,z =b, y x = c

Figura 17: Ejemplo de funcién con puntos de inflexién

3.10. Clasificacion general de puntos criticos

Dada una funcién derivable f : I C R — R, y @ un punto interior a I. Si f’(a) = 0,
se dice que x = a es un punto critico.

Para poder decidir si en z = a hay un extremo relativo o un punto de inflexién, si
existen las n derivadas sucesivas de f en x=a, con f'(a) = ... = f"1(a) =0,y f™(a) # 0
se tiene el siguiente resultado:

= n par = f tiene un extremo relativo en x = a.

e f(a) >0 = f tiene un minimo relativo.

e f(a) <0 = f tiene un maximo relativo.
» n impar (n > 1) = f tiene un punto de inflexién en = = a.
e f"(a) >0 = f cambia de céncava a convexa.

e f(a) <0 = f cambia de convexa a céncava.
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3.11. Simetrias

= Una funcién f con dominio el conjunto Dom f es par cuando

Vx e Domf, f(—x) = f(x)

De la definicion se deduce que la grafica de una funcién par es simétrica con respecto
al eje OY.

= Una funcién f con dominio el conjunto Dom f es impar cuando

Va € Dom f, f(—z) = —f(z)

De la definicion se deduce que la grafica de una funcién par presenta una simetria
central con respecto al origen de coordenadas.

y = f(x) i
i B e y=f(x) 3
4 3, 2 1 zad 37 L L AN 2
e LN
; -2 | e z X
| | 4 |3 2 1 0 T2 0 4
: -3 : = :
e A=
el o f(—m}4|= —f(@)
2
Figura 18: Ejemplo de funcién par Figura 19: Ejemplo de funcién impar

3.12. Periodicidad

Una funcién es T-periédica cuando 3T € R/ f(z+T) = f(z) VzeR
Las funciones periddicas tipicas son las funciones trigonométricas seno, coseno, y tan-
gente (y también cosecante, secante, y cotangente)

y
y= f(z)

f es 1 — periddica

Figura 20: Ejemplo de funcién periédica
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