IES O COUTO. DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

Matematicas 11 “
Fecha: 25-10-2019. Tiempo estimado: 90 minutos )
RESOLUCION DEL EXAMEN ‘»

Solucién del ejercicio 1

A € May(R), CF € Myy (R) FCEL® )3 =4

Por tanto:

Ae ngg(R), B e M3X4(R), Ce M4X3(R)

b) Por las propiedades de los determinantes:

Ae M,(R) = 24| =2"|A] = 48=2"-3 = 2"=16 = n=41

c) Por las propiedades de los determinantes:
det(Fy + 3Fy, Fy + 2Fy, 5F)) = det(Fy, Fy + 2Fy, 5F) + det(3Fy, Fy + 2F, 5Fy) &
det(3F3, F1+2F5,5F)) = det(3F3, Fy,5F))+det(3F3,2F5, 5F)) © det(3F3,2F5,5F)) =
3.2 5det(Fy, Fy, F}) = 3-2-5- (—1)det(Fy, Fy, F3) = —30|A] = 60
(*) Si una fila es combinacion lineal de otras, el determinante es nulo.

d) Por las propiedades de los determinantes |AB| = |A||B|, por tanto:

|AB|=3-0=0 = AB singular

e) A simétrica — A=A" —= A4 A" =2A.
Es decir:
A+ A = [24] “LE® 94| = 34| =8 (1) = -8
f) » A £0 = FJA', con A7l =

Por tanto:

(Adj(A))" = (Adj(A))" =]A] - A~

1
[A]

\*1| ;

. . AeMs(
[Adj(A)| = [(Adj(A))"| <2 |af |47 TAd(A)| = AP =22 =4

n A+ T=(-1)-A = |A+1I|=(-1)?AP =-8
Por las propiedades de los determinantes:
2(A7AY (A D) = 20 AT AP A4 1] = 20 AR (=8) = —64




g) Teorema de Rouché-Fribenius:
Sea el sistema de m ecuaciones y n incognitas

a1 + a19xe + a13x3 + ... + a1, = b1
a21T1 + 999 + a93X3 + ...+ agnx, = b2

Am1T1 + Qa2 + @p3T3 + ..o+ QG Ty = bm
que en forma matricial se expresa
AX =B

con A = (aij)mxn € Mupxn(R) matriz del sistema, X = (2j)1<j<n € Mux1(R) matriz
columna de incognitas, y B = (b;)1<i<m € Mmx1(R) matriz columna de términos
independientes.

Si A* = (A|B) € Myxms1)(R) es la matriz ampliada del sistema (formada al anadir
a la matriz A la columna dada por la matriz B), entonces:

» Fl sistema es compatible determinado si y solo si rango(A) = rango(A*) = n.

» El sistema es compatible indeterminado si y solo si rango(A) = rango(A*) < n.

» Bl sistema es incompatible si y solo si rango(A) < rango(A*).
Si tenemos un sistema homogéneo con dos ecuaciones y tres incognitas su expresion
matricial es AX =0, con A € Mays3(R) y matriz ampliada A* = (A]0) € Mays(R)
Como obviamente rango(A) = rango(A*), el sistema es compatible, pero como el
rango mazimo de este sistema es 2 < 3, por el Teorema de Rouché-Frobenius podemos
asequrar que es un sistema compatible indeterminado. Es decir, que tiene infinitas
soluciones.

Solucion del ejercicio 2

Sea B = (a b) una matriz tal que AB = BA:

c d
a b\ [(a+2c b+2d
c d/ \Na+c b+d
1 2
1 1

—_

=03

ABBA<a+2c b+2d> (a+b 2a—|—b>
:> —

at+c b+d c+d 2c+d
BA— a b _ a+b 2a+0
c d c+d 2c+d
a+2c=a+b
N b+2d=2a+0 N 20:6} N B:<a 2c>,Va,c€R
at+c=c+d =a c a
b+d=2c+d

Solucién del ejercicio 3

a) |A|=0 = A no es reqular (AA™")

11 2
B=10 = |B|=1 = B es reqular (AB7').

11
01

(e}



b) XA=3BA'—X = XA+ X =3BA" = X(A+1)=3BA 25" XB = 3BA!

Como B es reqular:
XB=3BA" — XB-B!'=3BA'B™' — X =3BA'B!

Necesitamos calcular B~ = % (Adj(B))! = (Adj(B))*:

E
11 0 1 0 1
By = (—1)'*! 0 1=t By = (—1)'+? 0 1’_0, Bz = (—1)1*3 0 O‘_o
12 1 2 11
Byy = (=1)*"1 | [ = =1 B = (=1)*"* 1’—1, By = (=1)*7* | O':O
12 12 11
B31:(—1)3+1 1 1 ——1, B32_<—1)3+2 1’ :—17 B33_(—1)3+3 O 1‘ :1
I 00 1 -1 -1
AdjB)=( -1 10 | = B'=g(Ad(B))'=( 0 1 -1
-1 -1 1 0 0 1
Por tanto:
112\ /0 00 1 -1 —1 15 -9 —21
X=3BA'B'=3(0 11 100 0 1 -1 |=(9 -6 —12
00 1 2 11 0 0 1 6 -3 -9

Solucién del ejercicio 4
Desarrollando el determinante por los elementos de la sequnda fila:

SN o
+\o . = (—1)*P2-1|1 0 —1|=—1(z—1)(=3422) = (22—3)(1—x)
0 1 1 0w 1
Por tanto:
2 3 0 0 x =2
0O 0 =x-1 0 B B 9 -
10 . 1 |= —1<= (22-3)(1—2) = -1 <= 22" -br+2 =0 <= 1
0 = 1 1 S
Solucién del ejercicio 5
1 m —1 1 m —1 m
a) ‘Las matrices A = m -1 1 y A* = m —1 1 m | son, respec-
m+1 1 0 m+1 1 0 1

tivamente, la matriz y la matriz ampliada del sistema.

Para determinar la compatibilidad del sistema necesitamos comparar los rangos de las
matrices A y A*.

Como rango(A) = 3 <= |A| # 0, comenzamos estudiando el determinante de A:
Al=0-m+mm+1)—(m+1)—1l=m*>-—m-2=0<=m=—-1,m=2

Por tanto



w Sim# —1ym # 2, rango(A) = rango(A*) = 3, y por el Teorema de Rouché-
Frébenius, el sistema es compatible determinado (tiene solucion unica).

» Sim=—1:
-1 -1 o
A= -1 -1 1 |, con ': —1#0 = rango(A) =2
0 1
0o 1 0
1 -1 -1 -1
A= -1 -1 1 -1/, conCy=Cy = rango(A*) =rango(A) =2
o 1 0 1

Por el Teorema de Rouché-Frobenius, el sistema es compatible indeterminado
(tiene infinitas soluciones).

w Sim =2
12 -1 g
A=1{2 -1 1 |, con =—-1#0 = rango(A) =2
1 0
3 1 0
1 2 -1 2 2 -1 2
A= -2 -1 1 2|, con|—-1 1 2/=-3#0 = rango(A*) =3
3 1 0 1 1 0 1

Por el Teorema de Rouché-Fribenius, cuando rango(A*) > rango(A) sabemos
que el sistema es incompatible (no tiene solucion).

b) En ambos casos puede resolverse. Como vimos en el apartado a), para m = —1 hay
infinitas soluciones, y para m = 3 existe solucion unica.

= Sim = —1, por ser las dos primeras ecuaciones proporcionales, podemos pres-
L. o . r—y = —14+=2
cindir de una de ellas, y reescribir el sistema como { z _

Por tanto, las soluciones del sistema son los puntos (t,1,t), con t € R

r + 3y — z = 3
s Sim =3, el sistema resulta 3r — y + z = 3
dr + y = 1

Resolviendo por la Regla de Cramer, como |A| = 4:

3 3 -1
3 —1 1
L S e S
T T a T
1 3 —1
3 3 1
_4 1 O _20_5
VTR
1 3 3
3 —1 3
4 1 1 44
= = =11
: ] 1

Por tanto, la solucion unica del sistema es (—1,5,11)



