IES O Couto. Matemaéticas II

Repaso del Bloque de Algebra. Curso 2019-2020

Matrices
ai; a2 A1n
a1 a2 A2n .
A= ] ] € Mypxn(R). Abreviadamente A = (a;;)mxn
am1 Am2 cee o Qmn

Matriz o vector fila: A € M4, (R); Matriz o vector columna: A € M,,x1(R)
Matriz cuadrada: A € M,,,(R) = M, (R).

= Matriz triangular superior: Todos los elementos bajo la diagonal principal son nulos.
= Matriz triangular inferior: Todos los elementos sobre la diagonal principal son nulos.
= Matriz diagonal: Todos los elementos fuera de la diagonal principal son nulos.

e Matriz escalar: Todos los elementos de la diagonal principal son iguales.

e Matriz identidad, o unitaria, I: Todos los elementos de la diagonal principal son 1.

Operaciones con matrices

Suma: A, B € My xn(R), A+ B = (aij +bij)mxn
Resta: A, B € Mp,xn(R), A—B = (aij —bij)mxn

Producto por un escalar: k € R, A € M,,«,(R), k-A=(kaij)mxn
Producto de matrices: A € M,,x,(R), B € My, (R)

P
A-B= (Cij)mxm Cij = Zaik : bkj
k=1

Propiedades de las operaciones con matrices

Siempre que las operaciones indicadas sean posibles:

A+B=B+A
A+ (B+C)=(A+B)+C
A(BC) = (AB)C
A(B+C) = AB + AC

k(A+ B) = kA+ kB
k(M)A = (kM)A
(k+ M)A =FkA+ A
AB + BA

Matriz Nula O = (0);yxn: A+ O =0+ A=A, VA € Myxn(R)

Matriz opuesta de A, —A = (—aij)mxn: A+ (—A)=—A+A=0

Matriz identidad o unitaria I: AT =1A=A

Matriz inversa de A € M,,(R): Si existe, es una matriz A=! tal que A- A=t = A71. A =1
JA~! = A se dice regular o inversible

Dada A € Mn(R): { AA~! = A se dice singular

Propiedades de las matrices inversibles

Ae M,(R): (A Ht=4

A, Be€ M,R): (AB)"t'=B71A"!

Potencias de expresiones con matrices

Como consecuencia de la no conmutatividad del producto:
(A+B)?=A>+ AB+ BA+ B?

(A—B)?=A%? - AB—- BA+ B?

(A-B)(A+ B) = A2+ AB— BA — B?

n
Como la matriz I conmuta con cualquier otra para el producto: (A + I)" = (Z) A
k=0

Matriz idempotente: A € M, (R) idempotente < A? = A

Matriz Traspuesta

Dada A € M,,x,(R), su matriz traspuesta A’ es la matriz A" = (a;;)nxm € Mnxm(R)
que se obtiene al intercambiar las filas de A por sus columnas.

Matriz simétrica: A € M,,(R) simétrica <= A" = A

Matriz antisimétrica: A € M,,(R) antisimétrica < A’ = —A

Matriz ortogonal: A € M,,(R) ortogonal <= A1 y A~1 = A
Propiedades de la trasposicién de matrices

(At = A (A+B)t = At + B (AB)! = Bt A? (kA)t = kA!
Determinantes

Determinantes de orden 2

ailp a2

A e My(R) : det(A) = |A| = o1 o

= 11022 — A12021

Determinantes de orden 3 (Regla de Sarrus)

a1l a2 ais
Ae M3(R): det(A) = |A| = |az, asy a3 =
asz1 asz a33

= 11022033 + (12023031 + 021032013 — (13022031 — (112021033 — A11023032
Determinantes de orden n (desarrollo por una fila, o columna)
n
Dada A € M, (R): det(A) = |A| = Z akj Ay, (desarrollo por la fila k)
=1
L
Andlogamente det(A) = |A| = Z a;rAix (desarrollo por la columna k)

i=1

Donde A;; es el Adjunto de a;;, con A;; = (fl)iﬂ'Mij
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(M;; es el Menor complementario de a;;, es decir, el determinante de la submatriz de
A obtenida al eliminar la fila ¢ y la columna j)

Propiedades de los determinantes

1) [A] = |A"|, |AB|=|A|-|B|, |A+ B|#|A|l+|B|
2) Si una fila (o columna) puede descomponerse en sumandos, se cumple:
at+ad b+ | |a b a b a b+0b0 | |a b a UV
¢ d cd|T e all |c d+a cd’+cd"
3) Si una fila (0 columna) es multiplo de un escalar, se cumple:
‘ka kb‘kab ‘kabkab
c d c d kc d c d

Por tanto: |kA| = k™| A|

4) El determinante cambia de signo cuando se intercambian entre si dos filas (o dos columnas)

5) Si dos filas (o dos columnas) son iguales, el determinante vale 0

6) Si alguna fila (o columna) tiene nulos todos sus elementos, el determinante vale 0

7) Si una fila (o columna) es combinacién lineal de otras, el determinante vale 0

8) Si a una fila (o columna) le sumamos una combinacién lineal de otras filas (o columnas),
el determinante no varia

9) El determinante de una matriz diagonal coincide con el producto de los elementos de la
diagonal principal (En particular, el determinante de la matriz identidad es 1)

10) El determinante de una matriz triangular (superior o inferior) coincide con el producto
de los elementos de la diagonal principal

Calculo de la matriz inversa

Matriz Adjunta de A, Adj(A): Adj(A) = (Aij)n
s Ae M,(R) regular < |A| #0 (y por tanto, A € M, (R) singular < |A| = 0)

= A M,(R) regular = A1 = (Adj(A))t

IAI

1 ‘ _
o Y Adi(A)] = A

» A€ M,(R) regular = |47} = Al

Rango de una matriz

Definicién Dada A € M,,x,(R), el rango es el nimero méximo de filas o columnas li-
nealmente independientes. (En cualquier matriz el ntimero mdximo de columnas linealmente
independientes coincide con el mdximo ntimero de filas linealmente independientes)

Teorema El rango de una matriz A € M, «,(R) coincide con el orden del mayor menor no
nulo (un menor es el determinante de una submatriz cuadrada de A)

Teorema Dada A € M,,(R): A es regular <= rango(A) = n.

Teorema: El rango de una matriz no cambia si se efectian transformaciones elementales
entre sus filas y/o columnas

Transformaciones elementales en filas y/o columnas

- Intercambiar filas o columnas.
- Multiplicar filas o columnas por un escalar no nulo.
- Sumar a una fila (o columna) una combinacién lineal de otras filas (o columnas).

Sistemas
air a2 a1n x1 by
az  a azn T2 by .
. . = . o equivalentemente AX = B
Am1l  Am2 Amn Tn bm

Con A € M;xn(R) matriz de coeficientes del sistema, y A* = (A|B) € M, (n+1)(R)
matriz ampliada
Si B = O, el sistema se dice homogéneo

Teorema de Rouché-Frobenius

Dado el sistema expresado en forma matricial AX = B, con A € M, xn(R)
» rango(A) = rango(A*) = n <= Sistema Compatible Determinado (tinica solucién)

(
» rango(A) = rango(A*) = r < n <= Sistema Compatible Ineterminado (infinitas solu-
ciones)

(

» rango(A) < rango(A*) <= Sistema Incompatible (sin solucién)

Regla de Cramer

Si un sistema es compatible determinado, de X = A~!B se deduce que

a1 a1g—1 b

1

4]

anl

a1 k+1 A1n

Tk = Vk:l,...n

Ap k—1 bn An k+1 Ann

Métodos de Gauss, y de Gauss-Jordan

Los sistemas pueden resolverse efectuando transformaciones elementales en las filas de A*
para reducirla a una matriz triangular (método de Gauss).

El método de Gauss-Jordan se utiliza para calcular A~! efectuando transformaciones ele-
mentales en las filas de (A|I), para obtener la matriz (I|A~1)



