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Definicién y tipos de matrices Definicién

Definicién de matriz

Una matriz A de coeficientes reales, y de dimensién m X n, es un conjunto de
nimeros reales dispuestos en m filas y n columnas.

@ Cada uno de dichos niimeros se denomina coeficiente.

@ El elemento que ocupa la fila i-ésima y la columna j-ésima se denomina aj

ai a2 a3 ... ad ... aun
asi a2 a3 ... a&j ... axn
A =
ai1l a2 ai3 coo ajj 500 din
dmi adm2 am3 ... dmj ... Qamn
De forma abreviada se escribe:
A= (aj)mxn € Mmxn(R)
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Definicién y tipos de matrices

Otras definiciones

o Igualdad de matrices : Las matrices A = (3j)mxn Y B = (bjj)mxn de

Mmxn(R) son iguales si tienen los mismos coeficientes y en las mismas
posiciones. Es decir:

Dadas A, B € Muxn(R),

A=B<=aj=0b; Vi=1l,...m j=1,...n

o Matriz opuesta : Dada A = (aj)mxn € Mmxa(R), se define su matriz
opuesta como la matriz —A, cuyos coeficientes son los opuestos de los
coeficientes de A. Es decir:

A= (aij)mxn € men(R) — A= (7aij)m><n (S men(R) J
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Definicién y tipos de matrices Definicién
Matriz traspuesta
Ti matrices

Matriz traspuesta

Dada una matriz A € Mmxn(R), se llama matriz traspuesta de A a la
matriz A* € Mpxm(R) cuyas filas son las columnas de A.

A= (aij)mxn € men(R) — Af = (aji)nxm S Mnxm(R) J
1 6
A=| -4 2 :At—(é _24 (1))
1 0
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Definicién y tipos de matrices

raspuesta
e matrices

Tipos de matrices: Matriz fila y matriz columna

o Matriz fila (o vector fila) : Es una matriz de dimensién 1 X n

A:(an arp a;3 ... a1n)€M1Xn(R) J

e Matriz columna (o vector columna) : Es una matriz de dimensién m x 1

a1l
ai2
A= ai3 € mel(R)

am1
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Definicién y tipos de matrices
raspuesta
e matrices

Tipos de matrices: Matriz cuadrada

o Matriz cuadrada de orden n : Es una matriz con el mismo ndmero de
filas que de columnas.
A dicho niimero n se le llama orden de la matriz.
Abreviadamente se expresa que A € M,(R).

En la matriz cuadrada A € M4 (R):
o Los elementos a11, ax, a3z y as4, constituyen la diagonal principal.

o Los elementos los elementos a14, a3, asz» y as1, constituyen la diagonal

secundaria.
4 -1 6 2
3 5 1 -3
WS 9 -3 7 -3

10 8 -3 —4
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Definicién y tipos de matrices Definicién
Matriz traspuesta
Tipos de matrices

Tipos de matrices: Matrices triangulares

@ Matriz triangular superior : Es una matriz cuadrada en la que todos los
elementos situados bajo la diagonal principal son nulos ( a; =0 Vi > j)

ail d12 813 adi4 ... din

0 ax» a3 au ... an

0 0 ass azs coo din
A=

0 0 0 a4 000 ain

0 0 0 0 ... am

e Matriz triangular inferior : Es una matriz cuadrada en la que todos los
elementos situados sobre la diagonal principal son nulos ( a; =0 Vi <)

an O 0 0 0
a1 ano 0 0 0
A— a1 ax a0 0
d41 42 A43 a4 0
dpnl adn2 ap3 adpn4 ... anpn
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Definicién y tipos de matrices Defin
Matriz traspuesta
Tipos matrices

Tipos de matrices: Matrices diagonales

@ Matriz diagonal : Es una matriz cuadrada en la que todos los elementos
situados fuera de la diagonal principal son nulos (como la matriz D).

o Matriz escalar : Es una matriz diagonal en la que todos los elementos de
la diagonal principal son iguales (como la matriz E).

@ Matriz unidad o identidad : Es la matriz escalar en la que todos los
elementos de la diagonal principal valen 1 (como la matriz k).

1 0 0 —2 0 0 1 0 0
D=1 0 -2 0 E= 0 -2 0 |k=[ 0 1 0
0 0 5 0 0 -2 0 0 1
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Definicién y tipos de matrices

Tipos de matrices: Matrices simétricas y antisimétricas

o Matriz simétrica : Una matriz cuadrada A es simétrica cuando coincide
con su traspuesta. Es decir, cuando A = A"

1 4 5 1 4 5
A= 4 -2 -3 |, A= 4 -2 -3 — A=A
5 -3 1 5 -3 1

@ Matriz antisimétrica : Una matriz cuadrada A es antisimétrica cuando
su matriz traspuesta coincide con su opuesta, es decir, cuando A" = —A.
Necesariamente, para que una matriz sea antisimétrica todos los elementos

de la diagonal principal deben ser nulos.

0 4 5 0 -4 -5
A=| -4 0 -3 |,A"=| 4 o0 3 — A'=-A
-5 3 0 5 -3 0
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Operaciones con matrices 2 cte ar por una matriz

Suma de matrices

Sean dos matrices A = (@jj)mxn Y B = (bjj)mxn de dimensién m x n. Se define
la matriz suma A+ B como la matriz de dimensién m X n cuyos coeficientes
se obtienen al sumar los correspondientes de Ay B. Es decir:

Dadas A = (aij)mxn; B = (bij)mxn S MmXH(R):

A+B= (aij A bij)mxn

1 6 -3 -9 4 -2
SeanAf(3 0 _2)ny< 1 o 3).

-8 10 —5)

4 2 1
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Operaciones con matrices 2 calar por una matriz
> I
atrices

Propiedades de la suma de matrices

o Conmutativa:
VA, B € Mmxn(R), A+B=B+A
@ Asociativa:

VA, B, C € Mmxs(R), (A+B)+C=A+(B+C)

Elemento neutro (matriz nula):
VA € Mpxn(R), 30 € Mmxn(R) / A+O=A

La matriz nula O es la que tiene todos sus coeficientes nulos.

Elemento opuesto:

VA € Mmxn(R), A+ (—A) = O
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Suma de matrici
Operaciones con matrices d de un escalar por una matriz

Producto de un escalar por una matriz

Sea la matriz A = (aj)mxn Yy @ un niimero real. Se define la matriz o - A como
la matriz de dimensién m X n cuyos coeficientes se obtienen multiplicando los
de la matriz A por el escalar a. Es decir:

Dados A = (QU)an E men(R)y y @« € Rv

a-A=(a-aj)mxn
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Suma de matrices
Operaciones con matrices Producto de un escalar por una matriz
Producto de matrices

Propiedades del producto de una matriz por un escalar

@ Distributiva respecto a la suma de matrices:
Va € R, VA, B € Mpxn(R), a-(A+B)=a-A+a-B
o Distributiva respecto a la suma de escalares:
Va, B ER, VA € Mmxn(R), (a+pB)-A=a-A+5-A
@ Asociativa respecto al producto de los escalares:
Va, B ER, VA € Mmxn(R), (a-B)-A=a-(8:A)

o Elemento neutro:

VA € Mmxn(R), 1-A=A
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Operaciones con matrices

Producto de matrices

Sean A = (3j)mxp € Mmxp(R), y B = (bijj)pxn € Mpxn(R). Se define la
matriz producto A- B = (Cjj)mxn € Mmxn(IR) como la matriz cuyos

coeficientes se obtienen de la forma:

P
Cj = E ajk - by
k=1

1 6 -3 2 L
Dadas A = ( ) € M2><3(R), y B = 0o -2 € M3><2(R)Z
3.0 -2 . 1
2 1
1 6 -3 —-10 -14
A-B:<3 0 _2) <2 i):( I 1>€M2x2(R)
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Suma de
Operaciones con matrices Producto de un alar por una matriz
Producto de matrices

Propiedades del producto de matrices

Siempre que el producto sea posible, se cumplen las siguientes

@ Asociativa:
A-(B-C)=(A-B)-C

@ Distributiva respecto a la suma:
A-(B+C)=A-B+A-C
@ Asociativa respecto a la multiplicaciéon por un escalar:

VaeR a-(A-B)=(a-A)-B

o Para las matrices cuadradas de orden n existe elemento neutro (la matriz
identidad de orden n)

VAEMR) A-ly=1-A=A
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Operaciones con matrices 2 ar por una matriz
Producto de matrices

Potencias de matrices

Se llama potencia enésima de una matriz cuadrada A al producto de dicha
matriz n veces por si misma. Es decir:

Ac M,(R) A"=A-...-A
—

n veces

Una matriz A € M,(R) es idempotente si verifica que A> = A

El producto de matrices no es conmutativo

A-B£B-A

Como consecuencia de la no conmutatividad del producto de matrices:
(A+B)>=A>+ AB+ BA+ B®
(A—B)Y?=A*>—-AB - BA+ B’

(A+B)(A—B)=A’— AB+ BA— B*
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Operaciones con matrices e un escalar por una matriz

Matriz Inversa

@ Dada una matriz cuadrada A de orden n, se dice que es
invertible o regular si existe una matriz cuadrada de orden n, que se

denotard A7, tal que
AAT=AT A=,
@ Si una matriz cuadrada no tiene inversa, se dice que es singular .

o Si Al = Af, se dice que la matriz A es ortogonal .

@ Si A es inversible, entonces (A™!)"! = A

@ Si Ay B son inversibles, entonces A - B también es inversible, y
(A-By'=B"1.A!

En efecto:

(A-B) - (B' AH=A-(B-BY) A=A 1-A'=A-A1=]




Operaciones con matrices Producto de un alar por una matriz
Producto de matrices

Propiedades de las operaciones con matrices traspuestas

Estas propiedades son de trivial comprobacién aplicando las definiciones de
matriz traspuesta, y las definiciones de las operaciones con matrices.

e (A+B) = A"+ B!

o (a-Af =a- A
o (A-B) =Bt . A

Aplicando las propiedades anteriores, es facil demostrar también las siguientes.

Si A€ M,(R):

@ A+ A’ es una matriz simétrica.

@ A — A’ es una matriz antisimétrica.
A - A! es una matriz simétrica.
(At)—l — (A—l)t

IES O Couto Matrices



Ejercicios

Dadas las matrices

Calcula:
Q@ D-B-D!
@ A-C'-D-2.B

© Comprobar que E =
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@ DBD' = (1 —2)-( _; >.< ~ )::(5 4).( _é )::—3

1/0 -4 1 4 1 8
EB_§(2 1)(—20)‘@‘(0

Por tanto, B! = E
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Ejercicios

Efectuar y simplificar las expresiones matriciales siguientes:

O (2A +3B)? @ (A—3B)(A+3B)
Q@ (2A-B)? 0 A2— A(l +2A)

Hay que tener en cuenta que el producto de matrices no es conmutativo.
O (2A+3B)’ = (2A+3B) - (2A+3B) = 4A’ + 6AB + 6BA + 9B?
Q@ (2A—B)>=(2A—B)-(2A— B) = 4A> —2AB — 2BA + B?
© (A—3B)(A+3B) =A%+ 3AB — 3BA — 9B?

Q A2 —A(l +2A) = A — A 247 = A2 _ A
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Ejercicios

V3 1
2 2
Demuestra que la matriz A = es ortogonal.
1 3
2 2 )
3 1 31
2 2 2 2
"t (3 0)
1 B 1 B
2 2 2 72
31 3 1
2 2 2 2
-(32)
_1 B 1\
2 72 2
Por tanto:
AA=A"" A= = A '=A" — A ortogonal
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Ejercicios

Ejercicio 4

Sea A € M,(R) una matriz idempotente.

@ Encuentra la expresin general de (A + 1)*

2 1
3 3

@ Calcula el valor de (A+ 1)* si A= ( )
2

wl
Wi

En este ejercicio podremos agilizar los calculos porque la matriz identidad
conmuta con cualquier otra.

4
o (A+/)4=Z<4>A’:/+4A+6A2+4A3+A4
1
i=1

Como A es idempotente:

A=A

A=A A=A A=A"=A = A=A

A=A A=A A=A =A = A=A

IES O Couto Matrices



Ejercicios

Por tanto:

|+ 4A+6A% +4A°+ A* = | + 4A+6A+4A+ A= |+ 15A —>

1

3

>_A

1

3

(11 5>
10 5

(A+1)*" =1+ 15A

© Primero comprobamos que A es idempotente:

2 1 2
3 3 3

A2 = . —
3 3 3 3

Utilizando el resultado del apartado anterior:

W=
wIN
|

(I[N

wInN wl

Wl Wl

SN~———
Il

(A+I)4=I+15A:(é (1)>+15<
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Ejercicios

1 0 1 0

Calcula la expresion de A" para la matriz A = o v

u Xpresion par. matriz A = 00 1 0

0 0 0 1

Obtenemos las primeras potencias de la matriz A:

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 2 0
> _ 01 0 1 0 1 0 1 _ 01 0 2
A=AA=L 0 01 0 0010 |J] |\ 0010
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 2 0 1 0 1 0 1 0 3 0
3 2 . 0 1 0 2 0 1 0 1 . 0 1 0 3
A=AA=L 001 0 0010 ) {0010
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
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Ejercicios

Supongamos (hipétesis de induccién) que para cierto n € N
1 0 n O
n_ 0 1 0 n
A= 0 01 0
0 0 0 1
Veamos que la expresién también se verificara para el siguiente nimero natural
n—+1:
1 0 n O 1 010
wl_ a0 o[ 0 1 0 n 01 0 1
AVEAA=L 0001 0 0010 |
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 n+1 0
nl 0 1 0 n+1
= A" =100 1 0
0 0 0 1

O
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Ejercicios

Ejercicio 6
Sabiendo que A, B, y A — B son una matrices inversibles, despeja X en las
siguientes ecuaciones matriciales:

Q AX+C=8B Q@ AXB = BA Q@ XA+ C=XB

Q@ AX+C=B — AX=B-C = A'AX=AY(B-C) =
IX=AYB-C) = X=A"(B-0C)
Q@ AXB=BA — A'AXBB'=A"'BAB™! — X =A"'BAB!

Q@ XA+C=XB — XA-XB=-C = X(A-B)=-C =
X(A-B)A-B)'=-C = X=-C(A-B)™
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Ejercicios

2 -1 0 5 .
Dadas A = ( 3 2 ) yB= ( o 1 ) resuelve el sistema:

4X-Y=A
—3x+4Y =B

41X -Y=A 4-Ec1+-Ecy _ _i
{ ax4dy_pB = 18X =4A+B = X=Z(4A+B)

Sustituyendo X en la primera ecuacién:

4 1 9 1
Y=4X-A = Y="At2B-A=-ZA+ B
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Ejercicios

_ 1417
13 13
18 u
9 1 9/ 2 -1\ 1/ 0 5 N
Y= _2artp-_2 1 _
137713 13<f3 4>+13(—2 1) <25 _35>
13 13
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Ejercicios

Ejercicio 8

N
(6]

Expresar la matriz A = ( 8 ) como la suma de una matriz simétrica y

-3

otra antisimétrica.

Usaremos que
A+ A" es simétrica
A— A" es antisimétrica

Sean S y T las matrices siguientes:

B e [ 25 2 -3
5_A+A_(__3 8)+(5 5

2
-3

o o1
~—"
|
/N
(S )
® &

T:A—N:(
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Ejercicios

Por otra parte:

5:A+At Eci+Ecy _ 1
T:A—Af} S+T=2A= A= 75+ 5T

Es decir:

IES O Couto Matrices



Ejercicios

Usando las propiedades de la trasposicion de matrices suma, matrices producto,
y matrices multiplicadas por un escalar, demuestra que dadas A, C € M,(R):

Q@ A+ At es simétrica.

Q@ A — A! es antisimétrica.

@ A simétrica —> C'- A- C simétrica.

QO A+AN) =A+(A)Y =A+A=A+ A" = (A+AN)' =A+A =
A+ Af simétrica.

Q@ (A—A) =A — (A) = A"~ A= A+ A = —(A— A) =
(A— A = —(A—A") = A— A’ antisimétrica.

Q@ (Ct-A-C)f=CHA.(Ct)'=CA-C = (C'-A-C)'=C'A-C =
C'- A- C simétrica.
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Ejercicios

Ejercicio 10

Dadas A, B € M,(R) y regulares, demuestra que:
Q@ (AB)'=B7'A"!
@ (A =(ATY)

Hay que utilizar la definicién de matriz inversa (M es la matriz inversa de A si y
solosiM-A=A-M=1)
Q@ AB-B'1A'=A.-(B-B YA =A- 1 - A=A A=
B'A'.AB=B' (A'.A).B=B"1'.1-B=B1'-B=1I
Por tanto, B"'A™! es la matriz inversa de AB
e At.(Afl)t:(Afl.A)t:lt:I
(A A=(A-A D =1"=]
Por tanto, la inversa de la traspuesta de una matriz A coincide con la
traspuesta de la inversa de A.
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