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Seccién 1: Introduccion 3
chillerato
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1. Introduccién

En el capitulo Sistemas se vio el método de Gauss para resolver un sistema

lineal. Si bien el método de Gauss o eliminacién gaussiana nos permite dis- .
cutir y resolver por reduccién, es deseable obtener una expresién algebraica (71-5;2:1\5
que nos permita expresar las soluciones de un sistema que tenga solucién

(compatible) en funcién de los coeficientes y los términos independientes. Ma [

El determinante nos ofrece una expresién de la inversa de una matriz
cuadrada y de aqui obtendremos la regla de Cramer.

Finalizamos con el teorema de Rouche-Frobenilis que nos proporciona un
resultado genérico de cuando un sistema tiene solucién y en este caso, cuando
es Unica o tiene infinitas.
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2. Resolucién de un sistema

2.1. Método de la inversa.

<

La matriz inversa es 1til como notaciéon para expresar la soluciéon de un A
sistema de ecuaciones lineales. Sea por ejemplo un sistema de tres ecuaciones CIENCIAS

con tres incégnitas:
Mal

anxT+tanny+azz =b
a1 T +agy +az =by
a31 T +azey +azgzz = bz

Expresado en forma matricial queda:

a1 ai a3 x by B
a1 a922 ass ° Yy = bg = A X = b
a3y as ass % b3

Si A es regular y tiene inversa A7!, multiplicando la ecuacién anterior por la
izquierda, se tiene que, A7 - A.- T =41 by

T=A"1% (1)
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Ejemplo 2.1. Resolver el sistema calculando la inversa

3r — 2y — z= -4
—4dr + y — z= =5 B
2x + z= 5 (‘IEN(M‘IAS
Solucion:
Expresamos el sistema en forma matricial, M a
3 -2 -1 B —4 B
—4 1 =1 |- {y]=|-5]=A-2=b
2 0 1 z 5
Como Det(A) =1 # 0, existe la inversa de A :
1 2 3
ATl = 2 5 7
-2 -4 -5
luego
x 1 2 3 —4 1
y | = 2 b) T8 =12
z -2 -4 -5 5 3
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Seccién 2: Resolucién de un sistema 6

2.2. Regla de Cramer

Si sustituimos en la ecuacién (1), A~ por su expresién mediante la matriz
adjunta se obtiene

x1 A Ay A - Ap by
L2 1 Ap Az Azp oo Ay bo
Tn Aln Aoy ASn ce Ann b

y para todo ¢,
b A+ b Ayt + by A

Z;
|A]
que se puede expresar como el determinante de la matriz A cambiando la
columna i—ésima por los términos independientes, es decir

a1 a2 aig - b ag,
A1 Gz Qg3 -+ by - ag,
b;
Ty — ap1  Gp2  Gp3 bn Qnn 1<i<n (2)
=
Al
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Ejemplo 2.2. Resolver por la regla de Cramer el sistema

Solucion: La regla de Cramer nos da:

3 1
-1

xr =
o

0
2 1]
1

Ejemplo 2.3. Resolver por la regla de Cramer el sistema

Solucion: En primer lugar comprobamos que hay inversa

N O
N W

2xr4+y=3
z—y=20
o
-3 1 0 -3
-3 N IO T R
1 -1
(]
3xr—y+2="7
z+3y—22=0
204+ 2y —z =2
3 -1 1
1 3 -2 |=2#0
2 2 —1
1 3 7 1
=2 1 0 -2
-1 5 B 2 2 -1 7
L
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Seccién 2: Resolucién de un sistema

N = W
N W =
N O

Ejercicio 1. Aplica la regla de Cramer para resolver el sistema

rT+2y=>5
2z —y =0

Ejercicio 2. Aplica la regla de Cramer para resolver el sistema
ar+y=1
z+y=0
Ejercicio 3. ;Se puede resolver el sistema
z—y—2=0
3x+2y—8z=0

aplicando la regla de Cramer?
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3. Teorema de Rouche-Frobenius

Teorema 3.1. Sea el sistema de m ecuaciones con n incognitas

a1 Ty +aipre  +aizrz - a1, T, = by

a21 1  +a22T2  +aT3 - +amTp, = b
B 3)

Am1T1  +Am2T2 +Ap3T3 0 FOmnTp = by

se demuestra que el sistema tiene soluciéon cuando el rango de la matriz
A de los coeficientes es el mismo que el rango de la matriz ampliada AM con
los términos independientes.

Un sistema es compatible <= r(A) = r(AM)

DETERMINADO
COMPATIBLE r(4) =r(AM) =n
r(A) = r(AM) INDETERMINADO
r(A) =r(AM)=r<n
INCOMPATIBLE

r(A) < r(AM)
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Seccién 3: Teorema de Rouche-Frobenius 10

Test. Todo sistema de dos ecuaciones con cuatro incognitas tiene solucién
(a) Verdadero (b) Falso

Test. Es posible encontrar un sistema de dos ecuaciones con tres incégnitas
que tenga solucién tunica.

(a) Verdadero (b) Falso

Test. Es posible encontrar un sistema de tres ecuaciones con dos incognitas
que tenga solucién tunica.

(a) Verdadero (b) Falso

Ejercicio 4. Analiza las siguientes cuestiones:

a) Poner un ejemplo de sistema de dos ecuaciones con tres incégnitas que
sea incompatible.

b) Poner un ejemplo de sistema de dos ecuaciones con tres incégnitas que
tenga infinitas soluciones.

¢) El rango de la matriz de coeficientes de un sistema de tres ecuaciones
con tres incognitas es 1. ; Qué rango puede tener como méaximo la matriz
ampliada?.

d) Si el rango de la matriz de coeficientes de un sistema de tres ecua-
ciones con tres incégnitas es 2, jpuede ser compatible el sistema? ;Puede
ser compatible y determinado? ;Puede ser incompatible? Razonar con
ejemplos concretos.
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Seccién 3: Teorema de Rouche-Frobenius 11

Ejercicio 5. Un sistema de tres ecuaciones lineales con dos incégnitas, ;puede
ser compatible y determinado ? En caso afirmativo, dar un ejemplo.

Ejercicio 6. Discutir el sistema de ecuaciones:

r+2y+z =2
20 —y+3z =2
S5c —y+az =6

Ejercicio 7. Discutir el sistema de ecuaciones:
ad?z+ddy+az =1
r+a’y+z =0

Ejercicio 8. Discutir y resolver el sistema de ecuaciones:

2r+y—2 =a—4
(a—6)y+32z =0
(a+1Dz+2y =3

Ejercicio 9. Discutir en funcion de a el sistema de ecuaciones:

a’r +3y+22 =0
ar—y+z =0
8r+y+4z =0
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Ejercicio 10. Discutir y resolver el sistema de ecuaciones:

rT—y =a
r+a’z =2a+1
z—y+(?—a)z =2a

Ejercicio 11. Discutir y resolver el sistema de ecuaciones: ]\ 1 a

ar+y+bz =1
r+ay+z =0
r+y+bz =1

Ejercicio 12. Discutir y resolver en funcién del parametro k:

r+y+z =1
WM=p—r =2
krxr+y+3z =4
kx+y—72 =3

Ejercicio 13. Discutir y resolver en funcién del parametro k:

kx+ky—z =2

3r—ky =0 <<
Sx+ky =0 >
r+2z =1
<« Doc
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Seccién 3: Teorema de Rouche-Frobenius 13

Ejercicio 14. Discutir y resolver segiin los distintos valores de los parametros
ayb:
22 +y =1
a’x+by =2 }

Ejercicio 15. Discutir y resolver segin los distintos valores de los pardmetros
ayb:
2z+y+2z =3
y—z =-—1
2c —y+az =b

Ejercicio 16. Discutir y resolver segun los distintos valores de los pardmetros
ayb:
rT—y+z =2
20+ 3y — 2z = -8
dr+y+az =0

Ejercicio 17. Discutir y resolver segun los distintos valores de los pardmetros
ayb:
3r—y+2z =1
r+4y+z =a
2¢ —by+bz = -2

Ejercicio 18. Sea el sistema de ecuaciones

rcosa+ysena =1
rsena—ycosa =1
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Seccién 3: Teorema de Rouche-Frobenius 14

1. Resolverlo, determinando z e y en funcién de a.

2. Calcular a para que z +y = 1.

Ejercicio 19. Discutir y resolver segtin los distintos valores de los parametros
ayb:
3r—y+2z =1
r+4dy+z =a
2x — 5y +bz = -2
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 1.

5 2
o 1] s
TTI1T 2 S8

2 1

1 5
20| -0
V=11 21T =5

2 _1

15

Ejercicio 1
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 2. Primero determinamos a para que tenga inversa

.
Para a # 1 el sistema tiene la solucién
1 1‘
R I
a—1
a 1'
11 a—1
A a—1 :a—l:1

MATEMATICAS
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Soluciones a los Ejercicios 17

Ejercicio 3. Pasamos la variable z como secundaria al término independiente
T—y=2
3z 4 2y =82
y resolvemos por Cramer el sistema en x e y:

z —1
8z 2 10z

= 1 _-—"="_ =9
v 1 -1 5 7
3 2
1 z
_ 3 8z _52_
=11 4 5 °
3 2

Ejercicio 3
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Soluciones a los Teoremas 18

Prueba del Teorema 3.1. El sistema se puede escribir como una combi-
nacién lineal del vector columna b en funcién de los vectores columna de la
matriz de coeficientes A, es decir

a1 a2 A1n b1
a21 a22 a2n bo

T+ ) o+ -+ . Ty = . (4)
am1 Am2 Amn b,

Escribimos cada vector columna como c;, quedando la expresion anterior
como
Tr1-Ci+x2-Co+---+x,-C,=Db (5)
(=) Si el sistema tiene solucién existe una n—tupla (s1, s2, - - , 8, ) que satis-
face el sistema, y por tanto la ecuacién (4), luego el vector b serd combinacién
lineal de los vectores columna de A, y por tanto

r(A) =r(AM)

(<=) Reciprocamente. Si r(A) = r(AM), como AM = (A|b) la columna
b que amplia la matriz A no afecta al rango de A, luego b es combinacién
lineal de las columnas de A y existirdn escalares (s1,s2,- -, S,) que satisfa-
gan la ecuacién (4) y por tanto el sistema. Con ello hemos demostrado que

UN SISTEMA ES COMPATIBLE <= r(A) =r(AM)
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Soluciones a los Ejercicios 19

Ejercicio 4.
a) Lo mas sencillo es dejar la parte lineal de los coeficientes igual y cambiar
el término independiente. Por ejemplo
z+y—2z = 0
r+y—=z

Il
o

que implica el absurdo 0 = 2.
b) Cualquiera que sea compatible. Por ejemplo
z+y—2z = 0
Yy—2z = 1
¢) Claramente 1 6 2.
d) Puede haber dos casos:

w Siel r(AM) =2 =rg(A) < 3 el sistema no puede ser compatible
determinado, serd compatible indeterminado.
» Siel rg(AM) =3 > rg(A) sistema incompatible.

Ejercicio 4
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A+Au

Ejercicio 5. Si, cuando r(A) = r(AM) = n’ incégnitas. Veamos un ejemplo.
Tomemos x =1 e y = 2 y escribamos

r+y=3 r—y=-—1 3r+y=5 B

s=B+u\:

Ejercicio 5 QUIEES
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Ejercicio 6.

1 2 1
Al=|2 -1 3|=1 B I Y e
-1 a 5 a 5 -1
5 -1 a
36
=-5a+36=0 :>a:E
36
= Casoa= —.
5
4 A
—_—
—_—
L2 1 2 f2=2f1 1 2 1 2
2 1 336 2 fa—5 f1 0 -5 1 —9
5 -1 & 6 0 —-55 11 —20
AM AM
A
—_—~
f3—11fs 1 2 1 2 r(A) = 2
Ui V21N = S.I
0 -5 1 -2 r(AM) = 3
0 0 0 2

» Caso a # %, r(A) =3=r(AM), S.C.D.

Ejercicio 6
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Ejercicio 7.

2 3
al ZZ =a*-a*=d*a—-1)=0 \/
= Casoa=0.
A
—_——
00 0 1 = r(4) = 1 SI
101 0 r(AM) = 2
AM
= Casoa=1
. o r(4) =1
11 1 1\ = /111 1 = r(AM)=2
111 0 0 00 =l S.I
AM AM

» Casoa#0A1,r(A)=2=r(AM), S.C.D.

Ejercicio 7
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Ejercicio 8.

A
2 1 -1 a—4
0 a—6 3 0
a+1 2 0 3
AM
Hallamos |A| = a® — 2a — 15 que se anula para a = 5 V a = —3. Discutimos:
s ag=>5H
2 1 -111 2 1 -1]1
0 -1 3o |25 10 -1 3]0
6 2 0|3 0 -1 310
2 1 -1]|1
fa—f2 0 —1 300 Y r(A) —S2C—IT’(AM)
0 0 0|0 T
El sistema resulta:
2r+y—z = 1}:> "Z B 1/2_3;\
—y+3z = 0 L = ]\
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Soluciones a los Ejercicios 24
ng=—3
2 1 —-11]-7 2 1 —-11]-7
0 -9 3| 0L (0o -9 3|0
-2 2 0 3 0 3 —1| -4
5 2 1 -1 -7 T’(A):Q
etz g 9 3| 0| = rAM)=3
0 0 0| —12 S.I.

ma# -3Na#bH |A] #£0=r(4) =r(AM) =3, S.C.D.
Resolvemos este caso por Cramer:

a—4 1 —1 2 a—4 -1
0 a—6 3 0 0 3
3 2 0| -3 Cla+1l 3 0| 3(a+2)
T T G-5@+3)  a+3 YT (@-»@+3  a+3
2 1 a—4
0 a—06 0
L_lat1 2 3 | —(a—6)(a+2)
(a—5)(a+3) a+3

Ejercicio 8
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Ejercicio 9. Este sistema es homogéneo, siempre tiene solucion.

2
a 3 2
. N _ 2| -1 1| a 1 a —1|
|A|—glli—a 1 4 384+281_
= —5a® — 10a + 40

A|=0 = |a=-4|Vv [a=2]
» Casoa=—-4V 2 r(A) =r(AM) =2 S.C.L

» Casoa# —4 A 2 r(A) =r(AM) =3 S.C.D. En este caso co-
mo es homogéneo la solucién es la nula (0,0, 0).

Ejercicio 9
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Ejercicio 10.

1 -1 0 1 -1 0
[Al=|1 0 & |=]0 1 a?
1 -1 a2—a 0 0 d’—a
|A] = = |a:0| vV | a=1 |

s Casoa=1.

1 -1 0 1 1 -1 0
1 0 1 3 = 0 1 1
1 -1 0 2 0 0 0

r(A) =2 r(AM) =3 S1I

m Casoa#0A1

MATEMATICAS
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Resolvemos por el método de Cramer en funcién de a

1 4 -1 02 a?—a-1
r=—| 2a+1 0 a = —
4] 2a -1 d’—a a—1

1 1 a 0 —a
y=—|1 2a+1 a* |=
|4l 1 2a a’—a a—1
_ 1
Z_a—l

Ejercicio 10
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Ejercicio 11.

a

A= 1

1

1
a
1

S = o

28

=(a—1)(ab—1)

» Casoa#lyab#1,r(4A)=r(AM) =3
= Casoa#1yab=1.

Como el menor

y como

e R a2 e i S

&

<
HFOoOR o0 RO o

V\H\ _ o

a 1
1 4 ‘#O:T(A):2

S.C.D.

=a’—a# 0= r(AM) = 3, luego S.I.

—
th :
|
s
=

pry
|

h

=

=

fa—f1
—_
fa—f1

o

O =

o

O =

r(A)=1<r(AM) =2
S.I

Ejercicio 11
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Ejercicio 12. Veamos cuando se anula el determinante de AM,

1 1 11 1 1 11
|2 -1 -1 2|w| 3 0o o0 3 <
[AMI =1 1 3 4| k-1 0 2 3 A
k1 -7 3 k-1 0 -8 2
. 3 0 3 ) 0 0 3 Ma
2 k-1 2 3|2 | k-4 2 3|=-3(—10k+38)
E—1 -8 2 k—3 -8 2

1. Sacamos ceros con fa + fi, fs — f1y fa— fi.
Desarrollamos el determinante por la columna cs.

3. Sacamos ceros con ¢; — c3 y desarrollamos.
19
El determinante de AM se anula en k = =

1

~ 5
19

k # = r(A) < r(AM) =4, S.I

k r(A) =r(AM) = 3, S.C.D.

<4<
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1
Resolvemos el caso k = 39 por el método de Gauss

11 1)1 Ve
2 -1 -1]2 11 11 S
Lo 0 2 -1 -1 | 2
= 1 3|4 |- 9 5 15 |20 M
159 19 5 -35 | 15 a
= 1 -7|3
5
1 1 1 1 11 1 1

@ [ o 1 1 0] ® | o1 1 0

= 0 —14 -4 1 = 0 0 10 1
0 —14 —54 | —4 0 0 —40 | —4

1. Multiplicamos la tercera y cuarta ecuacién por 5.
2. Sacamos ceros con fo —2 fi, f3—19fiy fa—19 f1
3. Simplificamos la f> por 3y f3+ 14 fo y fs + 14 fo.

Por sustitucion hacia atras obtenemos
1 1
10 10

z
<<

Ejercicio 12 <
<« Doc
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, r=A+iu

Ejercicio 13.

k k -1 1 k k -1 1
3 -k 0 0 3 -k 0 0 By
AMI=15 & o 0|=|s o o o|="2* S
1 0 2 1 1 0 2 1
El determinante de AM se anula en k = 0. l\/i a
1 0 2 1 1 0 2 1
3 0 010 fo—3f1 0 0 -2 -1
50 00| hosn 00 -2 | -1
0 0 -1 1 0 0 -1 1
1 0 2 1
2 fa—f2 0 0 -2 -1
0 0 0 0
0 0 0 3
k=0 r(A)=2<r(AM)=3, SL
k#0  r(A) <r(AM)=4, SL

Ejercicio 13
<4<
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Ejercicio 14.

o DO

(45 3)

AM

Q

Siendo |A| :‘ a22 ll)
2 1 2 _
‘az 2‘—4—a =0=a=22

1 1
b 2

Con estos valores la discusiéon es claramente:
a=+2Nb=2 r(A)=r(AM) =1,
r(A)=1#r(AM) =2,
S.C.D.

=2-b=0=>0=2

a®>=2b
en otro caso

a®#2b r(A)=r(AM) =2,

32

' = 2b — a? y los menores de orden 2 de AM

S.C.I.

S.I.

Ejercicio 14

MATEMATICAS

2° Bachillerato

, r=A+iu

B
s=B+py
CIENCIAS
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33
2 1 1 2 1 1
Ejercicio 15. [A|=|{0 1 -1 |=|0 1 —1 | =2(a—3). Anal-
2 -1 a 0 -2 a—-1
izamos a = 3.
2 1 1 3 2 1 1 3
0o 1 -1 =1 = 01 -1 -1
2 -1 3 b 0 0 O b—5
Discusién:
3 b=5 r(A)=r(AM)=2,5.C.I.(x)
a =

b#5 r(A)=2#r(AM)=3, S.I.
a#3 r(A)=r(AM) =3, S.C.D.(xx)

(*) Expresamos la solucién en paramétricas

r=2-A
{2:c+y4_rz:(1) y=—1+A\
4 N z=A
(**) Por Cramer
x_Za—b—l _b—a-2 z—b_5
 a-3 L O— a-3

Ejercicio 15

MATEMATICAS

2° Bachillerato

, r=A+iu

<
s=B+py
CIENCIAS
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2° Bachillerato
Ejercicio 16. Aplicamos reduccién o Gauss: S
1 -1 1 2 1 -1 1 2
2 3 =2 -8 = 0 5 —4 —12 = B
4 1 a b 0 5 a—4 b— 8 csl_EN("‘:AS
1 -1 1 2
0 5 —4 —12 Ma
0 O a b—4

Discusién del sistemas:
b=4 r(A)=r(AM)=2,SC.IL
a=0

b#4 r(A)=2#r(AM)=3,S.L
a#0 r(A)=r(AM) =3, S.C.D.

Ejercicio 16
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2° Bachillerato
Ejercicio 17. Aplicamos reduccién o Gauss: & rf““
1 4 1 a 1 4 1 a
3 -1 2 1 = 0 —-13 -1 1—3a B
2 -5 b -2 0 —13 b-2 -2-2a CIENCIAS
1 4 1 a

1l
(en)
|
—
w
|
—
—
|
w
s

Discusién del sistemas:
a=3 1r(A)=r(AM)=2,S.CL

a#3 (A)=2#r(AM)=3,S1.
b#A1 r(A)=r(AM) =3, S.C.D.

b=1

Ejercicio 17
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Ejercicio 18.

4] =

Luego Va el sistema es C.D. Resolvemos por Cramer

cos a sen a

= —cos’a—sen’a=—-1%#0
sena —cosa

1 sena

1 —cosa
xz—lzcosa—i—sena

cosa 1

sena 1
y:—lz—cosa+sena

Para que se cumpla x + y = 1, resolvemos 2 sena = 1,

T o%kr
~a={ 0
- 5T

?4-2]671'

Ejercicio 18
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Ejercicio 19. Aplicamos reduccién o Gauss:

1 4 1 a 1 4 1 a
3 -1 2 1 = 0 —-13 -1 1-3a
2 =5 b —2 0 —13 b—2 —2—2a
1 4 1 a
= 0 —-13 -1 1—3a (%)
0O 0 b-1 a—3

Discusion del sistema:
b1 a=3 r(A)=r(AM)=2,S.C. L
a#3 (A)=2#r(AM)=3,S. L
b#A1 r(A)=r(AM) =3, S. C. D.
Resolvemos para los casos de compatibilidad.
s Caso b =1y a = 3. Sustituyendo en (*), tomando z = pu como variable
libre, de la segunda ecuacién se tiene

8 1
Yy="13 + 3
y sustituyendo en la primera ecuacién
717
Tt

MATEMATICAS
2° Bachillerato
L r=A+iu

A
pe

3\

B
s=B+py

CIENCIAS

<4 Doc Doch
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a — 3 A+Au
= Caso b # 1 y cualquier a. Despejando z en (*), obtenemos z = p— -
Sustituyendo en la segunda ecuacién obtenemos vy,
b1 —-3a)—4+4a i
— b — 1 CIENCIAS
y finalmente de la primera ecuacion M a
23 — 10a + ab
S

Ejercicio 19

<« Doc

Volver



http://personales.unican.es/gonzaleof/

Soluciones a los Tests 39
Soluciones a los Tests
Solucién al Test: Falso pues el sistema puede ser incompatible. Por ejemplo:

zt+tyt+z+t = 1
r+y+z+t = 2

Final del Test

MATEMATICAS
2° Bachillerato
A+Au

-

<

s=B+u\:

CIENCIAS
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2° Bachillerato

A+Au

Solucién al Test: Es imposible, pues para que tenga solucién tunica se tiene
que cumplir:

r(A) =r(AM) =3 8
y en nuestro caso, con dos ecuaciones r(A4) < 2 Final del Test CIENeTAS

<« Doc
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Solucién al Test: Es posible, basta que una de ellas sea dependiente de las
otras. Por ejemplo: partimos de la soluciéon z = 1 e y = 1, que satisfacen el
sistema

z+y = 2

z—y = 0
ahora anadimos otra ecuaciéon dependiente de ellas

2r+2y =4

y ya tenemos un sistema de tres ecuaciones con dos incognitas que tenga
solucién unica. Final del Test

MATEMATICAS

2° Bachillerato
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A+iu
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