Ciugag PAAU (LOXSE) Codigo: 21

COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

XUNO 2007

MATEMATICAS

(Responder s6 a unha das opcions de cada bloque tematico).

BLOOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (Puntuacién mdxima 3 puntos)

Opcioén 1. a) Sexan F1, F», F3 as filas primeira, segunda e terceira, respectivamente, dunha matriz cadrada M
de orde 3, con det(M) = -2. Calcula o valor do determinante da matriz que ten por filas F| - F», 2F, F> + F3.

b) Dada a matriz C = [; 1 ], acha duas matrices X e Y que verifican:
x+y'=c
xX-rt=c
sendo C' a matriz trasposta de C.

Opcidn 2. a) Discute, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema de ecuacions lineais:

mx + y + z =0
x - my - z =1
2x + y + z =0

b) Resolveo, se ¢é posible, no caso m = 2.

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacién méxima 3 puntos)

Opcioén 1. a) Os puntos A(1,1,0), B(0,1,1) e C(-1,0,1) son vértices consecutivos dun paralelogramo ABCD.
Calcula as coordenadas do vértice D e a area do paralelogramo.

b) Calcula a ecuacion do plano que pasa polo punto B(0,1,1) e € perpendicular 4 recta que pasa polos
puntos A(1,1,0) e C(-1,0,1).

x =

1
Opcidn 2. Dadas asrectas r:qy = 2
2

x_ytl z42
1 2 2

; =
a) Estuda a sua posicion relativa.

b) Calcula a ecuacion do plano que contén as duas rectas.

BLOOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacién méxima 4 puntos)

Opcién 1. a) Dada a funcion fe-{ “ 1 ¢ ¥
X)=

cion 1. a) Dada a funcion 02 42 se x>2
calcula a para que f{x) sexa continua en x = 2. Para o valor obtido de a, ;¢ f{x) derivable en x = 2?

b) Dada g(x) = ax* + bx + ¢, calcula os valores de a, b, ¢ para que g(x) tefia no punto (1, -1) un minimo
relativo e a recta tanxente a grafica de g(x), en x =0 , sexa paralela 4 recta y = 4x.

¢) Enunciado do teorema fundamental do célculo integral. Dada a funcion F (x) =f: e’ dt, ;ten F(x)puntos
de inflexion? Xustifica a resposta.
Opcioén 2. a) Enunciado e interpretacion xeométrica do teorema de Rolle.

b) Dada f(x) = x* - 9x, calcula para f{x): puntos de corte cos eixes, intervalos de crecemento e decrecemento,
maximos e minimos relativos, intervalos de concavidade e convexidade e puntos de inflexion.

c¢) Calcula a area da rexion do plano limitada polo eixe OX e a curva y = x> - 9x.
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Ciua PAAU (LOXSE) Codigo: 21

COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

SETEMBRO 2007

MATEMATICAS

(Responder s6 a unha das opcions de cada bloque tematico).

BLOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (Puntuacién méxima 3 puntos)

m 0 0
Opcion 1. Dadaamatriz 4=[0 0 m
0 -1 mt+l

a) Estuda, segundo os valores de m, o rango de A

b) Para m = -1, calcula a matriz X que verifica X - A + A =2/, sendo / a matriz unidade de orde 3.

Opcidn 2. a) Discute, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema de ecuacions lineais:

x + my + mz = 1
x + my + mz = m
my + mz = 4m

b) Resodlveo, se € posible, no caso m = 1.

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacion méxima 3 puntos)
Opcioén 1. a) Calcula m para que os puntos 4(2,1,-2), B(1,1,1) e C(0,1,m) estean alifiados.

b) Calcula o punto simétrico do punto P(-2,0,0) respecto da recta que pasa polos puntos 4(2,1,-2) e
B(1,1,1).

x =1 + A

-1 -2
Opcioén 2. Dadas as rectas r:%: J T~ z 35 Sy T 3+ 24
z = A

a) Estuda a stia posicion relativa .

b) Calcula a ecuacion do plano que contén a recta » e € paralelo a recta s.

BLOOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacién méxima 4 puntos)

e¥ senx - x
22+ x*
b) Calcula os vértices e a area do rectangulo de 4rea méxima que se pode construir de modo que a sta
base estea sobre o eixe OX e os vértices do lado oposto estean sobre a parabola y = -x*+ 12.

Opcion 1. a) Calcula Ll%

¢) Enunciado do teorema fundamental do calculo integral. Calcula a ecuacion da recta tanxente a grafica
de F (x) :f; [2+cos(t2) ] dt, no punto de abscisa x=0.

Opcidn 2. a) Enunciado do teorema de Bolzano. ;Podemos asegurar que a grafica de f{x) =x° + 2x* -4 corta
ao eixe OX nalgun punto do intervalo (1, 2)?

., 0 se xf—\/i
b) Dada a funciéon g(X)—{ 2 e x>3

(E g(x) continua en x = -v/2 2 E derivable en x=-v2?

¢) Calcula a area da rexion do plano limitada polas graficas de g(x) e A(x) = | x| .
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CONVOCATORIA DE XUNO

Soamente se puntuard a primeira pregunta respondida
de cada un dos tres bloques.

Bloque 1 (Alxebra lineal) (3 puntos)
OPCION I:

a) 1 punto

b) 2 puntos, distribuidos en
Célculo de X (0,5 puntos)
Calculo de Y (1,5 puntos)
OPCION 2:

a) 2 puntos

b) 1 punto

Bloque 2 (Xeometria) (3 puntos)
OPCION I:

a) 2 puntos, distribuidos en
Calculo do vértice D ( 1 punto)
Célculo da area (1 punto)

b) 1 punto

OPCION 2:

a) 2 puntos

b) 1 punto

Bloque 3 (Analise) (4 puntos)
OPCION I:

a) 1 punto, distribuido en

Célculo de a para que a funcion sexa continua en X
=2 (0,5 puntos)

Estudo da derivabilidade en x =2 (0,5 puntos)

b) 1,5 puntos

¢) 1,5 puntos, distribuidos en

Enunciado do teorema fundamental do calculo
integral (1 punto)

Punto de inflexion (0,5 puntos)

OPCION 2:

a) 1 punto, distribuido en

Enunciado do teorema de Rolle (0,5 puntos)

Interpretacion xeométrica do teorema de Rolle (0,5
puntos)

b) 2 puntos, distribuidos en

Puntos de corte cos eixes (0,25 puntos)

Intervalos de crecemento e decrecemento (0,75 puntos)
Maximos e minimos relativos (0,25 puntos)
Intervalos de concavidade e convexidade (0,5 puntos)
Punto de inflexion (0,25 puntos)

¢) 1 punto

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Soamente se puntuard a primeira pregunta respondida
de cada un dos tres bloques

BLOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (3 puntos)
Opcidn 1.

a) 1,5 puntos

b) 1,5 puntos

Opcién 2.

a) 2 puntos

b) 1 punto

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (3 puntos)
Opcién 1.

a) 1 punto

b) 2 puntos

Opcién 2.

a) 1,5 puntos
b) 1,5 puntos
BLOOQUE 3 (ANALISE) (4 puntos)
Opcién 1.

a) 1 punto

b) 2 puntos
¢) 1 punto
Opcion 2.

a) 1 punto

b) 1 punto

¢) 2 punto



_ Exemplos de resposia L Solucions.

CONVOCATORIA DE XUNO

BLOOUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (Puntuacion

maxima 3 puntos)

Opcioén 1.

F,
a) Sabemos que | »| = - 2. Entdn, polas propiedades
Fy
dos determinantes, temos que
Fy-F, -Fy  |2F F
2F, |=|2F\|=| F,|=2|F,|=-4
Fy+F; F; F; F;

(1 punto)
b) Sumando membro a membro as duas ecuacidns
obtemos 2X = C + C". Polo tanto:

0

11 ] [ 1 2
+
21 11
Da primeira ecuacion obtemos:
1 1} [ 1 3/2]_[ —1/2]
2 1 32 1 2 0
e tendo en conta que Y= (Y"')!, s6 nos resta o calculo
da matriz inversa de Y. Asi;

X=%(C+ ') =1{[

1 372
2

32 1
(0,5 puntos)

Y'1=C-X=[

t

o1 (Y = 4 0 -12( |0 2
Y= Gerry A =411n 07| 2 0
(1,5 puntos)

Opcidn 2.
a) Matriz de coeficientes Matriz ampliada
m 1 1 m 1 1 0
C=|1 -m -1 A=|1 -m -1 1
2 1 1 2 1 1 0
Calculo do rango de C: (0,5 puntos)
) =3#0=>rang(C)=2

|C| = -m? +3m -2, IC|=0 = m=1,oum=2

Polo tanto: rang(C)=2,se m=1oum=2

rang(C) = 3, nos demais casos.

Célculo do rango de A: (0,5 puntos)
m 1 0
| RS 1 O
2 1 0

Polo tanto: rang(A) =2, se m =2
rang(C)=3,sem + 2.
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Discusion: (1 punto)
Se m =1, rang(C) = 2<3 = rang(A4). Sistema

incompatible. Non ten solucién.

Se m =2, rang(C) = 2 = rang(A) < n° incognitas.
Sistema compatible indeterminado. Infinitas solucions.

Sem#1em+#2, rang(C) =3 =rang(A) = n°incdg-
nitas. Sistema compatible determinado. Soluciéon
unica.

b) Segundo vimos no apartado anterior, estamos
no caso dun sistema compatible indeterminado con
infinitas solucions. Neste caso, un sistema equivalente
ao dado ¢é:

x - z = 1+

2x + z = -y
e as infinitas solucions seran:

X 1 t +l;

3 3
y=t; teR
z = _é t J,— 2;
3 3 (1 punto)

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacién méxima
3 puntos)

Opcidén 1. a) Se ABCD éun paralelogramo, cumprirase
que AB = DC, e polo tanto, se D(x, y, z)
A B

D C

Obtendo asi que o vértice D € a orixe de coordenadas,
D(0,0,0). (1 punto)

A area do paralelogramo vén dada polo modulo do
vector DC X DA. Entén:

— —_

i 7k
DCXDA=|-1 0 1|=(CL1,-1)
1 1 0

(1 punto)

Area=+](-1)* + 1+ (-1 2= 3w

b) Un vector normal ao plano pedido ¢ AC =(-1,0,1)
- (1,1,0) = (-2,-1,1). Como o plano pasa polo punto
B(0,1,1), podemos escribir a ecuacion xeral do plano
2x-0)-@-D)+(E-1)=0

¢ dicir, 2x+y-z=0 (1 punto)
Opcién 2.

a) Vector director da recta r :

director da recta s : v; = (1,2,2).

v, = (0,1,2).Vector

Un punto da recta 7 : P,=(1,2,2). Un punto da recta



_ Exemplos de resposia L Solucions.

s:0,=(0,-1,-2)
Polo tanto, ITQ: =(0,-1,-2) - (1,2,2) = (-1,-3,-4).

. . v, 01 2
Consideramos as matrices M =| _. |= ;

v 12 2
ANEEERE
N=| v |=|0
Vi 2

0

1
5| -1#0 = rang(M) = 2, Xa podemos dicir

que as rectas se cortan ou cruzan. Para decidir entre
estas duas posibilidades, recorremos ao rango da
matriz N, € como

|Nj=-2-6+4+4=0= rang(N)=2

as rectas cortanse. (2 puntos)

b) Como son duas rectas secantes, o plano que as
contén queda determinado por un punto dunha recta,
por exemplo P,, que serd un punto do plano e polos
vectores directores das rectas, ¢ dicir v, e v, , que
seran dous vectores contidos no plano. Asi, a ecuacion
do plano sera:
y-2 z-2
0 1 2
1 2 2

x-1

= (); € dicir: 2x-2y+z=0 (1 punto)

BLOOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacién méxima 4
puntos)

Opcidn 1.
a) lirr%_ fx)= lirr%_(ax2 +1)=4a +1;
f2)=3

Polo tanto, para que a funcién sexa continua en x = 2
ten que cumprirse 4a +1 = 3. Asi, a funcion é continua
paraa=1/2. (0,5 puntos)

lin} flx) = ler%+(ez‘x +2)=3;

Calculamos as derivadas laterais:

e i 123222 ] A
f 2= 1}% 5 ,I\»IEI%'E(XJF 2)=12;
2-x
£@%=lim, -l lim &> = -

Polo tanto, a funcién non ¢é derivable en x = 2.
(0,5 puntos)
b)gx)=ax*+bx+c;g'(x)=4ax*+b
g)=-1>a+b+c=-1
g)=0=>4a+b=0
g0)=4=>b=4

(1,5 puntos)

c¢) Teorema fundamental do calculo integral: Se
f(x) é unha funcion continua en [a,b], a funciéon

= a=-1;b=4,c=4
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F(x) = J;f(t)a?t ¢ derivable e a sua derivada ¢
F'(x) = flx). (1 punto)
R = I} e di = Fi9 = e F() = 250"
F(x) = 2¢7 + 4ve
F)=0<x=0

En x=0, hai un punto de inflexion.
F0)=2#0
(0,5 puntos)

Opcidn 2.

a) Teorema de Rolle: sexa f{x) unha funcién continua
en [a,b], derivable en (a,b) e con fla) = f(b). Enton,
existe algun punto ¢ € (a,b) no que a derivada da

funcién se anula, f'(¢) = 0. (0,5 puntos)
Interpretacion xeométrica:
A
X B

b
Baixo as hipdteses do teorema de Rolle, podemos
garanti-la existencia de polo menos un punto ¢ en (a,b)
tal que a recta tanxente 4 grafica de f{x) en (c,f(c)) €
paralela ao eixe OX. (0,5 puntos)

a (¢ C

x=0=>y=0
b)

y=0=>xx29)=0
0,0); (-3,0); (3,0)
f(x)=3x-9; F(x)=0ex=+3
S(x) = 6x; ' x)=0=x=0
17(V3)<0; fi-\3)=6V3. Méaximo relativo no punto
(-V3,6V3)
77(3)>0; f(N3)=-6V3. Minimo relativo no punto
(V3,-6V3) (0,25 puntos)

7 x)=6; f7(0)#0; f0)=0.Punto de inflexion
no punto (0,0) (0,25 puntos)

Puntos de corte cos eixes:

(0,25 puntos)

Crecemento e decrecemento:

(-0, \3) | (-\3,3)

(\3, +o0)

fx) >0 <0 >0
fx) crecente | decrecente | crecente
(0,75 puntos)
Concavidade e convexidade: (0,5 puntos)
(-OO, 0) (Oa +OO)
f(x) <0 >0
Ax) /\ \/
concava convexa




_ Exemplos de resposia L Solucions.

A

¢) Os resultado obtidos no apartado b) permitennos
debuxa-la rexion do plano da que queremos calcula-
la area

Area = J; (3 -9x)dx [ 03 (x® -9x)dx =

0
o Xt 92 _ 5 (81 8l :Euz
4 2 ], 4 2) 2

(1 punto)

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

I'e

BLOQUE 1 ALXEBRA LINEAL
(Puntuacion maxima 3 puntos)
Opcién 1.
m 0 0
a) |4=[0 0 m|=m;|4|=0em=0
0 -1 mtl
Temos asi:

m#0 = rang(4) =3

m=0 = rang(4) =1 (4 ten duas filas de ceros)

(1,5 puntos)

b) Por a), se m = -1, |4| = 1 # 0 e existe a inversa da
matriz A. Ademais, para este valor de m

-1 0 0
A=|0 0 -1|=4>=Iepolotanto, 4=4"
0 -1 0
Enton
XA+A=21=X=Q2I-A)4A"'=24-1;
-1 0 0 1 0 O 30 0
X=210 o0 -1f(-|0 1 Of-|O0 -1 -2
0 -1 0 0 0 1 0 -2 -1
(1,5 puntos)
Opcion 2.
a) Matriz de coeficientes Matriz ampliada
1 m m 1 m m 1
C=|1 m m A=1 m m m
0 m m 0 m m 4m

Calculo do rango de C:

1? fila = 2° fila. Eliminamo-la 2 fila.

2? columna = 3? columna. Eliminamo-la 3* columna.
1 m

Om:

m

Polo tanto:
m=0 = rang(C) =1
m#0 = rang(C)=2

Célculo do rango de 4:

1 m 1

L m  m |=4m*+m - m? - 4m*> = m(1 -m)

0 m 4m

Sem =0, 1‘=—1;£0.Sem=1, : 1‘=1¢0
0 01

Polo tanto:

Sem =0, rang(4) =2
Sem=1,rang(4) =2
Nos demais casos, rang(4) =3
Discusion:
Sem =0, rang(C) =1 <2 =rang(A4).
Sistema incompatible. Non ten solucion.
Sem=1, rang(C) =2 = rang(A4) < n°incognitas.
Sistema compatible indeterminado. Infinitas solucions.
Sem#0em#1, rang(C) =2 <3 =rang(A).
Sistema incompatible. Non ten soluciéon. (2 puntos)
b) Para m = 1, temos un sistema compatible indeter-
minado. Un sistema equivalente ao dado ¢

x+y+z=1

y+z=4

Como =1#0, temos: x = -3, y = 4-z. As

infinitas solucions seran

x=3;
y=4-t; teR
zZ=1,

(1 punto)



_ Exemplos de resposia L Solucions.

BLOOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacién méxima

3 puntos)
Opcién 1. a) Calculamo-la recta » que pasa polos

puntos A(2,1,-2) e B(1,1,1). Vector director da recta:
AB=(-1,0,3). Punto de r: A(2,1,-2)
Vector director da recta 7: A_é =(-1,0,3)

Punto de » 4(2,1,-2)

x=2-A
=r:s y=1
z=2+3\

Para que os puntos estean alifiados, C debe pertencer a
recta r. Polo tanto

0=2-A
1=1 =m=4
m=-2+3\

(1 punto)
b) Calculamo-lo plano 7 perpendicular 4 recta , polo

tanto o vector 4B ¢ un vector perpendicular ao plano,
pasando polo punto P(-2,0,0):

A_];’J_n=>-x+3z+D=0
D=-2; wx-3z4+2=0
Pen
Calculamo-lo punto M(2-A,1,-2+3)) interseccion da
recta » co plano m:
2-A-3(-2H30)+2=0=r=1; M=(1,11)

Se P’(x,,z) € 0 simétrico de P(-2,0,0), como M=(1,1,1)
¢ o punto medio de PP’, temos que

2 _ Yo, z_
N
e asi, (2 puntos)

Opcidn 2. a) Das ecuacions das rectas podemos obte-
los seus vectores directores:

;: = (la'la'3)
vy =(1,2,1)
e estudando o rango da matriz formada polas compo-
-1 -3
fientes destes vectores rang(M) = ran R =2,

xa podemos dicir que as rectas se cortan ou cruzan.

Para decidirmos entre estas duas posibilidades,

consideramos agora un punto en cada unha das rectas
P0,1,2)er; O(1,3,1)es; P.O,=(1,2,-1)

€ a matriz

PO, 1 2 A
N=| i 1 -1 3
v 12 1

Como |N=-1-2-6-1+6-2=-6#0 = rang(N)=3
podemos concluir que as rectas se cruzan. (1,5 puntos)
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b) O plano esta determinado polo punto P. e os vectores
v, e v, . Polo tanto, a ecuacion do plano sera

x y-1 z2

I -1 -3|=0;5x-4y+3z-2=0

1 2 1 (1,5 puntos)
BLOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacién mdxima 4
puntos)
Opcién 1.

0

a) E unha indeterminacién do tipo
regra de L "Hopital duas veces

e aplicamos a

e senx + e cosx -1 _

lim e’ senx-x _ i
x=0 2xr+x* %0 4x + 4x3
lim € (senx + cosx) + e* (cosx - senx)_ +1 1
x>0 4+ 12x? 4 2
(1 punto)
b)
A
(-x,-x2+12 (x,-x2+12)
>
(-x,0) (x,0)

O vértice da parabola ¢ o punto V(0,12). A funcion a
maximizar, area do rectangulo, é

A(x) =2x(-x* +12) = -2x> +24x (1 punto)
Determinamo-lo maximo:
A’ (x) = -6x* +24
AE) =0 x==£2
A" (x) =-12x; A7 (2)=-24<0
Polo tanto,
A(x) alcanza o maximo para x = 2. (0,5 puntos)
Vértices (-2,8),(2,8),(2,0),(-2,0) (0,25 puntos)
Area: 4(2) =32 42 (0,25 puntos)

¢) Teorema fundamental do calculo integral: Se f(x) é
unha funcién continua en [a,b], a funcién F(x) = [ : fHdt
¢ derivable ¢ a sua derivada ¢ F”(x) = f{x). (0,5 puntos)
Ecuacion da recta tanxente a grafica de F(x) no punto

de abscisa x = 0:
Y- F(0) = F'(0)(x-0).



_ Exemplos de resposia L Solucions.

F(0)= ) (;) [2+cos(£?)]dt=0, e polo teorema fundamental
do célculo integral F'(x) =2 + cos(x*) = F'(0) =3
Polo tanto, a ecuacion da recta tanxente é: y = 3x

(0,5 puntos)

Opcién 2.

a) Teorema de Bolzano: se f{x) é continua en [a,b]
¢ toma valores de signo contrario nos extremos do
intervalo, ¢ dicir f{a)f(b) < 0, entdn existe algiin punto
¢ € (a,b) onde a funcidn se anula, € dicir f{c) = 0.

(0,5 puntos)

A funcién f{x) = x° + 2x* -4 é continua en R e polo tanto
en [1,2], por ser polinomica.

f(H=-1<0; f(2)=60>0

Enton, polo teorema de Bolzano, existe polo menos un
punto ¢ € (1,2) no que a funcion se anula, ¢ dicir f{c) =0
(0,5 puntos)

b) .. _
lim g(x)=0
lim g(x)=0 ¢ = lim g(x) = g(-\2).

g(-\/2)=0

Polo tanto, g(x) é continua en x =-\2. (0,5 puntos)
g2)= lim =0

e X2 (s R2)(x2)
= lim S = lim e 22

Dado que g'(-V2) # g'(-\2%), temos que g(x) non é
derivable en x = -\2. (0,5 puntos)
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¢)

} 1 -
-1 1
-x se x<0
h(x) =
x se x>0
Calculamo-los puntos de corte de g(x) con A(x)
x=X
x=-x22=
x=-1
5 x=1
=x’ 2=
X=-x - X
0 1 ¥ x2 0
A= J._l(' 242 +x)dx + IO (_x2 +2 -x)dx = -§+5+2x ]
3 42 1
+ _x__x_+2x :luz
32 0 3 (2 puntos)



