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Código:   26 

 

MATEMÁTICAS II 

 

 (O alumno/a debe responder só os exercicios dunha das opcións. Puntuación máxima dos exercicios de cada 

opción: exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2 puntos, exercicio 4= 2 puntos) 

OPCIÓN A 

1.  a) Calcula todas as matrices   (
  
  

) de rango 2 tales que a súa inversa sexa     , é dicir, 

        , sendo   a matriz unidade de orde 2. 

     b) Dada a matriz    (
         

        
       

) 

i) Calcula, segundo os valores de  , o rango de  . 

ii) Para o valor       , calcula todas as matrices    (
 
 
 
) tales que     (

 
 
 
) 

2. a) Calcula o valor de   para que os puntos  (      )   (       ),  (     ) e  (      ) estean nun  
mesmo plano. Calcula a ecuación implícita ou xeral dese plano. 

b) Calcula o ángulo que forman o plano               e a recta   que pasa polos puntos 
 (       ) e  (       )  
c) Calcula os puntos da recta   do apartado anterior que distan 9 unidades do plano    

3. a) Definición e interpretación xeométrica do teorema do valor medio do cálculo diferencial.  

     b) Calcula os límites seguintes:  

i)        
  – 

   √   
                 ii)        

  –   (   )

   (   )
              

4.  A derivada dunha función  ( ), cuxo dominio é  (   ), é    ( )   
     

   

a) Determina a función  ( ) sabendo que a súa gráfica pasa polo punto (   )  
b) Determina os intervalos de concavidade e convexidade de  ( )  

OPCIÓN B 

1. a) Discute, segundo os valores do parámetro m, o sistema: 
               
                 

                                       
   

b) Resólveo cando     e cando      

2. Dada a recta   {
              
         

 

a) Calcula a ecuación implícita ou xeral do plano   que pasa polo punto  (      ) e é perpendicular á 

recta  . 
b) Estuda a posición relativa da recta   e a recta   que pasa polos puntos  (      ) e  (      ). 
c) Calcula o punto da recta   que equidista dos puntos  (      ) e  (      )    

3.  a) Enunciado e interpretación xeométrica do teorema de Rolle. 

b) Sexa  ( )      
 

 
   (    ). Calcula a ecuación da recta tanxente á gráfica de  ( ) no punto 

correspondente a    . Determina, se existen, os máximos e mínimos relativos de  ( ) . 

4. Dada a función  ( )   {
            

 (   )         
 

a) ¿É  ( ) derivable en    , para algún valor de  ? 

b) Para    , calcula a área da rexión limitada pola gráfica de  ( ) e o eixe      



 

PAU 

SETEMBRO 2016 

Código:   26 

 

MATEMÁTICAS II 

 

(O alumno/a debe responder só os exercicios dunha das opcións. Puntuación máxima dos exercicios de cada 

opción: exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2 puntos, exercicio 4= 2 puntos) 

OPCIÓN A 

1.  Dada a matriz   (
        

      
      

) 

      a) Calcula, segundo os valores de  , o rango de  . Calcula, se existe, a inversa de   cando      
      b) Para      calcula a matriz   que verifica           . 

      c) Para    , calcula todas as matrices    (
 
 
 
)  tales que     (

 
 
 
) 

2. Dados os planos             ;    {
   

 

 
                    

                                
                              

   

a) Calcula o ángulo que forman    e    . Calcula as ecuacións paramétricas da recta que pasa por 

(     ) e é paralela a    e    .   

b) Calcula o punto simétrico do (     )  respecto do plano   . 

3. a) Definición e interpretación xeométrica da derivada dunha función nun punto.  

     b) Dunha función  ( ) sabemos que  (  )     e que a súa función derivada é 

  ( )   {
                        
                        

 

     Calcula as ecuacións das rectas tanxentes á gráfica de  ( ) nos puntos de abscisa:      e     
   

 
  

 

4. Debuxa e calcula a área da rexión limitada pola gráfica da parábola    (   )  o eixe de abscisas 

e a recta        (Nota: para o debuxo da gráfica da parábola, indica os puntos de corte cos eixes, o 

vértice e a concavidade ou convexidade). 

OPCIÓN B 

1. a) Discute, segundo os valores de  , o sistema: 
                  
             
                

          

     b) Resólveo  cando       

2. Dadas as rectas     
   

 
 

   

  
 

   

 
             {

                  
                   

 

a) Estuda a súa posición relativa.  

b) Calcula a ecuación implícita ou xeral do plano que contén a   e é paralelo a    
c) Calcula a distancia entre   e   .  

3. Debuxa a gráfica de   ( )     
 

(   ) 
  estudando: dominio, simetrías, puntos de corte cos eixes, 

asíntotas, intervalos de crecemento e decrecemento, máximos e mínimos relativos, puntos de 
inflexión e intervalos de concavidade e convexidade. 

4. a)  Enuncia o teorema fundamental do cálculo integral. Calcula a ecuación da recta tanxente á gráfica 

da función   ( )   ∫
    

      
 

 
, no punto de abscisa      . 

b) Calcula ∫    (   )  
 

 
    



 

CONVOCATORIA DE XUÑO 

OPCIÓN A 

1) a) 1,5 puntos, distribuídos en: 

 1 punto pola formulación do problema. 

 0,5 puntos polo cálculo de 
a
 e 

b
 . 

b) 1,5 puntos, distribuídos en: 

 i) 0,75 puntos 

 ii) 0,75 puntos 

2) a) 1 punto, distribuído en: 

 0,5 puntos pola ecuación do plano. 

 0,5 puntos pola determinación de 
m

. 

b) 1 punto 

c) 1 punto 

3) a) 1 punto, distribuído en: 

 0,5 puntos polo enunciado do teorema do valor medio do cálculo diferencial. 

 0,5 puntos pola interpretación xeométrica do teorema do valor medio do cálculo diferencial. 

b) 1 punto, distribuído en: 

 i) 0, 5 puntos 

 ii) 0, 5 puntos 

4) a) 1 punto, distribuído en: 

 0,75 puntos polo cálculo da integral indefinida de f (x) 

 0,25 puntos pola determinación da constante para que f (1)=0 

b) 1 punto. 

 

OPCIÓN B 

1) a) 2 puntos, distribuídos en: 

 1 punto polo cálculo dos rangos segundo os valores de m 

 1 punto pola discusión do sistema 

b) 1 punto, distribuído en: 

 0,5 puntos polo caso m=0 

 0,5 puntos polo caso m=1 

2)     a) 1 punto 

b) 1 punto 

c) 1 punto 

3) a) 1 punto, distribuído en: 

 0,5 puntos polo enunciado do teorema de Rolle. 

 0,5 puntos pola interpretación xeométrica. 

b) 1 punto, distribuído en: 

 0,5 puntos pola ecuación da recta tanxente. 

 0,5 puntos pola determinación do máximo e mínimo relativos. 

4) a) 1 punto, distribuído en: 

 0,5 puntos pola determinación de 
a
 para que f ( x) sexa continua en x=1. 

 0,5 puntos por concluír que f ( x) non é derivable en x=1 para ningún valor de a. 

b) 1 punto, distribuído en: 

 0,75 puntos pola formulación do problema. 

 0,25 puntos polo cálculo das integrais definidas. 



 

 

CONVOCATORIA DE SETEMBRO 

OPCIÓN A 

1) a) 1 punto: 

 0,5 puntos polo cálculo do rango de A. 

 0,5 puntos polo cálculo da inversa de A,cando  = 0. 

 b) 1 punto 

 c) 1 punto 

2) a) 1,5 puntos: 

 0,75 puntos polo cálculo do ángulo que forman os planos. 

 0,75 puntos pola obtención das ecuacións paramétricas da recta. 

b) 1,5 puntos 

3) a) 1 punto: 

 0,5 puntos pola definición da derivada dunha función nun punto. 

 0,5 puntos pola interpretación xeométrica. 

 b) 1 punto: 

 0,5 puntos pofa determinación de f ( x) 

 0,5 puntos polas ecuacións das rectas tanxentes (0,25 puntos por cada una) 

4) 2 puntos: 

 0, 5 puntos polo debuxo da rexión. 

 1 punto pola formulación da área en termos de integrais definidas. 

 0,5 puntos polo cálculo das integrais definidas. 

  

OPCIÓN B 

1) a) 2 puntos: 

 1 punto polo cálculo dos rangos segundo os valores de m 

 1 punto pola discusión do sistema 

b) 1 punto 

2) a) 1 punto 

b) 1 punto 

c) 1 punto 

3) 2 puntos: 

 0,25 puntos: estudo de dominio, puntos de corte cos eixes e simetrías. 

 0,25 puntos: estudo de asíntotas. 

 0,5 puntos: estudo de intervalos de crecemento e decrecemento, máximos e mínimos relativos 

 0,5 puntos: estudo de puntos de inflexión, intervalos de concavidade e convexidade. 

 0,5 puntos: debuxo da gráfica. 

4) a) 1 punto: 

 0,5 puntos polo enunciado do teorema fundamental do cálculo integral. 

 0,5 puntos polo cálculo da recta tanxente. 

 b) 1 punto: 

 0,5 puntos: integración por partes 

 0,25 puntos: integración de función racional 

 0,25 puntos: cálculo da integral definida 



 
 

CONVOCATORIA DE XUÑO 

 

OPCIÓN  A 

Exercicio 1: 

a)  �� = � − 2�  ⇔   � =  ��� − 2�� = �� − 2��� 

 ��� − 2�� =  �0 �� �� ∙ �−2 �  � � − 2� =   � �1 ��� − 2�  ��� − 2� �1 + ��� − 2�� 

Polo tanto: 

 ��� − 2�� = � ⇔  F �1 = 1  ��� − 2� = 0�1 + ��� − 2� = 1T ⇔     � = ±1� = 2  

VWPXYAóQ: �0 11 2� ;  �   0 −1−1    2�  

b)  

i) OJN ��)=\ � + 2 −1 � + 1  0 � + 1 0−1 −2 � + 1\ = �� + 2��� + 1�1 +  �� + 1�1 =  �� + 3��� + 1�1 

OJN ��� =  0 ⇔ I� = −3� = −1 

 
Se  � = −3, hai un menor de orde 2 non nulo: 

]−1 −1   0 −2] = 2 ≠ 0 

Se  � = −1, hai un menor de orde 2 non nulo: 

]    1 −1 −1 −2] = 2 ≠ 0 

Polo tanto: VJ � ∈ ℝ − a−3, −1b   JQNóQ   $�Qc��� = 3VJ  � =  −3 WX � = −1, JQNóQ  $�Qc��� = 2  

 
 
ii) Substituíndo o valor de � na matriz �, resulta: 

�   1 −1 0   0    0 0−1 −2 0� ∙ ����� =  �000�   ⇒   = � − � = 0−� − 2� = 0e   ⇒   � = � = 0 

 

VWPXYAóQ: � = �00G� , G ∈ ℝ  

 
 
 



 
 

CONVOCATORIA DE XUÑO 

 
 

OPCIÓN  A 

Exercicio 2: 

a) Os vectores ��fffffg = �2,6,1�e�!ffffffg = �1,4,1� son non proporcionais. Polo tanto, os puntos ��1, −5, −1�, ��3,1,0� e !�2, −1,0� determinan un plano ": 

  ": \2 1 � − 16 4 � + 51 1 � + 1\ = 0⇒ ": 2� − � + 2� − 5 = 0  

Para determinar �, bastará ter en conta que � ∈ " e polo tanto: 

2� + 1 + 2� − 5 = 0⇒   � = 1  
Tamén poderiamos obter �, impoñendo a condición $�Qch��fffffg, ��fffffg, �!ffffffgi =  2, é dicir: 

\� − 1 4 � + 12 6 11 4 1 \ = 0 ⇒ 2�� − 1� − 4 + 2�� + 1� = 0 ⇒ 4� − 4 = 0 ⇒ � = 1 

b) O vector director, jkfffg, da recta e o vector normal, Qlffffg, ao plano son: 

jkfffg = %(fffffg = �−2,1, −2�Qlffffg = �2, −1,2� m ⇒ jkfffg e Qlffffg  son proporcionais. Polo tanto: 

$ J " >WQ nJ$nJQOAYXP�$J>: $ ⊥ "  

c) Calculamos as ecuacións paramétricas da recta $: 

%�3, −4, −7� ∈ $ jkfffg = �−2,1, −2� e ⇒   $: p � = 3 − 2G  � = −4 + G  � = −7 − 2G 

Un punto xenérico da recta será: (3 − 2G, −4 + G, −7 − 2G�. Determinamos o valor de G para que o 

punto diste 9 unidades do plano ": 

9 =  |2�3 − G� − �−4 + G� + 2�−7 − 2G�|√4 + 1 + 4   ⇒   27 =  |−9 − 9G|  ⇒  I 27 = −9 − 9G   ⇒  G = −4 −27 = −9 − 9G ⇒  G = 2      
Substituindo estes valores nas ecuacións paramétricas da recta, obtéñense dous puntos da recta que 

distan 9 unidades do plano: 

��11, −8,1� J  ��−1, −2, −11�  

 

 



 
 

CONVOCATORIA DE XUÑO 

OPCIÓN  A 

Exercicio 3: 

a) Teorema do valor medio do cálculo diferencial: Se 9��� é continua en [a,b] e derivable en (a,b), entón 

existe algún punto c∈(a,b) tal que 9 ′�Y� =  r�s��r�t�s�t  

 

 
 
 
 
 
 
          a          c                   b 
 
 
 

b)             Indeterminación 
22 

i. PA�.→ .�.�√1�. = PA�.→ �.���.6u1�.�h.�√1�.ih.�√1�.i = PA�.→ �.���.6u1�.�.<�16. = 

Multiplicamos polo conxugado do denominador            Factorizamos o denominador 

                                                                            e simplificamos 

= PA�                     .→
�� − 1��� + u2 − ���� − 1��� + 2� =  23  

Tamén pode facerse por L’Hôpital: 

PA�.→ .�.�√1�. = PA�.→ 6 v√<wx = 6v< = y< = 1z 

 

                              Indeterminación 
22 

ii. PA�.→2 .�45�6.�.78�6.� = PA�.→2 � vv{x45�6.�6 xv{x = PA�.→2
xv{x�v{x� |}�v{x�{ xv{x = 

                      L’Hôpital 
 

                              Indeterminación 
22 

= PA�.→2 .�6.� 45�6.�6 . =  PA�.→2 45�6.�66  =  1  

 
                                   L’Hôpital 

 
 
 
 

Interpretación xeométrica: 

Nas hipótesis do teorema, existe algún 

punto intermedio no que a tanxente á 

gráfica de 9��� é paralela á corda que une 

os puntos  (a,f(a)) e (b,f(b)). 



 
 

CONVOCATORIA DE XUÑO 

 
OPCIÓN  A 

Exercicio 4: 

a) 9��� é a primitiva de 9′��� pasando polo punto (1,0). Mediante o método de integración por partes, 

calculamos a integral indefinida de 9′��� 
 M �78..< O� = M ��1�1 − PQ��O� =  − �78.. − M .< O� = − �78.. +  . + � =  78.. + �  
 
 

                                �X = 1 − PQ�     ⇒   OX = − . O�  
Oj = ���O�   ⇒       j = − .

� 

 
Usando que 9�1� = 0 determinamos o valor de �: 
 9�1� = 09�1� = �e    ⇒   � = 0 

Polo tanto 

9��� =  PQ��  

 
b) Estudamos o signo de 9"���: 
 

9"��� = − .<
. − 2��1 − PQ���� =  2PQ� − 3�z  

 

9"���  =  0  ⇔  PQ� = 32 ⇔   � = Jz 1⁄  

 

 h0, Jz 1⁄ i hJz 1⁄ , ∞i 

9"��� <0 > 0 

9��� 
  

 
 
 
 
 
 
 
 

Cóncava en h0, Jz 1⁄ i 
 
Convexa en hJz 1⁄ , ∞i 



 
 

CONVOCATORIA DE XUÑO 

 
OPCIÓN  B 

Exercicio 1:   

a) Matriz de coeficientes: � = ��    3      41 −4    −51 −3  −4 �;  matriz ampliada: � =  ��    3     4 �1 −4  −5 01 −3  −4 0� 

Cálculo do rango de �: ]1 −41 −3] = 1 ≠ 0   ⇒ $�Qc���  ≥ 2 

\�    3      41 −4    −51 −3  −4 \ =  16� − 12 − 15 + 16 − 15� + 12 = � + 1;     

Polo tanto 
� � = −1 ⇒ $�Qc��� = 2 
� � ≠ −1 ⇒ $�Qc��� = 3 

Cálculo do rango da matriz ampliada: 

� � ≠ −1 ⇒ $�Qc��� = 3 (sempre $�Qc��� ≥ $�Qc���) 
� Se � = −1 

                    \−1    3  −1      1 −4  0   1 −3  0 \ =  −1 ≠ 0 ⇒  $�Qc��� = 3      
 

Discusión: 

� = −1  ⇒   $�Qc��� = 2 < 3 = $�Qc���.  VA>NJ�� AQYW�n�NA�PJ.  �WQ NJQ >WPXYAóQ             � ≠ −1 ⇒  $�Qc��� = 3 = $�c��� = Qº OJ AQYócQAN�>.  VA>NJ�� YW�n�NA�PJ OJNJ$�AQ�OW.                                                                      VWPXYAóQ úQAY�  

b) Para � = 0   

Sistema homoxéneo. Por a) e un sistema compatible determinado. Polo tanto 

� = � = � = 0  

Para � = 1 . Por a), é un sistema compatible determinado, ten solución única que calculamos pola regra 

de Cramer: 

� =  \1    3    40 −4 −50 −3 −4\
\1    3    41 −4 −51 −3 −4\ = 1 2� ;   � =  \1 1    41 0 −51 0 −4\

\1    3    41 −4 −51 −3 −4\ = − 1 2�  ;     � =  \1    3 11 −4 01 −3 0\
\1    3    41 −4 −51 −3 −4\ = 1 2�  

 

� =  1 2� ;   � = − 1 2�  ;     � = 1 2�  



 
 

CONVOCATORIA DE XUÑO 

 
OPCIÓN  B 

Exercicio 2:   

a) Como o plano " debe ser perpendicular á $, entón o vector director da recta, jgk, é un vector normal a 

". Polo tanto: 

Qfgl =  jgk =  � �g    �g    �fg1 −1    01    1 −1� = �1,1,2� 

Entón, como Qfgl =  �1,1,2� é un vector normal ao plano e %�2,5, −2� é un punto do plano � − 2 + � − 5 + 2�� + 2� = 0    ⇒   ": � + � + 2� − 3 = 0  

b) Calculamos o vector director da recta >: 

jg� =  %(fffffg = �−3, −1,4� 

Como os vectores jgk =  �1,1,2� e jg� =  %(fffffg = �−3, −1,4�  non son proporcionais, xa podemos dicir que 

as rectas córtanse ou crúzanse. 

                                           $ 
                                         jgk =  �1,1,2�                       
                     �                                       
                                                           > 
                                                jg� = �−3, −1,4� 
                                % 
 
Se os vectores que marcan as dirección das rectas, e o vector �%fffffg que vai dunha á outra son 

independentes, daquela non están no mesmo plano. Isto saberémolo vendo se o determinante formado 

por eles é distinto de cero ou non: 

 hjgk, jg�, �%fffffgi = \   1    1    2−3 −1    4   2    3 −2\ =  −22 ≠ 0  ⇒    �> $JYN�> Y$ú��Q>J  

c) Dado que A�0,2,0� ∈ $, jgk =  �1,1,2�,  �G, 2 + G, 2G� é un punto xenérico de $, igualando as 

distancias deste punto xenérico aos puntos % e (: 

�G − 2�1 + �2 + G − 5�1  + �2G + 2�1  = � G + 1�1  + �2 +  G − 4�1 + �2G − 2�1 

é dicir: G1 − 4G + 4 + G1 − 6G + 9 + 4G1 + 8G + 4 =  G1 + 2G + 1 + G1 − 4G + 4 + 4G1 − 8G + 4 

8G =  −8    ⇒  G = −1 
Substituindo este valor de λ na expresión do punto xenérico de $, obtemos que o punto da recta $ que 

equidista dos puntos % e ( é: ��−1,1, −2�  

A�0,2,0� ∈ $;   %�2,5, −2� ∈ > 

Tomamos un punto en cada recta. Por 

exemplo:  

e consideramos o vector  �%fffffg = �2,3, −2� 



 
 

CONVOCATORIA DE XUÑO 

 
OPCIÓN  B 

Exercicio 3:   

a) Teorema de Rolle: Se 9��� é continua en ��, �� e derivable en ��, ��   e ademais 9��� = 9���, entón 

existe polo menos un punto Y ∈ ��, �� tal que 9′�Y� =  0. 
 
 
 
 
 
 
 
                   a                                     b 
 
b) 

9��� = 2� + 52 ln�1 + �1�   ⇒   9;��� = 2 + 5�1 + �1 =  2�1 + 5� + 21 + �1   
Polo tanto, como 9�0� = 0 e 9′�0� = 2, a ecuación da recta tanxente no punto correspondente a � = 0: 

� − 9�0� = 9;�0��� − 0�      ⇒      � = 2�        
 
Determinamos os puntos críticos: 

9;��� = 0 ⇔   2�1 + 5� + 2 = 0   ⇒ � =   �? ± √1?���  ⇒              −2− 1  
Calculamos a segunda derivada: 

9"��� =  5�1 + �1� − 10�1�1 + �1�1 =  5 − 5�1�1 + �1�1   
Polo tanto: 

9"�−2� <  0  9"�− 1� >  0  

E así: 

�á�A�W $JP�NAjW QW nXQNW �−2, −4 + 5PQ5 2 �
�íQA�W $JP�NAjW QW nXQNW �− 1 2� , −1 + 5ln �5 4�⁄2 �  

 
 
 
 

Interpretación  xeométrica: Se se cumpren as 

hipóteses do teorema, existe polo menos un punto Y ∈ ��, �� no que a recta tanxente é paralela ao 

eixe de abscisas. 

 



 
 

CONVOCATORIA DE XUÑO 

OPCIÓN  B 

Exercicio 4:   

a) Para que 9��� sexa derivable en � = 1 ten que ser continua en � = 1, polo tanto: 
       PA�.→w 9��� = � + 2PA�.→{ 9��� = 39�1� = 3 T     ⇒    � + 2 = 3   ⇒   � = 1   

 
Miramos se para este valor de �, existe o límite 

  PA��→2
9�1 + ℎ� − 9�1�ℎ  

para iso, calculamos os límites laterais 

  PA��→2{
9�1 + ℎ� − 3 ℎ =  PA��→2{

3�1 + ℎ − 2�1 − 3 ℎ = PA��→2{
3ℎ1 − 6ℎ + 3 − 3 ℎ =  −6   

 

PA��→2w
9�1 + ℎ� − 3 ℎ =  PA��→2w

1 + ℎ + 2 − 3 ℎ = PA��→2w
ℎ ℎ =  1   

Vemos que os límites laterais non coinciden. En conclusión: 

 9��� QWQ é OJ$Aj��PJ JQ � = 1 n�$� QAQcúQ j�PW$ OJ �  

 
b)   

      9��� =  =� + 2                    >J  � < 13�� − 2�1            >J  � ≥ 1 

 
 
                                                                                    
 
 
 
 
 
              (-2,0)                           (1,0)         (2,0) 
 
 

� = � �� + 2�O� + � 3�� − 2�1O� =  ��12 + 2���1
1




�1 + ��� − 2�z�1  =  12 + 2 − �2 − 4� + 0 − �−1�z
=  12 + 2 + 2 + 1 =  112   

 

� =  112   X1  

 



 
 

CONVOCATORIA DE SETEMBRO 
 
 

OPCIÓN  A 

Exercicio 1: 

a) \ 0 � − 2    1� − 1 � −1� 0    2\ =  −��� − 2� − �1 − 2�� − 1��� − 2� = −�1 + 2� − �1 − 2�1 + 6� − 4 =
                                              =  −4�1 + 8� − 4 
Así 

         |�| = 0 ⇔  �1 − 2� + 1 = 0  ⇔ �� − 1�1 = 0  ⇔   � = 1  

Se � = 1, existen menores de orde 2 non nulos, por exemplo 

]0 11 0] =  −1 ≠ 0  

Polo tanto: 

� = 1  ⇒   $�Qc��� = 2� ≠ 1 ⇒   $�Qc��� = 3  

 
Se � = 0, xa vimos que  |�| = −4 ≠ 0, polo que existe �� 

 

�� = − 14 �0    2    04    0    02 −1 −2�� =  �  0 −1 − 1 2⁄− 1 2⁄    0     1 4⁄0    0     1 2⁄ �  

b) ���� − � = 2�  ⇔   ���� = � + 2� ⇔   � = ���� + 2��� = �� + ��� = � + 2� 
 

� = � + 2� =  �   2 −2    1−1     2 −1   0     0    4�  

 
c) � = 1  ⇒ $�Qc��� = 2. É un sistema homoxéneo con $�Qc��� = 2 < Qº AQYócQAN�>. Sistema 

compatible indeterminado con infinitas solucións: 

 

� ����� = �000�  ⇔     I � = �      � = −2�     ⇔   � =  �−2G     G     G � ;  G ∈  ℝ  
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OPCIÓN  A 

Exercicio 2: 

a) Determinamos os vectores normais aos planos: 

     Qfglv = �3,0,3�  || (1,0,1)    
     Qfgl< = �   �g    �g �fg  1 −1 2−1    1 1� = (−3, −3,0)  || (1,1,0)  
O ángulo ¡ que forman os planos coincide co ángulo que forman os seus vectores normais. Así: 

      

    YW>¡ =  ¢8fg£v∙8fg£<¢ ¢8fg£v¢¢8fg£<¢ = √1√1 =  1   ⇒   ¡ =  lz  

 
Se chamamos $ á recta pedida e jgk a un vector director dela, 

$||"    ⇔   jgk  ⊥  Qfglv$||"1    ⇔   jgk  ⊥  Qfgl<m     ⇒   jgk ‖  Qfglv × Qfgl< = � �g �g �fg1 0 11 1 0� = (−1,1,1)  
Como a recta pasa polo punto (0,0,0), as ecuacións paramétricas son: 

 

$: p� = −G� =    G� =    G  

 
b) Sexa > a recta perpendicular a " pasando polo punto (0,0,0) e jg�  o seu vector director, entón:  
  ¦⟘"   ⇔   jg�  ⊥  Qfglv = (1,0,1)  (0,0,0) ∈ >  e  ⇒    >: p� =  G� = 0� =  G 
 
O punto de intersección, �, de > con " é o punto medio do segmento DD’ (D′ simétrico de D(0,0,0)). 

Calculamos o punto � de intersección de > con " 

3G + 3G − 8 = 0  ⇒  6G − 8 = 0  ⇒   G = 43   ⇒ �(43 , 0, 43) 

Se D’(�, �, �), entón: 

43 =  0 + �20 =  0 + �243 =  0 + �2
  
©ª«
ª¬  ⇒   D′(83 , 0, 83)   
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OPCIÓN  A 

Exercicio 3: 
a) Dise que9(�) é derivable no punto �2, se existe e é finito o seguinte límite: 

PA��→2 9(�2 + ℎ) −  9(�2)ℎ  

represéntase por 9;(�2) e chámase derivada de 9(�) en �2.    
 

 

 

 

 

 

 

Interpretación xeométrica: A recta secante que pasa polos puntos h�2, 9(�2)i, h�2 + ℎ, 9(�2 + ℎ)i  ten por 

pendente  
r(.6�)� r(.)�   e cando ℎ → 0, esta secante acércase á recta tanxente pasando polo punto 

h�2, 9(�2)i. Así: 

Pendente da recta tanxente en h�2, 9(�2)i  =  PA��→2 r(.6�)� r(.)�  =  9;(�2) 

b)  

9(�) =  p�1 − � + �            >J � < 012 J1. − 2� + Q    >J � ≥ 0 

9(−1) = 1 ⇒ 1 = 1 + 1 + �  ⇒   � =  −1                                 

E  por ser continua en � = 0:                                                           ⇒  9(�) = ®�1 − � − 1          >J � < 01  J1. − 2� − z1   >J � ≥ 0 

lim.→2w 9(�) = lim.→2{ 9(�) =  9(0) ⇒  −1 =  1 + Q  ⇒ Q =  − z1  

 
Recta tanxente en � = −2:                                        9(−2) = 5                                                                          � − 9(−2) = 9;(−2)(� + 2)      ⇒    � =  −5� − 5                           

                  9;(−2) = −5 

Recta tanxente en � = 7811 :                                           9 �7811 � = − 1 − PQ2                                                                    � − 9 �7811 � = 9; �7811 � �� − 7811 �      ⇒        � =  1 + PQ2                           

                       9; �PQ22 � = 0 

   �2 �2+h 

ℎ 

          9(�2 + ℎ) − 9(�2) 
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OPCIÓN  A 

Exercicio 4: 

� = �(� − 2� � �1 	 2�	  
� � 0		 ⇒ � � 0                                  Puntos de corte cos eixes:               

��� 	 2� � 0  ⇒		  p� � 0ó� � 2                          �0,0�  e  �2,0� 
�; � 2� 	 2  

�; � 0		 ⇔ 		� � 1              Mínimo e vértice �1, 	1�.  Convexa	
�" � 2 B 0  

Intersección da parábola coa recta � � �: 
�1 	 2� � �		 ⇒ 		 �1 	 3� � 0		 ⇒ 	 I� � 0� � 3     Puntos de corte: �0,0�, �3,3� 
 
                                            
 

 
 
Polo tanto: 
 

� � 	� �O� �	� �� 	 ��1 	 2���O� � 	 ��12 �2
1z

1
1
2 	� 		 �	 �z3 �	3�12 �1

z � 2 	 9 � 272 � 83 	 6
�		78 � 81 � 166  

 � �	 �̄ 	X1    
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OPCIÓN  B 

Exercicio 1: 
 

a) Matriz de coeficientes: � � �1 1 14 � 32 3 1�;  matriz ampliada: � =  �1 1 1 14 �  3 �2 3 1 3 � 

Cálculo do rango de �: 

]1 14 3] = −1 ≠ 0   ⇒ $�Qc(�)  ≥ 2    

Orlamos este menor                                                            ⇒   $�Qc(�) =  I2     >J  � = 53    >J  � ≠ 5   

\1 1 11 � 32 3 1\ = � + 12 + 6 − 2� − 9 − 4 = −� + 5           

 
Discusión: 

� = 5,   $�Qc(�) = $�Qc(�) = 2 < 3 = Qº OJ AQYócQAN�>.  VA>NJ�� YW�n�NA�PJ AQOJNJ$�AQ�OW.� ≠ 5,       $�Qc(�) = $�Qc(�) = 3 = Qº OJ AQYócQAN�>.  VA>NJ�� YW�n�NA�PJ OJNJ$�AQ�OW.  

b) Para � = 5  , é un sistema compatible indeterminado con infinitas solucións. O sistema dado é 

equivalente ao sistema 

� +   � = 1 − �4� + 3� = 5 − 5�      
Entón: 

� = ° 1 − � 15 − 5� 3°
]1 14 3] = −(3 − 3� − 5 + 5�) =  2 − 2� 

� = °1 1 − �4 5 − 5�°
]1 14 3] = −(5 − 5� − 4 + 4�) =  � − 1 

 

  � = 2 − 2G                       � = G             ;    G ∈ ℝ    � = −1 + G                       
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Exercicio 2: 
a) Calculamos o vector director da recta >: 

jg� �  � �g �g �fg3 2 00 2 4� = (8, −12,6) 

Como os vectores jgk =  (4, −1,3) e jg� =  (8, −12,6)  non son proporcionais, xa podemos dicir que 

as rectas córtanse ou crúzanse. 

                                        $ 
                                  jgk =  (4, −1,3)                       
              %±                                      
                                                        > 
                                            jg� = (8, −12,6) 
                           %� 
 

Se os vectores que marcan as dirección das rectas, e o vector %k%�fffffffg que vai dunha á outra son 

independentes, daquela non están no mesmo plano. Isto saberémolo vendo se o determinante 

formado por eles é distinto de cero ou non: 

 hjgk, jg�, %k%�fffffffgi = �    4   −1    3   8 −12    6 −1   −2 − ²�� =  40 ≠ 0  ⇒    �> $JYN�> Y$ú��Q>J  

b) Sexa " o plano buscado. Como o plano contén á recta $,  %k(3,2,1) ∈ ". Ademais, os vectores jgk e jg� son vectores do plano. Polo tanto: 

": \� − 3  � − 2 � − 14 −1 38 −12 6 \ = 0  ⇒     ":  3� − 4� − 5 = 0  

 
c) Como o plano " é paralelo á recta > e contén á recta $ 
 O($, >) = O(>, ") = O(%>, ") =  |6 + 3 − 5|

³32 + (−4)2 =  4 5�  

Tamén podemos calcular esa distancia utilizando a fórmula da distancia entre dúas rectas 
 

O($, >) =  ]�jffg$, jffg>, %$%>ffffffffffg�]|jffg$ × jffg>| �
´�   4   −1    3  8 −12    6−1   −2 − 74�´

³(30)2 + (40)2 =  4 5�  

 
 
 
 
 

%k(3,2,1) ∈ $;  %�(2,0, − 34) ∈ > 

Tomamos un punto en cada recta. Por exemplo:  

e consideramos o vector  %k%�fffffffg = (−1, −2, − ²�) 
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Exercicio 3: 9��� � 1 +  2(� − 2)1 

Dominio:  

A función non está definida onde se anula o denominador. Polo tanto, o dominio é  ℝ−a2b 
Simetrías: 9(−�) =  1 +  1(�.�1)< ≠ ±9(�) . Polo tanto non é simétrica respecto do eixe µ nin respecto da orixe. 

Puntos de corte cos eixes:  9(�) > 0  . Polo tanto non corta ao eixe de abscisas. � = 0 ⇒ 9(�) =  z1   ⇒  Corta ao eixe de ordenadas no punto (0, z1) 

Asíntotas verticais:  PA�.→1w 9(�) =  ∞  

                                    ⇒  � = 2  asíntota vertical                                                                 � = 1 PA�.→1{ 9(�) =  ∞                                                                                           

Asíntotas horizontais: PA�.→±¶ 9(�) =  1    ⇒  � = 1  asíntota horizontal 

Non hai asíntotas oblicuas                                                                         � = 2 

 
Intervalos de crecemento e decrecemento, máximos e mínimos relativos: 9;(�) = − �(.�1)(.�1)· = − �(.�1)y  ≠ 0  ⇒  Non hai puntos críticos 

 

 (−∞, 2) (2, +∞) 

9;(�) + − 

 9(�)   

A  función é crecente en (−∞, 2) e decrecente en (2, +∞). Non hai máximos nin mínimos. 

Intervalos de concavidade e convexidade e puntos de inflexión: 9"(�) = = 1(.�1)<(.�)¸ = 1(.�)·  > 0.  Non hai puntos de inflexión 

 

 (−∞, 2) (2, ∞) 

  9"(�) + + 

  9(�)   

 

Convexa en todo o seu dominio 
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Gráfica de 9��� � 1 +  1(.�1)<   
 

 
 
 
 

                                                                (0, z1) 

 
                                                                                                                                    � = 1 
 
 
 
 
                                                                                         
 
 
 
                                                                                      � = 2 
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Exercicio 4: 

a) Teorema fundamental do cálculo integral: Se 9��� é una función continua en ��, ��, entón a función L(�) =  M 9(N)ON.t   é derivable e ademais L;(�) =  9(�), ∀� ∈ (�, �). 
Aplicación: 

Recta tanxente: � − L(0) = L′(0)(� − 0) L(0) = 0                                                        ⇒     �JYN� N�Q�JQNJ: � = 2�                            

L;(�) =  .<6�16ºx   ⇒   L;(0) = 2  

b) Calculamos a integral indefinida 

 M �PQ(1 + �)O� = .<1 P Q( 1 + �) − 1 M .<6. O� = .<1 P Q( 1 + �) −  1 M �� − 1 + 6.� O� =     
FX = ln (1 + �)   ⇒   OX = ».6.Oj = �O� ⇒ j =  .<1 T           (grao numerador>grao denominador. Facemos a división) 

=  �12 P Q( 1 + �) −  14 �1 + �2 − P Q(1 + �)2 + � 
Aplicamos Barrow: 

� �PQ(1 + �)O� =  ��12 P Q( 1 + �) − 14 �1 +  �2 −  P Q(1 + �)2 �2
 =  12 PQ2 − 14 + 12 

2 − 12 PQ2 
� �PQ(1 + �)O� =  1 4�  

2  




