Tabla-Resumen de las reglas de integracion inmediatas
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* Polinomios

+1
J.k-dx=kx+C fx"-dx=xn i
n+1

“La integral de un numero es, dicho nimero “La integral de x elevado a un numero es,
multiplicado por x” la x elevada a un grado mds y todo ello
dividido por ese nuevo grado”

iiVamos a ver unos cuantos ejemplos!!

a)dex=5x+C

SK
b)f3xdx=—2—+C

cer b Cpd
d)f(x3—4x2+9x—3)dx=7——3—+-2——3x+6

x> 3x3 6x? x5
2 s S0 b e R L = gy
e)f(x B+t ——+C=—x +32'+C

* Potencias

n+i
[reor re-ax=L20 0 c

n+1

“La integral de una funcién elevada a un nimero por la deri
elevada a un grado mds y todo ello dividido entrz es2 o

s €5, lo funcion
» grado”

iilnteresante!! La regla nos hace ver que el grado n tiene que ser distinto de —1, ya que en
ese caso, el nuevo grado serian + 1 = 0, y entonces la integral seria logaritmica.

iiVamos a calcular algunas integrales de este tipo!! Recuerda los pasos generales:

@ Sacamos el nimero fuera de la integral (si nos conviene).

@ Multiplicamos la funcién de la integral por el nimero que nos haga obtener la derivada de
la funcién junto a la funcién. A su vez dividimos fuera de la integral por el mismo numero.

. . [fx)]etd
@Ya podremos aplicar la regla y obtener su integral: e

n+1
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Tenemos que multiplicar (3x + 2) por el numero que nos dé su derivada. Por lo tanto,
multiplicamos por 3. A su vez dividimos fuera de la integral por el mismo nimero.

@ (:
7 7 (3x+2
-,'f(3x+2)-"dx=§fs-(3x+z)5atx=§-_("r )+c=

a)f 7(3x + 2)%dx = r

7(3x + 2)¢
AT

Tenemos que multiplicar (x? + 6) por el nimero que nos dé su derivada. Como ya tenemos x, solo
tenemos que multiplicar por 2. A su vez dividimos fuera de la integral por el mismo nimero.

ii0JO!! En las integrales podemos sacar el
numero fuera de la integral pero no las x @

3 @
b)f3x-(;\'2+6)3dx=3fx-(x2-i-6)3dx=2 2-x-(x*+6)3dx =

_E.(xz+6)4+C=3(x2+6)4

G
2 4 8

Como no tenemos nimero nos saltamos el paso 1. Ahara ue nositiplicar (5 — e?%)
por el nimero que nos dé su derivada. Como ya tenemos e **, solo teiiemos que multiplicar
por —2. A su vez dividimos fuera de la integral por el mismo niimero.

@
1 © -1 (5-—e?*)?
c)fezx-(S—ez")"dx= —Z-ez"-(S—ez")6dx=7-T+C=
_(5 . er)?
= kel AP
14
© @ @
7
d)] 7senx - (cosx + 3)%dx = 7fsenx - (cosx + 3)5%dx = —_lf —senx * (cosx + 3)%dx =

_ —7(cosx + 3)°

C
3 ax
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ii0JO!! Es frecuente encontrar este tipo de integrales “camufladas” y tendremos que
transformarlas previamente para verlas. |jVamos a ver algunos ejemplos!!:

Como paso previo, subimos el

3x denominador jjRecuerdall:

) f Gr—1p%" |Llogm 1_m |= f 3x- (5x% — 1)%dx =
am rogm s a
v @
3 3 (5x2-1)2

=3fx. 5x2_1—3d =_f . 2 -3 e P e T L —

( ) 3dx 10 10x - (5x Dasdx 10 = +C
_ —3(5x2—-1)2 fe =3

20 =206z ¢

Volvemos a aplicar la propiedad

Como paso previo, transformamos
b)f4\/5x — 6dx = la raiz en potencia jjRecuerdall = ] 4(5x — EY it =
Yam = g
® @ ® )
1 4 1 4 (5x—6) /2"
=4|(Gx-6 /2dx=—f5- 5x — 6) /2dx = =+ ————
[ex-9 HERCED v
4 (5x—6)"2 i 4(5x — 6)’/z [ 4./(5x — 6)3 i 8,/ (5x — 6)° -
gy = 5 — 15 Al 15 !
5 3, 15/, /2
Volvemos a aplicar la propiedad
Ln4xd L Como paso pre.vio., expresamos la = | @wnx)* -ldx =

c) X x= integral de la siguiente forma: x

! Fijate que ya tenemos la funcion con su derivada | _ (Ln x)® ik
= f(Ln x)=" ;dx = | asi que podemos aplicar directamente la regla 5
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* Logaritmo neperiano

f'(x)
f ) “dx =1In|f(x)| + C

“Lo integrol de una derivada entre su funcién, es el logaritmo neperiano del valor absoluto
de la funcién”

Vamos a calcular algunas integrales de este tipo. Recuerda los pasos generales:
@ Sacamos el nimero fuera de la integral (si nos conviene).

@ Multiplicamos el numerador de la integral para que sea igual que la derivada de la funcién
(denominador). A su vez deberemos dividir fuera de la integral por el mismo nimero.

’
@Ya podremos aplicar la regla para obtener su integral: ],'-((x)) “dx =In|f(x)| + C
o

1) 2 3
it usf - do6 5'101061n|5 3|+C
= = - — = - X —
“)f5x—3 * 5x~3 ~ 5)5x—3% "%

1) 2) 3
-zdc 2 {1 do_zf 3-1do~z!|3 +7)+C
= - X =— x =— In|3x
b)f3x+7x ,[3x+7 3 )3x+7 3
iiRecuerda!! En las integrales podemos “jugar” con los n{vei3s como en los ejemplos
anteriores pero... ii0JO!! No podemos hacerlo con las x = s ejemplos siguientes:

~
@

@ @
x X 1 2x 1 2
b ——dx==| ——dx==In|x2 - 5|+ C
C)sz—sdx fo—sdx zfo—s x = Injx* — 5|

@ @ @
71’2 xz 7 3X2 7 3
——dx =7 | ———dx == [ = _gx=Im|x+3]|+C
d)fx3+3dx 7fx3+3dx 3fx3+3 x =3 In] |

Ya hemos visto los pasos generales para la resolucién de integrales inmediatas (incluyendo la
transformacion previa). Para el resto de tipos de integrales, aplicaremos los mismos (o
similares pasos) PERO no vamos a marcaros los pasos con ® @ @ especificamente para que
aprendais a “volar solos”. No os preocupéis, vamos poco a poco y seguiremos marcando cada
variacion de cada paso en letra negrita.
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* Exponenciales en base e:

fef(x) fl(x)-dx=e/® +C

“La integral del numero e elevada a una funcion por la derivada de la funcion es,
el nimero e elevado a la funcién ”
iiCHISTE!!

Estd e* en una fiesta sola en una esquina a esto que se le acerca la funcién polinémica y le
dice: “Venga va, intégrate” a lo que e* responde: “Para qué... S| ME VOY A QUEDAR IGUAL"

iilVamos a ver unos cuantos ejemplos!!

9 5
a) [ S5e?*dx = Sfe“dx =if Zez"dng e**+ ¢

-5 -5
b) {—Sxe“zdx =— Sfxe”zdx =?J‘ 6xe3% dx = ~6-e3‘2 +C

r p—4x

e d_lf —4Xdy = 1 f 4o~ ,__; > ]
()J cdx=c]e A—S_(__4) € = <

Fijate que ya tenemos la funcidn con s - 2.
]| quey ex 4 G

il

d) {22’6*7‘4 dx =

asi que podemos aplicar directaments (a regia

* Exponenciales en base a (distinta de e):

| /() o/
al'*) . f' iy = G
[a® re-ax=1—+

“La integral de un nimero elevado a una funcion por la derivada de la funcién es, el nimero
elevado a la funcién entre el logaritmo neperiano del nimero ”

iiVamos a ver unos cuantos ejemplos!!

x¢

: : 3 . 3
3x-25°d =3[ .2 =_f ¥y = o
a)f x x X+ 2% dx 3 2y 2" dx 2lnz+C

23

> ; 5 ' 3 5
b 52'7"d =5[ 2.9x° :—f 1'7)‘ = -
)[ x x x4 7% dx = 2 | 3x dx T A
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* Trigonométricas: Seno Y coseno

coseno de la funcién

' La integral del seno de ung funcién por
] sen[f(x)]: f'(x) - dx = —cos[f(x)]+C| 1o derivada de la funcién es, el menos

seno de la funcién

, La integral del coseno de una funcién
f cos[f(x)] f'(x) - dx = sen[f(x)] + ¢ por la derivada de la funcién es, el mgs

i3

ilCuidado!! La derivada del seno es el mas coseno mientras que la

integral del seno es el
menos coseno jjNo te equivoques con los signos!! Veamos alguno

s ejemplos:

5 | =5
a) f 5sen(3x)dx = sten(Sx)dx = _3:_[ 3sen(3x)dx = = cos(3x) + C

7 7
b) f 7x% - cos(2x3) dx = 7fx2 ~cos(2x3) dx = Ef 6x? - cos(2x?) dx = 7 sen(2x3) + ¢

1 =il
c)fx“ -sen(x® + 1)dx = E[ 5x* - sen(x5 + 1)dx = T cos(x*+1)+¢

1 s -
d)fe"‘ -cos(e ™) dx = :If —1e™ - cos{e %) dx = — sen(e ™) +C

1 r .
e) f(x +1) -sen(x? + 2x + 1)dx = 2—} 2(x + 1) -sen(x? + 2x + 1)dx =

—cos(x? +2x + 1)
2

=_71cos(x2+2x+i)+6=

f j sen x - [sen(cos x)] dx = —_l—lf —1sen x - [sen(cos x)] dx = —1[- cos(cos x)] + C =

= cos(cosx) + C

cosx 1 _1 _senx+c
g)f 2 dx=zfcosxdx—zsenx+C— 2
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ii0J0!! Es frecuente encontrar este tipo de integrales “camufladas” y tendremos que
transformarlas previamente para verlas. jjVamos a ver algunos ejemplos!!

Ssen[In(3x) — 1] . Como paso previo, expresamos
e = la integral de la siguiente forma:

1
x ~ f 5sen[In(3x) — 1] ';dx =

=5 f sen[In(3x) — 1] -%dx = —5cos[In(3x) — 1]+ C

ii0JO!! Nos damos cuenta de que

b) Jsen x - cos3x dx = | noesunaintegral trigonométrica. = f sen x - (cos x)3dx =
Es de tipo potencial “camuflada”

1 —(cosx)* —cos*x
= —_— — . ‘ 3d =4+ =—
—lf 1sen x - (cos x)3dx % 2

)J Ssen (\/ ="y ' Como paso previo, expresamos "' =
c

= la integral de la siguiente forma: Vi S -~

1
=5fsen(\'1—xi-ﬁdx _lfsen(\/l—‘(' \/_____(1\ = 10cos(V S r)+C

3.7. Trigonométricas: Tangente. Las expresaremos mediante dos formas:

f'(x) La integral de la derivada de la funcién
o dx=tg f(x)+C entre el coseno al cuadrado de la
cos*f(x) funcion es, la tangente de la funcién

La integral de uno mds la tangente al
f[l +tg* f(X)] - f'(x) -dx=tg f(x) + C cuadrado de la funcién y todo ello
multiplicado por la derivada de la

funcidn es, la tangente de la funcién

dx=7tgx+C

)[ 7/ d 7f 1
a —
cos?x x cos?x

b) f 4[1 + tg?(3x)]dx = 4][1 +tg?(3x)])dx = ;f 3-[1+tg%(3x)]dx = % tg(3x) + C
2xd
C)fcosz(xs)dx=2fm Sjcosz(xs) X——tg(x )+
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=3 1 -3 8 -3
d e e N = - o e ee = oe— ————— .
)f cos?(8x) e f cos?(8x) o 8 f cos?(8x) <o B @) +cC

110JO!! Es frecuente encontrar este tipo de integrales “camufladas” y tendremos que
transformarlas previamente para verlas. jjVamos a ver algunos ejemplos!|

Como paso previo,

e) f[ex + e"tgz(e")]dx —| sacamos factor cominy = fex ¢ [1 i tgz(e")]dx = tg(e’) ENG.
expresamos la integral

de la siguiente forma:

N f 6 d Como paso previo, expresamos
e b 5
Vx - cosz(\/f) la integral de la siguiente forma:

[
cos?(vVx) vx =

i 1 1 1
—6f“'_d =6.2f*'—‘ = Vx)
cos?(Vx) Vx al cos?(Vx) z«/}'dx R GG

2
g)f 9[1 + tg?(Inx)] dx —| Como paso previo, expresamos
4 la integral de la siguiente forma:

= f9[1 +tgZ(Inx)] -;dx =

— 9[[1 + tg?(Inx)] -%dx = 9tg(lnx) + C

2% 1 [2*-In2 1 te(2%)
B = —— tp(2%) 1 ¢ — =5\
)fcosz(Z") i anfcosz(Z") *=inz 2% +c n Eg

1
i) f[l + tg?(cos x)] - sen x dx =_—1f[1 + tg?(cosx)] - (—1) - sen x dx = —tg(cos x) + C

ii0JO!! En el numerador no tenemos la derivada de 5x, por lo
tanto no es de tipo tangente. Es de tipo potencial “camuflada”

j f senz(Sx) dx = | Subimos el denominador arriba = fcos‘z(Sx) -sen(5x)dx =
cos?(5x) aplicando la propiedad de la potencia:
—1 cos™1(5x) il

1 _ +C= 50 (6
-2 - (=5) - sen(5x) dx =
_—fcos (5x) - (—5) - sen(5x) 5 s 5 cos(5x)
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* Arcos: Arcoseno y arcocoseno

f'(x)
I Ji~ [f(x)]z

f (€3] La integral de la derivada de la
f - [f(l')]z = arco sen f(x) + C funcién entre la raiz cuadrada
que incluye a uno menos la
funcién al cuadrado es, el
arcoseno de la funcién o el

= —arco cos f(x) + C menos arcocoseno de la funcién

iilnteresante!! Como podéis ver, las dos férmulas son muy parecidas y usaremos como norma

general la definida para el arcoseno. Ejemplo:

dx =5arcosenx+ C

f\h_—‘ﬁ “Sf\fl_—x

110JO!! Es frecuente encontrar este tipo de integrales “camufladas” y tendremos que
transformarlas previamente para verlas. Como nos conviene que dentro de la raiz del
denominador se encuentre 1 — [f(x)]z, recurriremos a todas las propiedades y
conocimientos que ya tenemos para conseguirlo... jjVamos a ello!!

Como paso previo, expresamos
a) [ 3x il = la integral de la siguiente forma: =f 3x I
Vi-4x* iiRecuerda esta propiedad!! J1 = (2x2)?
(am)n - a"l‘l‘l

X‘ - 22 . x4 - (ZIZ)Z

x 3 4x 3 B
=3f—;~dx=— ——-dx:—arcosen(Zx)+C
J1-(2x2)? 4) \[1-(2x?)? i
6 .
)J' e Como paso prewf:, e-xpresamos - f A T
V1 — 9x2 la integral de la siguiente forma: AT (3x)2

-dx = 2 arco sen (3x) + £

6f_1__.dx_§f__3_
J1 - (3x)2 3J J1-(3x)?

1

=—arcosen (x3)+C

2 2
c)[_x_ld,(:fx_.dlef__.dx_
V1 — x© J1—(x3)? 3) J1-(x3)? 3
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d f dsenx v = | Como paso previo, expresamos -, f 4senx o
V1 = cosZx la integral de la siguiente forma: J1 = (cos x)?
senx 4 -1-.senx
= 4f_e—-dx = —f——— dx = —4arco sen (cosx) + C
1 — (cosx)? =1 1 - (cosx)?

Como paso previo, expresamos

7e 7e*
e)f—-dx= ; _f——-dx=
V1—e?x la integral de la siguiente forma: /1 (e¥)?

¢
—7[8“-dx= 7arco sen (e*) + C
1—(e¥)?

Como paso previo, expresamos
la integral de la siguiente forma:

5 iiRecuerda esta propiedad!! 5
f f ~dx =

il = ao (Va)» = | —
Vi —2x2 » =((g)2 f’l—(\/fx)z

S5

=5f;-dx=T L-dx:%arcosen(ﬁx)+c
1 - (V2x)* 20 [1- vz

Como paso previo, expresamos ! it cirai e iz siguiente forma:

"
g)wx

f\/ﬁ f\/___ =3 Zf\/_i? dx=9arcosen(;)+c
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iilntegral Camufladall Como paso previo, expresamos

la integral de la siguiente forma:

1
h)j___, dx = 1iRecuerda esta propiedad!! _f 1 1 d
. - n X e 2
e @ (Va) -
g by
x = (V%)

1 1
S e e .dx = 2arco sén (Vx) + €
fZ\/E ,1_(\/;)2

iiCuidado!! Las integrales con raices que se resuelven por potencias son faciles de confundir
con las integrales arcoseno. jjVamos a ver un ejemplo para evitar esa confusién!!

7x Como paso previo, expresamos -1y,
1) | —-dx = d = (1 — 4x2 2 =
)[ V1 — 4x? * la integral de la siguiente forma: f 4 (1 ax ) dx
Resolvemos por potencias y
-1/,+1
. 7 s -7(1—4x%) 2
=7fx-(l—4x2) 1/2-aix=—f—8x-(1—4xz) 1/Z‘dJc:—————————( ) +C=
-8 8 ~1/,+1
7
—7(1—4x?)'"2 —7(1 — 4x2)'/2 ~7V1 - 4x?
=——1—+C= 2 +C=———4———~-.
8 /2
7 Como paso previo, expresamos QT I Thf "y
2) f \/—1_——4)(_2 dx = | |aintegral de la siguiente forma: | [ 4 — 4x%) -dx =
No podemos resolver por potencias Volvemos al principio para intentar por arcoseno

B 7 WA
= 7[(1-4::) z-dx = fm'dx h le—(Zx)z i

7
= Earco sen (2x) + C

7[ 1 -dx:zf——z—'—l-‘dx
J1-@0? 2J) 1-(2x)?
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* Arcos: Arcotangente

13O +f[)(,2)]z ~dx =arcotg f(x)+ C

La integral de la derivada de la
funcién entre (uno mds la
funcién al cuadrado) es,
la arcotangente de la funcién

5 1
a)f -dx=5f ~dx =5arcotg (x)+C

14 x? 14 x2

8x 8x X
b . i i, 3 = i it
)f1+x‘ o f1+(;\'2)2 4 8_[1+(ch)2

=4arcotg (x*)+C

-7 —7 1
C)f1+9x2'dx=[1+(3x)2'dx=_7f1+(3x)

=3 arcotg (3x) + C

=2 1
I e = L
d)_[x2+l dx 2[1+x2 dx 2arcotg (x)

1

5 5
e 0 e Lo
e)/1+4x2 = f1+(2x)2 a% [1+(2x)2 5

<3
- 3 arcotg (2x) +C

r

—3x d _/ =350 dx = —3
N irsm o= e = G

- _71 arcotg (3x*)+C
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ii0JO!! Es frecuente encontrar este tipo de integrales “camufladas” y tendremos que
transformarlas previamente para verlas. Por ejemplo, cuando no hay 1 en el denominador:

o o Como paso previo, expresamos 1 5 _
7 dx = : | == | el =
9 + 16x la integral de la siguiente forma: 9V 6X
3+
9 9
4
ot

1 S 5 1 53
=—f——-dx=—f—2-dx=--—f———7-dx=
5 4x () i)
3 3

1+(3)2

_5 : (4x) C
—lzarcog 3 +

iiCuidado!! Las integrales logaritmicas son faciles de confundir con las integrales
arcotangentes. jiVamos a ver un ejemplo para evitar esa confusion!!

Resolvemos por logaritmos

" f 5% d —Sf x d _5
o e

iU

- in[4x? + 1]+ C

/ 8x ) >
"':“;*:‘:’i v@3x = e

<C

No podemos resolver por logaritmos Volvemos al principio para intentar por arcotangente
5 1 S 5
2 ——dx=5| —— dx |= f————-dx = f—-dx=
)f4x7-+1 ,[4x2+1 4x2%2 + 1 1+ (2x)?2

5 : d 5] Al (2x) +C
= ————ili=o || okl = e
f1+(2x)2 =21+ @0 72 9

[197]



4. Integrales racionales

Cuando nos encontremos con la integral de un cociente de funciones polinémicas, lo primero
que haremos serd descartar la posibilidad de que se trate de una integral inmediata ya que:

* i la derivada del denominador estd en el numerador, podremos resolverla mediante

integracién tipo Ln.
* Si podemos subir todo el denominador como una potencia distinta de —1 y esta su derivada

al lado, podremos resolverla mediante integracién tipo potencial.

* Debemos descartar también que sea integracién tipo arcoseno, arcocoseno, arcotangente

Una vez agotadas estas tres posibilidades de integracion, estaremos delante de una
integracién racional, que no hubiéramos podido resolver de forma directa.

A continuacién, explicaremos las reglas a seguir haciendo diferenciacion entre dos métodos de
integracion en funcion del grado del polinomio del numerador y el del denominador

Caso 1: Si el grado del numerador es mayor o igual que el grado del denominador

Caso 2: Si el grado del denominador es mayor que el grado del numerador:

2.1) Si el denominador solo tiene raices reales simples (no se repiten)

2.2) Si el denominador tiene alguna raiz real multiple (se repiten)

D(x)

d( ) — lor > grado denominador

Casol - x — si grado numerads

Hacemos la divisién entre los polinomios D (x) v d(x) por el método “de toda la vida”:

D(x) l d(x) | ; 4
i ¢Recuerdas como se | D) = d(x) C(x) + R(D)

R(x) C(x) comprobaba una division?

Si dividimos la expresién anterior entre d(x) y aplicamos integracién a ambos lados:

D(x)_d(x)/-C(x)+R(x) D) _ iy 4 R
dx) 4l dx) | d&x) e

D
%dx—fc(x)d + dE i

Aplicaremos esta férmula para resolver

iiVamos a verlo directamente con un ejemplo!!
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Podemos descartar integracién inmediata ya que:

N

* La derivada del denominador no est4 en el numerador Pukel 6n:a_c;al_
* No podemos subir todo el denominador como una Caso 1:
potencia distinta de —1 o N op

* No es del tipo arco g 228 2

4 X =2
1+2| = D(x) £ + R(x) = x+2=1+ 4
x+2 1 d(x) d(x) o= x—2
4 (%)
R(x) ¥

—

¢+ 2 4
fl dx=f1dx+f
x—2 X -

1
dx =f1dx+4f
2 x -

2d;r=x+4ln|x—2|+C

Vamos a resolver unos cuantos ejemplos para afianzar este tipo de integral:

ofs

x2+3

—5x+6 3 —5x2+3
X2 X - A - b)fx x3 x )f

3x3+7x2—-2x+9

x
x2+1

-5x+6

Podemos descartar

fo dx
= x2+3 &

2x2-5x+6 Ix2+3
—2x2 -6
—5x
RG) "

2'C(Jc) =>

integracidn inmediata

D(x) v )lp(x? gﬂ
d(x) Ik d(x)
//

x2+3

>

1}

) 1
L

{

1

Funcidn racional. Caso 1:

g°N.>g°D
4~—5x~|—6 5 —5x
213 o623

J 2 —5x46 —5x g
Ef*dX-[de+fx2—+—3dx =f2dx-——f 2+3dx—2x—-ln|x +3|+¢C

x3 —5x2 + 3x
b) f S dx

1
fldx—Sf;dx+3fx'2dx =x—5In|x| + 3

aplicar las propiedades

jiFijate!! Podemos

de las fracciones

=1
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3x
—dx =

5 3
—+C=x-5In|lx| -—+C
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Podemos descartar Funcién racional.

3x3 4+ 7x2 —2x +9 dx integracién N Caso 1:
& f x2+1 inmediata g2N.= g2 D.

S3x3 4+ 7x?-2x+9 [x2+1

—3x3 —3x 3x+7
7x2 —=5x+9 ‘C(x) 3 2 i,
7 -7 = 13" s 2x+9dx=f(3x+7)dx+fz—dx
—5x 42 x2+1 gl
R
WV Aplicando propiedades de fraccién
=5x+2 —5x j 2
it = _— —_—d =
f(3x+7)dx+f x2+1dx f(3x+7)dx+f x2+1dx+ 21T 1 x

5 2x 1 3x? 5 2
= ; el (e e - 1| + 2arcotgx + C
f(31+7)dx zfxz+1dx+2fxz+ldx o>+ 7x =3 In|x? +1] g

D(x)

Caso 2.1 —» a0 dx — si grado denominador > grado numerador

Y el denominador solo tiene raices reales simples (no se repiten)

Si el grado del denominador es mayor que el del numerador y solo tiene raices simples (no se
repiten), podemos expresar el integrando como una suma de fracciones de la siguiente forma:

D(x) A B N Recuerda gue todas son raices

dx  x-x) -1 Ta-xn

simples {ro se repiten)

De esta manera, podremos calcular los valores de A, B ... N y aplicar integracion a ambos lados
de la igualdad para resolver las integrales inmediatas de forma {ogaritmica que obtendremos:

D(x) A B N
d(x)dx:f(x—xl)"”f(x—xz)d”"'*f(x—x,,)"x
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Para facilitar la resolucion de este tipo de integrales, podemos establecer los siguientes pasos:
1. lgualamos a cero el denominador y resolvemos la ecuacién (buscamos sus raices):
dx)=0-x=x,X =X ... X =X,

2. Expresamos el integrando como una suma de fracciones de la siguiente forma:

D(x) B D(x) _ A B B i N
A®] G-x) G-x)~(x-x) G-x)  x=x) G —xn)

Suponiendo que el coeficiente del grado lider del denominador es 1

3. Despejamos y calculamos A, B, ... N siguiendo las siguientes pautas:
- Sacamos minimo comun multiplo de la suma de fracciones y las expresamos como una sola:

D(x) _ Alx —x)(x = xp) + B(x — x))(x —x) + -+ N(x — %) (x — x3)
-—x)-x—x) - (x—x,) E=m) =) =x,)

- Eliminamos denominadores a ambos lados de la igualdad:

D(x) = A(x — x)(x — x,) + B(x — x1)(x — x,,) + ==+ + N(x — x ) (x — )

- Despejamos y calculamos A, B, ... N asignando valores a x. El truco wora @t s 21 ziguiente:
* Para despejar A, asignamos a x el valor de la raiz x; de forma cjuie:
D(x;) = A(xg — x3)(x1 — %) + B(w)(xl —xp) + o+ N{xy > 7)) (% — x3) 5

D(xq)
(xl - xz)(xl - xn)

D(x;) =A(x; —x2)(x; — %) = A=

* Para despejar B, asignamos a x el valor de la raiz x, de forma que:

D(xp) = A(Xy’{z)(xz —x,) + B(xz —xy)(x2 — xp) + -+ + N(xz — xl)(xZ//Q) ;

D(x2)
(XZ o x1)(xz - xn)

D(XZ) - B(XZ o xl)(xZ —: xn) - B =

* Para despejar N, asignamos a x el valor de la raiz x,, de forma que:

D(x,) = A(x, — xz)(x);ﬂ) + B(x, — xl)(x%) oot N(3, — 290 (2, — %53

D (xy)
(xn — 1) (xn — x2)

D(xn) = N(xn _xl)(xn h xz) - N=
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4. Sustituimos los valores de A, B, ... N y calculamos las integrales inmediatas logaritmicas:

38; f( - x;) x+f( dx+ +,[(x x,,)

D(x)

dx )dx Aln|x —x4| +BIn|x = x;| + -+ NIn|x — x,| + C

Parece complicado pero en cuanto lo veamos con un ejemplo jiVeras que no es tan dificill!

Xl Podemos descartar Funcién racional. Caso 2.1:
dx F—> 0
- 3x integracién inmediata g°D.>gN.

1. Igualamos a cero el denominador y resolvemos la ecuacién (buscamos sus ralces):

=0 El denominador tiene dos raices

—3x—0—+X(X—3)—0{ S3=0 > x=3 simples: (x — 0)(x — 3)

2. Expresamos el integrando como una suma de fracciones de la siguiente forma:

RS- rxtl _A+ B
-3x x(x-3) x x-3

3. Despejamos y calculamos A, B siguiendo las siguientes pautas:
- Sacamos minimo comun multiplo de la suma de fracciones y las expresamos como una sola:

x+1 L A(x—3) + Bx

x2-3x x(x-3)  x(x-3)

- Eliminamos denominadores a ambos lados de la igualdad:
x+1=A(x-3)+Bx
* Para despejar A, asignamos a x el valor de laraizx = 0

0 +1=A4-[(0) - 3]-LB/60§—>1——3A+0—> A=—

L'J! -

* Para despejar B, asignamos a x el valor de larafz x = 3

(3)+1=A-[(9//3]+B-(3)—*4=0+3B—> B=%

4. Sustituimos los valores de A, B y calculamos las integrales inmediatas logaritmicas:
fx+1d_f 1/3d 4/3 d_—lfld-+4f 1 d
x2—3x -3 " 3)x%"3) -3

=l i — 3
3 n|x §nlx— |+C
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Vamos a resolver unos cuantos ejemplos para afianzar este tipo de integral:

Sx — 2 3x+4 x2-1
; _—dx
a)fxz Sx+6 )f2x3+ 2x—1 c)f4x3 6x —1

5x — Podemos descartar
a) f x2 — Sx + 6 integracién inmediata

Funcién racional. Caso 2.1:
g?D.>g?N.

1. Igualamos a cero el denominador y resolvemos la ecuacién (buscamos sus raices):

5+1

_5V(= 5)2 o 2

x2-5x+6=0- _5_1
=

El denominador tiene dos raices simples: (x — 3) - (x — 2)

2. Expresamos el integrando como una suma de fracciones de la siguiente forma:

5x 2 S5x -2 A B
5216 (-3)x-2) @-3) -2

3. Despejamos y calculamos A, B siguiendo las siguientes pautas:

- Sacamos minimo comun mdltiplo de la suma de fracciones y las expresamos como una sola:

S5x—2 5x —2 _A(x—2)+B(x—3)
—S5x+6 (x-3)(x-2) (x-3)(x-2)

- Eliminamos denominadores a ambos lados de la igualdad:

Sx—2=A(x-2)+B(x-3)

* Para despejar A, asignamos a x el valor de laraizx = 3

53)-2=A4[(3)-2]+B[B)~<3] » 13=4+0> A=

* Para despejar B, asignamos a x el valor de la raiz x = 2

5(2)—2=A[(2)/4]+B[(2)—3] > 8=0-B » B=-8

4. Sustituimos los valores de A, B y calculamos las integrales inmediatas logaritmicas:

f SJ(s_x+6 f( d”j(x 2 f( ™

=13In|x—-3|-8In[x—-2]+C
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b f 3x+4 | Podemos descartar Funcién racional. Caso 2.1:
) 23 4 x2=2x~1 in i iata g°D.>g?N.

1. lgualamos a cero el denominador y resolvemos la ecuacién (buscamos sus ralces):

R R
2x* + x? = 2x = 1 = 0 = Aplicamos Ruffini & 41 2 3 +1 Sskieldn B 2 1

IZ 3 1 ¢

L =1

-3+V37-4.2-1 -3%1|¥=—F¢ *x==%

2 . - s

2x*+3x+1=0->x= 2.2 S ¥ a ]

x= 2 —_Xx=-

El denominador tiene tres raices simples: @ x-1)-(x+1)-(x+1/2)

iilmportante!! Hay que multiplicar toda la descomposicién por el coeficiente del grado lider.
Hasta ahora hemos factorizado polinomios donde el coeficiente del grado maximo era uno y
no lo teniamos en cuenta. Pero recuerda que la descomposicién factorial de un polinomio es:
Ax™ +Bx" 4+ N=A(x — x)(x — x3) .. (x — xp,)

2. Expresamos el integrando como una suma de fracciones de la siguiente forma:

3x+4 B 3x+4 A B C
2x3+x2—21—1_2-(x—1)-(x+1)'(x+1/2)_2(x-1)+(x+1)+(x+1/2)

Elnumero 2 lo podemos poner en cualquier denominador

3. Despejamos y calculamos A, By C siguiendc ias siguientes pautas:

- Sacamos minimo comun muiltiplo de |3 suma de fracciones y las expresamos como una sola:

3x+4 _A(x+1)(x+1/2) + 2B(x - 1)(x + 1/2) + 2C(x - 1) (x + 1)
2 - D+ D(x+1/2) 2(x-1)(x+ 1) (x+1/2)

- Eliminamos denominadores a ambos lados de la igualdad:

3x+4=A(x+1)(x+1/2) +2B(x— 1)(x +1/2) + 2C(x — 1) (x + 1)
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* Para despejar A, asignamos a x el valor de la raiz x = 1
1 1 ;
3(1) + 4 = A[(1) + 1] [(1) + 5] +2B[(1)<T) [(1) + 5] 4 zc[(1)//1][(1) +1];

3 7
7E R0 S 7=3A 5 A=g

* para despejar B, asignamos a x el valor de la raiz x = —1
3(-1)+ 4= ACDAT) |0 +3] + 2810 - 11 |- + o] +2c1-0 - NI-DA;

1 1
1=0+2B:(-2)- (2)+0 - 1=2B - B=E

* Para despejar C, asignamos a x el valor de la raiz x = —1/2
I G (e R R [ G e R (RS
S ra=o0+0+2c-=21 5 3.8¢c 5 s=3c o =2
2 2 2 2 3
4. Sustituimos los valores de A, By C y calculamos las integraies (i hatas fngaritmicas:

f 3x + 4 p _f 7/3 5 1/2 T | =5/3 Iy =
23+ —2x—17°" 2(x—1) x+f(x+15 t ! x l;f-_)(l~
_7f 1 d"'lf 1

") x-n% (x+1) 3f(x+1/2)

7 1 5
=-1 —-1] + -1 S,
- n|x | 2 njx + 1| 3ln|x+ 1/2|+C

iioJol!
2x2 -1 Podemos hacer P =
S Integracién logaritmica
) j A ex — 1 dx integracién inmediata

fo -1 f6(2x2—1) _1 12x2 -6 1 -
a1 6) P —er—1" 6f4—xa_6x_1dx=glnl4x -6x—1|+C
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D(x
d(( ))dx - si grado denominador > grado numerador

Caso 2.2 -

Si el grado del denominador es mayor que el del numerador y tiene alguna raiz maltiple (se
repiten), podemos expresar el integrando como una suma de fracciones de la siguiente forma:

D(X) ¥ A + B R Nl 5 Nz + Nk
d(x) (x—xy) (x—x2) (x—x)1 * (x—x,)? (x — xp)*
Raiz simple Raiz simple Raiz multiple repetida k veces

Seguiremos los mismos pasos que en las integrales anteriores para calcular A, B ... Ny, N, ... Ny
con la salvedad de que tendremos mads incognitas que raices al sustituir, por lo que tendremos
que asignar valores aleatorios a x en la medida que necesitemos.

Finalmente aplicamos integracion a ambos lados de la igualdad y resolvemos las integrales
inmediatas logaritmicas y potenciales que obtendremos.

Como ejemplo, vamos a descomponer la siguiente integral en suma de fracciones e indicar el
tipo de resolucién inmediata (logaritmica o potencial) que tendria finalmente cada una:

TTR—
G-DE+2)2x—-58 " |
k!
x+3 A B C g ' !

E-DE+2G-5° G-D &+2) G+22 -5 G52 -5

= f(x+z) *f(xfzyd”f(x25)‘1”[(::—'55)2“"4%""

fﬁdx+f(xzz)dx+f(x25)dx +[(x+c2)2dx+_[(xf5)2d1+f(x—F5)3dx

Resolucién inmediata logaritmica Resolucién inmediata potencial

Vamos a resolver unos cuantos ejemplos para afianzar este tipo de integral:

2x+3 x2+1 f d)j’x2+7x+8dx
)fxz 2x+1 )[xz(x %1 £) (x2+2x)(x+2) x2+6x+9
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2x+3 Podemos descartar
= ] =2+ dx integracién inmediata

1. Igualamos a cero el denominador y resolvemos la ecuacién (buscamos sus raices):

2+

2+(—2)2—4-1-1 2+0)*= =L
-2x+1=0-x= V(T2 —4-1 - t

2-1 2 2-0 e

x= »x=1

El denominador tiene una ralz doble:

(x-1)-(x-1)=(x—-1)2

2. Expresamos el integrando como una suma de fracciones de la siguiente forma:

2x+3 = 2x+3 _ 2x+3 _ A N B
—2x+1 (x-1D(x-1) (x-12 (x-1) (x-1)2

3. Despejamos y calculamos A, B siguiendo las siguientes pautas:

- Sacamos minimo comun multiplo de la suma de fracciones y las expresamos como una sola:

2x+3 2x+3 _ 2x+3 __A(x—1)+B
—2x+1 (x-Dkx-1) (x-12 (x-1)?

- Eliminamos denominadores a ambos lados de la igualdad: 2x +3 = A(x - 1)+ B
* Para despejar B, asignamos a x el valorde laraizx = 1

2(1)+3=,4[(9/1]+B—» 5=0+B - B=5

* {i0JO!! Para despejar A, no podemos volver a asigriar a v ¢l v . ralz v = 1yaque nos
daria la ecuacién anterior. Tendremos que asignarle el valor gi, a5 consideremos facil
para operar. En este caso vamos a elegir x = 0:

no,

>

2(00+3=A0-1)+B - 3=—-A+B - 3=-A+5 - A=12

4, Sustituimos los valores de A, B y calculamos la integral inmediata logaritmica y potencial:

fxzz_x;;il f(x—l)dx+f(x ]( dx+5f(r—1)‘ dx =

= 2In| 1|+5(x—1)-1+c—2|| 1 Dt g P e ] e
- n|x =) = n|x (X—l)l = njx X—1+

[207]



b x2+1 di Podemos descartar Funcidn racional. Caso 2.2:
) x2(x—1) integracién inmediata > g° -

1. Igualamos a cero el denominador y resolvemos la ecuacion (buscamos sus raices):

x2=0 - x=0 | Soluciéndoble

=)= 0{

x—1=0->x=1 | Solucién simple

2. Expresamos el integrando como una suma de fracciones de la siguiente forma:

x2+1 _A 1 B 1 Cc
2(x-1) x x2 (x-1)
3. Despejamos y calculamos A, By C siguiendo las siguientes pautas:

- Sacamos minimo comun multiplo de la suma de fracciones y las expresamos como una sola:

x2+1 _A+B C  Ax(x-1)+B(x—1)+ Cx?
x2(x-1) x x2 (x—-1) x2(x—1)

- Eliminamos denominadores a ambos lados de la iguaidad:

x*+1=Ax(x—1) +B(x—1) + Cx?

- Despejamos y calculamos A, By C asigriando ios v ::0res 3 X que nos convengan:

Six =0 (0)2+1=A((0) — 1] +B[(0) - 1] + C(BY* > 1=-B - B=-1
Six=1- (D% +1=AMW<1] +B[(D)<1]+C1)? > 2=C - C=2
Six=-1-(-1)2+1=A-1[(-1) = 1] +B[(-1) = 1] + C(=1)> » 2=2A—2B+C;

2=2A-2(-1)+(@2) »2=2A+4 > A="2/, 5 A=-1

4. Sustituimos los valores de A, By C y calculamos la integral inmediata logaritmica y potencial:

YZEE ] -1 -1 2 1 1
—_—dx = — — e = = =2 —
fxz(x—l) he f xdx+fx2dx+f(x_l)dx fxdx fx dx+Zf(x_1)dx—
Xt 1
=—ln|x|—_—1+21n|x—1|+C=—ln|x|+;+2|n|x-1|+c
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Podemos descartar : ‘Funcidn raclo?al. Ca;o 2.2:

c
).f (x2+2x)(x +2) integracién inmediata

ii0JO!! Fijate que el grado del denominador es tres: X

2.p=41

1. Igualamos a cero el denominador y resolvemos la ecuacion (buscamos sus raices):

(x? 4 2x)(x + 2) = 0 (Sacamos factor comdn al primer paréntesis)

' x=0 Solucién simple
x(x+2)(x+2)=x(x+2)?%*=0

x+2=0-x=—2 | Solucién doble

2. Expresamos el integrando como una suma de fracciones de la siguiente forma:

1 A B G
x(x + 2)2 (x +2) (x +2)2

3. Despejamos y calculamos A, By C siguiendo las siguientes pautas:

- Sacamos minimo comun mdltiplo de la suma de fracciones y las - 252:n0s como una sola:

1 __A, B _A(x+2) 4 B )
x(x+2)?2 x (x+2) (x+2)? "~ x(x -+ %

- Eliminamos denominadores a ambos lados de la igualdad: 1 = A(x + 2)? + Bx(x + 2) + Cx

- Despejamos y calculamos A, By C asignando los valores a x que nos convengan:
six=0-1=A[(0)+2]? + B@OI(0) + 2] + CY> 1= 44 » A=1/,

Six=-2-1= ,«1[(;z}4»/2]2 +B(-D)[(=F2 +C(-2) »1=-2C> C=-1/,

six=1-1=A[1)+2]?+B)[(1)+2]+C(1) » 1=9A+3B+C(;
1 9(1)+3B+(—1) 1 9+3B 12 gt s gp i REEREY il
= = —1a] == o —_——t—= - —_—= - _—_

1 2 1 TR 2 4 /4

4. Sustituimos los valores de A, By C y calculamos la integral inmediata logaritmica y potencial:

-1

1
__d (2 "3 el
f(x2+2x)(x+2)_f xd"+f(x+2)dx+f(x+2)2dx

‘lfld lf Lo lf sl e
T4 xx4(x+2)x2(x e

1(x+2) 1 1 1 1
1 = e L P &= A
n|x| ln|x+2| S +C 4lnlxl 2 n|x + |+2(x+2)+C

A
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d) f x4+ 7x+8 s Podemos descartar 5 Funclon raclonal, Caso 1
X246 +9 Integracion Inmediata N No= gt b,

X* 4+ 7x Cl‘l A4+ 6x 49 l)(.\') ‘ "\(\) \; F7x 4+ 8 \ o

2 \
x*-6x-9 1 - — T (%)
v o1 ) dx) d) Vo0 ! v on 0
VOO -

La Integral a resolver esta tormada por
Xt x4 8 6 - | una integral inmediata y una integral
’ ’ Ldx ’ 3

y . J x*

X2 + 6 \ .)"‘ [CANR \)‘“ racional donde el g D g® N (Caso 2.2).

Astque vamos a calcular esta uithma

IiFjate!l Hemos pasado de una Integral caso 1 a una integral caso 2. [1Esto es un clasicoll

L Igualamos a cero el denominador y resolvemos la ecuacion (DusCamos sus raices )

O S )
61V6er-4.1.9 610 \ ' 3

b [8)
X< <+ Ox + 0 =X 31 - ] 6 -0
\

Eldenominador tiene una raiz doble: (v + ) (1

2 Expresamos el integrando como una suma de fracciones de la shruiente forma:
x =1 X -1 A n
E t .
AL Oox 49 (DT () ()

3. Despejamos y caleulamos A, B sigulendo las siguientes pautas
Sacamos minimo comun multiplo de la suma de fracciones v las ENPIBRAMON COMO una sokas
X =1 X =1 A N AWt D+ B

. . | .
X4 6x+9 (2437 (x+3)  (x+3)° 8)?

Eliminamos denominadores a ambos lados de la igualdad: v 1 = AN+ D+ B

Despejamos y calculamos A, B asignando los valores a QUE NON Convengan:
Slxm =3 (=D=1mA(=NDEI)+B > ~d=h 2 B=-q

SIX=0=(0)=1=A(0)+3]+B = “1=3448 = ~1=3A-4 = A=
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4. Sustituimos los valores de A, By calculamos la integral:

=1 1 /1 Sustituimos en la integral principal
f———dx = f—dx+f—dx
x24+6x+9 (x+3) (x+3)? U

x2+7x+8 x—1 f f
R = e = dx +|| ——dx +
fx2+6x+9dx fldx+fx2+6x+9dx flx (x+3) (x+3)2

fld G [+ ) 2dr m b I 4 3 g
= x+f(x+3) x — f(x+) x =x+In|x 3

4
=x+Injx+3|+——+C
x+3
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