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7.1 Experimento aleatorio. Espacio muestral.

- Un experimento aleatorio es aquel cuyo resultado depende del azar. Conocemos el

conjunto de todos los posibles resultados del experimento pero no es posible saber cual es

el resultado exacto en cada una de las realizaciones del mismo.

Ejemplo:

El lanzamiento de un dado, la extracción de una carta de una baraja, el lanzamiento de

dos monedas, etc.

- El conjunto de todos los posibles resultados de un experimento aleatorio se conoce como

espacio muestral y se designa por E.

Ejemplos:

En el lanzamiento de un dado, E={1,2,3,4,5,6};

En el lanzamiento de dos monedas E={CC, CX , XC , XX};

En la extracción de una carta de la baraja E={1B, 2B, ...,12B, 1C, 2C,..., 12C, 1E, 2E, ...,

12E,1O , 2O ,...,12O}.

7.2 Sucesos de un experimento aleatorio. Operaciones con sucesos.

- Se llama suceso a cualquier subconjunto de E.

Ejemplos:

En el lanzamiento de un dado podemos considerar los sucesos:

A = ”sacar un número par” = {2,4,6}

B = ”sacar número mayor que 3” = {4,5,6}.

C = ”sacar número primo” = {2,3,5}

Entre los sucesos de un experimento aleatorio están el suceso imposible, Æ (nunca tiene

lugar) y el suceso seguro, E (siempre ocurre). En ejemplo anterior sería un suceso

imposible “Sacar un número mayor que 6” y sería un suceso seguro “Sacar número menor

o igual a 6”.
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- Dados dos sucesos A y B de un experimento aleatorio, podemos realizar las operaciones

siguientes:

 Unión : BAÈ . Es el conjunto formado por todos los elementos de A y de B.

En nuestro ejemplo BAÈ = {2,4,5,6}. En el lenguaje natural la unión se

sustituye por la conjunción o.

Así BAÈ = ”sacar número par o mayor que 3”

 Intersección: BAÇ . Es el conjunto formado por los elementos que están, a la

vez, en ambos conjuntos. En nuestro ejemplo: BAÇ ={4,6}. En el lenguaje

natural la intersección se sustituye por la conjunción y.

Así BAÇ = ”sacar número par y mayor que 3”

 Complementario: A . Es el conjunto formado por los elementos que no están en A.

En nuestro ejemplo A ={1,3,5}. En el lenguaje natural se representaría por

“lo contrario de A” , “lo opuesto de A”.

Así A = “No sacar un número par “ o lo que es lo mismo A = “sacar un

número impar“

 Diferencia: BA - . Es el conjunto formado por los elementos que están en A pero no

están en B.

En nuestro ejemplo BA - ={2}. En el lenguaje natural se representaría por

“A pero no B” , “A y no B”.

Así BA - = “Sacar un número par pero no mayor que 3 “

NOTA:

A y B se dicen incompatibles si BAÇ = Æ , es decir, no pueden ocurrir ambos a la vez. Por

ejemplo los sucesos A = “ Sacar número mayor o igual que 5” y B = “Sacar número menor

que 3” son incompatibles.
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7.3 Propiedades de las operaciones con sucesos.

 E=Æ y E = Æ

 Æ È E = E , Æ È Æ = Æ AÇE = A , AÇ Æ =Æ

 A = A , EAA =È , =Ç AA Æ .

 BABA Ç=-

 BAÈ = BAÇ

 BAÇ = BAÈ

- Estas dos últimas reciben el nombre de Leyes de Morgan

7.4 Frecuencia relativa y absoluta. Probabilidad.

- Supongamos que realizamos un total de 100 veces el experimento aleatorio que consiste

en lanzar una moneda al aire y que los resultados que hemos obtenido son:

47 veces cara.

53 veces cruz.

Los números 47 y 53 son las frecuencias absolutas de cada uno de los sucesos. Así pues

se puede definir la frecuencia absoluta de un suceso como el número de veces que ocurre

dicho suceso al realizar el experimento aleatorio un número determinado de ocasiones.

Escribimos f (C) = 47 , f (X) = 53.

El cociente entre la frecuencia absoluta de un suceso y el número de realizaciones del

experimento se llama frecuencia relativa.

En nuestro ejemplo: fr (C) = 100
47 = 0’47 (47%) , fr (X) = 100

53 = 0’53 (53%).

- Pensemos ahora que aumentamos el número de veces que realizamos el experimento y

vamos anotando las frecuencias relativas en cada caso:

Suceso
Lanzamientos

100 200 300 400 500 600 700 800 900

Cara 0’560 0’535 0’473 0’488 0’490 0’493 0’490 0’496 0’497

Cruz 0’440 0’465 0’527 0’512 0’510 0’507 0’510 0’504 0’503
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Puedes observar que las frecuencias relativas de ambos se sitúan alrededor de 0’5 y

tienden a estabilizarse en este valor a medida que aumenta el número de lanzamientos.

Podremos entonces decir que el valor al que se aproximan las frecuencias relativas es la

probabilidad de los sucesos:

P (C) = 0’5 y P (X) = 0’5

- En la práctica, en los experimentos equiprobables (todos los resultados elementales son

igual de probables) calcularemos la probabilidad de un suceso utilizando la regla de

Laplace:

P(A) =
posiblescasosdenúmero

Aafavorablescasosdenúmero

Ejemplo:

En el lanzamiento de un dado:

P (A) = P (”sacar un número par”) =
2
1

6
3
=

P (B) = P (”sacar número mayor que 3”) =
2
1

6
3
=

P (C) = P (”sacar número primo”) =
2
1

6
3
=

7.5 Propiedades de la probabilidad.

 1)A(P0 ££

 P(E) = 1 y P(Æ ) = 0.
 )A(P1)A(P -=

 ( )BAP)A(P)BA(P Ç-=-
 P( BAÈ ) = P(A) + P(B) )BA(P Ç-

En particular si A y B son incompatibles, es decir, BAÇ =Æ entonces:

P( BAÈ ) = P(A) + P(B)

 Si n321 A...A,A,A son incompatibles dos a dos, entonces:

P( n321 A...AAA ÈÈÈÈ ) = P( 1A ) + P( 2A ) + P(A3) + ...+ P(An)
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7.6 Probabilidad condicionada.

Un experimento compuesto es aquel que está formado por varias etapas.

Ejemplo:

El experimento consistente en lanzar primero una moneda, si sale cara se extrae una bola de

la urna 1 (en la que hay dos bolas rojas y una negra) y si sale cruz se extrae de la urna 2 (en

la que hay dos bolas negras y una roja).

Un experimento compuesto se puede describir de forma muy sencilla con un diagrama de

árbol. En nuestro ejemplo resultaría:

En las ramas del diagrama de árbol se colocan las probabilidades correspondientes a las

dos etapas del experimento:

 En las ramas de la izquierda (que salen del punto inicial) colocamos las probabilidades

de la primera etapa: P(C) y P(X).

 Las ramas de la derecha son las correspondientes a la segunda etapa y en ellas

colocamos lo que se conoce como probabilidades condicionadas:

- En la primera rama escribimos la probabilidad de extraer bola roja sabiendo que hemos

sacado cara. La representamos por P(R/C) y la calculamos usando la regla de Laplace:

3
2)C/R(P =

- En la segunda rama colocamos la probabilidad de extraer bola negra sabiendo que

hemos sacado cara. La representamos por P(N/C) y sería:
3
1)C/R(P =

C

X

R

N

R

N
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- De la misma manera podemos calcular otras dos probabilidades condicionadas y colocar

los resultados sobre las ramas en el diagrama de árbol:

En el lenguaje habitual es fácil reconocer una probabilidad condicionada; frases como

“probabilidad de A sabiendo que ha ocurrido el suceso B” se traducen en la práctica por

P(A / B).

La fórmula que define la probabilidad condicionada y que relaciona dicha probabilidad con

la probabilidad de la intersección es:

P(A / B) =
)B(P
)BA(P Ç

Despejando podemos conseguir una fórmula para calcular la probabilidad de una

intersección en contextos de experimentos compuestos:

)B/A(P)B(P)BA(P ×=Ç

Ejemplo:

La probabilidad de obtener cruz y luego sacar cruz y luego extraer bola roja sería:

6
1

3
1

2
1)X/R(P)X(P)RX(P =×=×=Ç

Observa que sólamente tenemos que multiplicar las dos ramas correspondientes.

- Dados dos sucesos A y B se dice que son independientes si P(A / B) = P(A). Es decir, el

que haya o no haya ocurrido uno de ellos no afecta en la probabilidad del otro.

C

X

R

N

R

N

2
1

2
1

3
2

3
1

3
1

3
2
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Cuando dos sucesos son independientes la probabilidad de la intersección es igual al

producto de las probabilidades.

A y B independientes Þ )B(P)A(P)BA(P ×=Ç

Ejemplo:

En el experimento compuesto que consiste en sacar dos cartas de una baraja sin

devolución, los sucesos: A = “obtener un basto en la primera extracción” y B = “obtener

un oro en la segunda extracción” no son independientes.

7.7 Teorema de las probabilidades totales.

- Supongamos ahora una serie de sucesos n321 A...A,A,A que son incompatibles dos a dos

(es decir, no es posible que ocurran dos de ellos a la vez) y cuya unión es el espacio

muestral (es decir, entre ellos recubren el conjunto de todas las posibilidades).

Consideremos otro suceso B. Su probabilidad se calcula:

)A(P)A/B(P...)A(P)AB(P)A(P)AB(P)B(P nn2211 ×++×+×=

Ejemplo:

En el ejemplo del inicio, calcular la probabilidad de obtener bola negra.

Uusando el teorema de las probabilidades totales:

C

X

R

N

R

N

2
1

2
1

3
2

3
1

3
1

3
2
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2
1

6
3

3
1

6
1

3
2

2
1

3
1

2
1)XN(P)X(P)CN(P)C(P)N(P ==+=×+×=×+×=

7.8 Regla de Bayes.

Supongamos ahora que sabemos que hemos sacado una bola negra, y nos preguntan cual es
la probabilidad de que la hayamos sacado de la urna 1 (es decir, que hayamos sacado cara
en el lanzamiento de la moneda). Se trata también de una probabilidad condicionada que
escribiríamos:

( )N/CP

Se llama probabilidad a posteriori puesto que nos preguntan la probabilidad de un suceso
anterior a otro que sabemos que ha ocurrido.
Para calcularla echaremos mano de la fórmula de probabilidad condicionada:

( )
)N(P

)C/N(P)C(P
)N(P
)NC(PN/CP ×
=

Ç
=

Es decir:

( )
3
1

21
3121

)N(P
)C/N(P)C(PN/CP =

×
=

×
=



FUNCIÓN DERIVADA
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ky = 0'y =

nxy = 1nxn'y -×=

x
1y = 2x

1'y -
=

xy =
x2
1'y =
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=
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xey = xe'y =

xay = alna'y x ×=

xlny =
x
1'y =

xlogy a=
alnx

1'y
×

=
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O
NO

M
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C
AS

senxy = xcos'y =

xcosy = senx'y -=

xtany =
xcos

1'y 2=

anxcoty =
xsen

1'y 2
-

=

TR
IG
O
NO

M
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C
AS
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AS

arcsenxy = 2x1
1'y
-

=

xarccosy = 2x1
1'y
-

-
=

xarctany = 2x1
1'y
+

=

anxcotarcy = 2x1
1'y

+
-

=

TABLA DE DERIVADAS



FUNCIÓN DERIVADA DESCRIPCIÓN

SUMA O
RESTA vu ± 'v'u ± Suma o resta de derivadas.

PRODUCTO
NÚMERO POR
FUNCIÓN

u×a 'u×a Número por la derivada de la función.

PRODUCTO vu × u'vv'u ×+×

Derivada de la primera por la segunda sin derivar
más derivada de la segunda por la primera sin

derivar.

DIVISIÓN
v
u

2v
u'vv'u ×-×

Derivada del numerador por el denominador sin
derivar menos derivada del denominador por el

numerador sin derivar; partido por el denominador al
cuadrado.

REGLAS DE DERIVACIÓN


