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UNIDAD 1.
NUMEROS REALES.

MATEMATICAS APLICADAS A LAS CC.SS. 1° BAC
PROFESOR: PABLO TRASHORRAS

. U1 NUMEROS REALES.

= Numeros irracionales: Son aquellos numeros que no

pueden ser escritos como cociente de dos enteros.

- Las raices que no son exactas son irracionales.

V2 35
- Los decimales que no son ni exactos ni periédicos son

también irracionales.

3,020020002 ...

1+/5
2

- Otros nimeros como = o como ¢ = son

irracionales también.
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o U1 NUMEROS REALES. [

UNIDAD 1. NUMEROS REALES.

1.1 Lenguaje matematico. Conjuntos y simbolos
1.2 Numeros reales. La recta real.

1.3 Radicales. Propiedades

1.4 Logaritmos. Propiedades.

1.5 Expresion decimal de los nimeros reales.

Numeros aproximados.
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. U1 NUMEROS REALES.
= Numeros reales:( R) Conjunto compuesto por los

racionales y los irracionales.
Todos los conjuntos que hemos visto estan representados

en este diagrama:

Racionales
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1.2. NUMEROS REALES. LA RECTA REAL.

= Numeros naturales: Es el conjunto mas pequeiio que

vamos a considerar.

IN={0123,...}

= Enteros: Los nimeros naturales y sus opuestos.

-
LA RECTA REAL.

Usaremos una recta horizontal para representar los
ndmeros reales.

- Enteros:

5 .43 2414 0 1 2 3 45

* Fracciones:

54 6/4
| ] 1 1 ] 1 1 ] 1 S
T T 1 T 1 1 1 1 I 7
(1] 1 Z
z2={01-12-23-3..} e e
(1] 1 2
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- - U1 NUMEROS REALES.
= Numeros racionales:I(Q) Todos aquellos niumeros que se * Raices:
pueden escribir como cociente de dos enteros. Ejemplo 1: ﬁ
Podemos considerar: N
5 -8
« Naturales: i - Enteros: i 2=1+1 =12 +1?
0 1 V2 2
» Decimales exactos: 12,31 = 1231
100
. go_g 83 Ejemplo2: 413
- Decimales periodicos puros: 92 =227 -=% e
9 V13
13=9+4=32+22
» Decimales periodicos mixtos: 2234 = 225528 :&12
990 990 o 1 2
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" U1 NUMEROS REALES. " U1 NUMEROS REALES.

* Decimales:

ecimales TIPOS DE INTERVALOS.
Ejemplo: 3842 = 3.8464...
» Intervalo abierto: Este tipo de intervalo no incluye los
. ] ‘ e extremos.

(-31)={x/-3<x<1}

o ———{p
54321012345

=—
|3
o]
N

N
(e
)

—

N\
- — T
3.8 3%
= Intervalo cerrado: Incluye los dos extremos.
( 3.846 3847 |
o
T T —-31|={x/-3<x< e
3.84 T' 3.,85 [ 3’1] {X/ 3_X_1} 5-4-32101234F5
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B U1 NUMEROS REALES. " U1 NUMEROS REALES.
Ejercicios 1, 2, 3y 4 pag 48
1 Clasifica los sigui . indicando a cusles de los conjuntos IN, Z, Q o IR, pertenccen: = Intervalo semiabierto: Contiene sélo uno de los extremos.
- T e 5.
5: =75 33 |5 =35 355 475 5
2 ;Cuiles de estos nu son irracionales? Exp como fraccion los que sea posible. . _ i H—— bttt
: i , B [-3D)={x/-3<x<] 54321012345
a) 3,181818... b) V1,7 <) V8
d) 1,020020002... ) —4,0333... f) V81
g 1,3999... h)2n

» Semirrecta: Sélo tiene comienzo o final.
3

:Qué nd irracionales rep los puntos: 4, B, Cy D?

Justifica la respuesta.

y ' [~ 3,0) = {x/x>-3} B e e
012 A4 BC7 D 5-43-210122343%5
4 Indica cudl, de cada par de niimeros, es mayor:
a) % y 2 b) 0,526 y 0,526 0 4,89 y2/6 d)-2,098 y -2,1 - oo,l) _ {X /X< 1}
Redondea a las centésimas los ni i 54321012345

| UNIDO1 | MATEMATICAS APLICADAS A LAS CC.SS | PROFESOR: PABLO TRASHORRAS | UNIDO1 | MATEMATICAS APLICADAS A LAS CC.SS | PROFESOR: PABLO TRASHORRAS

- U1. NUMEROS REALES. - U1 NUMEROS REALES

INTERVALOS Y SEMIRRECTAS. OPERACIONES CON INTERVALOS.

Un intervalo es un conjunto que comprende todos los

numeros que estan comprendidos entre otros dos llamados e Unién de intervalos:

extremos.
H———tpfp————>
54321012345
Escribiremos [-3,1] para representar el intervalo que e Interseccion de intervalos:

contiene todos los numeros comprendidos entre -3y 1.
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" U1 NUMEROS REALES. " U1 NUMEROS REALES.

Ejercicios 5y 6 pag 48
Un intervalo se puede representar de tres maneras: ARReE yopag

5 Representa grificamente y expresa como intervalo o como semirrecta los nimeros que cumplen

la condicion dada en cada caso.

= En forma de intervalo: a) x es menor que -5. b) 3 es menor o igual que x.

c) x esti comprendido entre -5y 1. d) x estd entre -2 y 0, ambos incluidos.
('3,1) ['2,4) €) x es mayor o igual que -3 y menor que 2.

= En la recta real: 6 Escribe la desigualdad que verifica todo niimero x que pertenece a estos intervalos o semirrectas:
a) [-2,7] b) [13, +c0) <) (=0, 0)
d) (-3, 0] e) [3/2,6) £) (0, +0)

H——py>————» e —
54321012345 5432101234%5

Ejercicio.

. Calcula las siguientes uniones e intersecciones de intervalos y semirrectas:
= Usando desigualdades:

x/-3<x<1 x/-2 < x< 4) a) [-13]u(04) ) [-35]~(57)  ©) (-=0]u(-3)

b) 28]~ (5,0) d) [1,5)\) (2, oo) f) (- 00,5]m (-34)
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Ejercicios 7, 8 y 9 pag 48

7 Expresa en forma de intervalo los niimeros que cumplen cada una de estas expresiones:
a) |x| <7 b)|x| 25 o) |2x| <8
d)|x-1<6 e |x+2]>9 f)|x-5|=1

8 Escribe mediante intervalos los posibles valores de x para que se pueda calcular la raiz en cada

caso.
a) Jx-4 b) V2x+1 o J—x
d) 3-2x e) y-x-1 f) \;‘lo%

9 Expresa como un tnico intervalo.
a) (1,6] U [2,5) b) [-1, 3) U (0, 3]
d) [-1,3) N (0, 4) e) [-3,2] N [0, 5]

o (1,6] N [2,7)
f) [2, +=0) N (0, 10)
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x
RAICES EQUIVALENTES SIMPLIFICACION.
SACAR FACTORES DE UNA RAIZ.

Un factor se puede sacar de un radical cuando su
exponente es igual al indice de la raiz.

B
Si el exponente es mayor que el indice, la potencia puede
ser preparada para sacar factores fuera de la raiz.

Ejemplos.
a)3[25 .54 = 328 .22 8% .5 = 5.23/22.5 = 10322 .5

b\2000 = v2° -5% = 2? 22 .52 .5 = 20,5
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o U1 NUMEROS REALES.

UNIDAD 1. NUMEROS REALES.

1.1 Lenguaje matematico. Conjuntos y simbolos
1.2 Numeros reales. La recta real.

1.3 Radicales. Propiedades

1.4 Logaritmos. Propiedades.

1.5 Expresion decimal de los nimeros reales.

Numeros aproximados.
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=
SIMPLIFICACION DE RAICES.

Cuando el exponente de un radicando y el indice de la raiz
pueden ser divididos por un mismo numero, podemos
simplificar esa raiz:

3\5/3W= 35:%/(31?: (/3‘2

Ejemplos.

a) 1<«/27 .321 - \/233

(Dividiendo por 7)

b) 31600 = /2°.52 -§2°.5 (Dividiendo por 2)

Dos radicales se dice que son equivalentes cuando
obtenemos el mismo resultado al simplificarlos.
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1.3. RADICALES. PROPIEDADES.

nyn

La raiz n-ésima de un ndmero "x” es otro nimero "y” que, al

ser elevado a n es igual a “x”.
n — n _
UX=y o Yy'=X

Ejemplos.

a)ﬂ=—2
04/81= +3

porque  (— 2)3 =-8

porque34 =81 y (— 3)4 =81
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- U1. NUMEROS REALES.
Ejercicios 11,17, 18 y 19 pag 48
11 Expresa los siguientes radicales mediante potencias de exponente fraccionario y simplifica:
1

i

i

vE %=
17 Introduce los factores dentro de cada raiz.

a) Ya?-Ja

3 31 2 [3x
a) 233 b) 437 c)xVB
33(25 v 1%
d)-S‘\‘9 e) 244 f)s\li
18 Saca de la raiz el factor que puedas.
a) 16 b) 4,8 <) /1000
] 12542 [F i
it T y5*s
[16 [4a? ) [T,
K)\‘aj h) J4a®+4 i) Vo*ie
19 Simplifica los siguientes radicales:
a) %24 b) 427 ) ¥-108
d) 3/64y° 9 Y5 £) 4625:425
6 8 o 4.9
g 40,027 h) %/0,0016 D {1
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- U1 NUMEROS REALES.

Una raiz puede ser escrita como una potencia. Veremos
como: m

B/® _

Ejemplos.
2
a) 3/ 5° puede ser escrito 53
8
by 75 puede ser escrito 3/ 78
_3 1 1
24
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=
REDUCCION A iNDICE COMUN.

Para reducir varios radicales a indice comun procedemos de

este modo:

3/72 4/23 6/4

N2°, 13, %5
1) El nuevo indice comun es el minimo comun multiplo de
los indices.

m.c.m (3,4,6) = 12

2) Divide el nuevo indice entre el antiguo y multiplica el
resultado por el exponente del radicando.

%/? A\l/? Q/?_,mze 1%/3791258
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i U1 NUMEROS REALES.

Ejemplo.
Ordena las raices de menor a mayor.

V2, F, V3
1) m.c.m (5,6,2) = 30
2) 3/22 ¢/, J3 0o B[40 BT

—»3Y4.096, %Y1.048.576, Y14.348.907

3) Como los indices son iguales comparamos los radicandos.

VT YT <3
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- U1. NUMEROS REALES.
Ejercicios 4 pag 34, 5, 6,7 y 8 pag 35

4 Simplifica.
)’ 53710 3(/x) 6
a) ({\Jk) b) {x 9 ()
5 Reduce.
a) ¥2.32 b) ¥9-93 o) 2-42-52
d) 4844 e ¥125.5 £)¥81-3
6 Simplifica.
2) ;v_x b Ja-b 9 Y’ d) Va®-6°-c
Y Ya-b Va2 Ja-83.8
7 Reduce.
322 i 5/ 4fp
23 b2 o Y16 8 7
3 3 V2 V3

8 Suma y simplifica.
b) V9-2+y25.2-2 o) /18 +50-y2-8

f) 316 +354 - 3250

a) Six+3x+2/x
d) {27 -\50 + 12+ 8 ) V50a - 18a
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" U1 NUMEROS REALES.
Ejercicios 20 pag 48 2y 3 pag 34

20 Reduce a indice comiin y ordena de menor a mayor.
a) 45, 33, 2 b) /6, V4

o 46, %10 d) 420, ¥9, %100

2 ;Cuil es mayor, 431 o %132

3 Reduce a indice comin.

= f
a) lz\;ai y IB“":

b) 51 y 132650
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RACIONALIZACION.

Consiste en pasar de una fraccién con un radical en el
denominador a otra equivalente que no lo tenga.

2 23

45 3

Caso 1) Si en el denominador tenemos una raiz cuadrada.

2 23 23
3 i3s3

Multiplicamos
numerador y
denominador por la
misma raiz.
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- U1. NUMEROS REALES.

OPERACIONES CON RADICALES.

e Productos y divisiones:

e Potencias y raices:

e Sumas y restas:
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- U1. NUMEROS REALES.

-4 42 a2 _-2\2

ﬁ?aﬁﬁ_ 6 1 3

Simplificamos
los coeficientes.

Caso 2) Si en el denominador tenemos una raiz NO
cuadrada.

2 2.3/33 2.833 233

53/32 ?5532.533 T eifr 15

Restamos el indice
menos el
exponente.
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" U1 NUMEROS REALES.
Ejercicios 22, 23, 25y 26 pag 48

22 Efectiia y simplifica, si es posible.

o 3
raya oL 952
a)32.43 b) ‘va-‘%vﬁwa <) (V\’T)
23 Expresa con una tinica raiz.
a) {34 b) 3248 O (Ya3-5at): {a

25 Simplifica.

a) 5(125 + 6745 -7,20 +%J80 b) ¥16+7%2-%54 - %’&56
©) —54 +3,24 - /150 + 294

26 Simplifica las siguientes expresiones:

f i3 _ [ x Z_ g% . 7 [§ Z3mic_o3aa8_ Y
a) Y18 +412-27 +{72 b)\‘,5 4\‘125+2\;45 <) 5«814 2%3a
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- U1 NUMEROS REALES.

Caso 3) Si en el denominador tenemos una suma (o resta)
y al menos uno de los sumandos es un radical.

4 46+v2) 4a6+42)
52 16 2) 6+ 43) 15 ()

Usamos productos
notables en el
denominador.

_4-(6+v2) _4-(++2) 20+4/2

26_2 23 b2

Si no podemos
simplificar, multiplicamos
en el numerador
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Multiplicamos por
el conjugado.




- U1 NUMEROS REALES.

5  5.(2+2/3)
3W2-243  [3v2-243)-(3v2 +2V3)

5-(3v2 +243) _5-(2+2/3)
T R

_5-(3/2+23) _15/2+1043
6 6
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2
LOGARITMOS DECIMALES.

Cuando la base es el numero 10, el logaritmo se llama
logaritmo decimal. Se escribe log en lugar de log,

log 1000= 3 log 001= -2

LOGARITMOS NEPERIANOS.

Cuando la base es el numero e=2,71828..., el logaritmo se
llama logaritmo neperiano. Se escribe In en lugar de log,

In 7= 1.94591014906
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- U1. NUMEROS REALES.
Ejercicios 9, 10 pag 36, 28 y 29 pag 49

9 Racionaliza d. inad, y simplifica cuanto puedas.
5 3 7 1
2 b) =2 [z ¢
a) 7 ) i I 3 ) s
3 + 2 A
€) — f) = : h)
{50 18 o 325 3
% .3 8.2
i) = ==
36 LT
10 Racionaliza denominadores y simplifica cuanto puedas.
Q) -1 [ i 1 2=l &2y
V2+1 Vx+ly Ja-1 Vx=y
~ ) £)) 224243 Prla it g il T P
23-5 32-23 2 2-1 241 Vx=\y Jx+ly

28 Racionaliza y simplifica.

a) M b) M D] +
J18 V12 2(y3-5)
d) 3 o 13,10 f) 3\“6‘02“2
5-2 V5-3\2 3/3+2
29 Efecuia y simplifica. ) )
e o 20 b v“7—v“5_\‘7n‘5
V3-42 V3442 7+405 7-45
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- U1. NUMEROS REALES.
Ejercicios 1, 2 pag 39, 31 pag 49

1 Halla.
a) log, 16 b) log, 0,25 o) logy1 d) logy 0,1
e) log, 64 f) log, 49 g In et h) In V4
i) logs 0,04 j) logg (ﬁ)

2 Halla la parte entera de...

a) log; 60. b) logs 700. c) logyy43000. d) logy 0,084.
¢) logy 60. f)ine. g logy, 450000. h) logs 4 900.
31 Calcula la base de estos logaritmos:
a) log, 125 =3 b)laxx%=—2 c)lagx%-Z
d)lagtls% ¢) log, 0,04 = -2 f)lagxé-—%
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- U1. NUMEROS REALES.

UNIDAD 1. NUMEROS REALES.

1.1 Lenguaje matematico. Conjuntos y simbolos
1.2 Numeros reales. La recta real.

1.3 Radicales. Propiedades

1.4 Logaritmos. Propiedades.

1.5 Expresion decimal de los nimeros reales.

Numeros aproximados.
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PROPIEDADES.

1) log,a=1 2) log,1=0

3) log,P-Q=1log,P +log, Q
P
4) log, Q- log, P —log, Q

5) log,P" =n-log, P

log, P

6)log, P = log,
b
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"
1.4. LOGARITMOS. PROPIEDADES.

El logaritmo en base “a” de otro numero “b” es el exponente
al que debemos elevar “a” para que el resultado de la
potencia sea “b”.

a>0

a =b az1

log,b=c <
Ejemplos.

a)log; 81=4 porque 3% =81

1 2_1
)log, 16 porque 16
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. U1 NUMEROS REALES.

Ejercicios 3, 4 pag 39. 34 pag 50.

3 Aplica la propiedad (8) para obtener los siguientes logaritmos con la ayuda de la calculadora:
a) log, 1500 b) logs 200 ©) logygy 200 d) log, 5 40

En cada caso, comprueba el resultado utilizando la potenciacién.

4 Calcula sabiendo que logs A= 1,8 y logs B=2,4.
5/4%
B?

|
a) logs {55 b) logs

34 Desarrolla las siguientes expresiones:
263 b) In x5
1004 Jy

a) los
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UNIDAD 3. ALGEBRA.

MATEMATICAS APLICADAS A LAS CC.SS. 1° BAC
PROFESOR: PABLO TRASHORRAS

" U3 AL GEBRA.

3.2.FACTORIZACION DE POLINOMIOS.

= Polinomios de grado 2.

Seguimos los siguientes pasos:

1) Sacamos factor comun.
2) Usamos los productos notables.

3) Buscamos las raices igualando a cero y resolviendo la

ecuacion.
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-
UNIDAD 3. ALGEBRA.

3.1 Igualdades en algebra

3.2 Factorizacién de polinomios

3.3 Fracciones algebraicas

3.4 Resolucion de ecuaciones

3.5 Resolucion de sistemas de ecuaciones

3.6 Método de Gauss para sistemas lineales

3.7 Inecuaciones y sistemas de inecuaciones con una
incognita

3.8 Inecuaciones lineales con dos incégnitas
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" U3 ALGEBRA.

Ejercicio
a1 Factoriza los siguientes polinomios:
a)x2+4x-5
c) 7x2-21x-280
€)2x2-9x-5
g4x2+17x+ 15

b)x2 +8x+ 15
d)3x2 + 9x- 210
£)3x2-2x-5
h)-x%+17x-72
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2
3.1.IGUALDADES EN ALGEBRA.

Ejercicios 1, 3 y 4 pag 99

1 Calcula el cociente y el resto en cada caso:
a) (4x° —4x+1): (227 + 1)
o) (x* + x2 - 20x): (x+ 2)

b)x®: (2 +x)

d)(x*-81):(x+3)

3 Halla el polinomio P(x) sabiendo que:

e R T T
P(x)

=x-1

4 Averigua usando la regla de Ruffini si el polinomio 2x* — 3x 4+ 1 es divisible entre (x - 1) y

(x + 1). Hazlo también empleando el teorema del resto.
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it U3 AL GEBRA.

= Polinomios de grado 3 o superior.

Seguimos los siguientes pasos:

1) Sacamos factor comun.
2) Usamos los productos notables.

3) Buscamos las raices por Ruffini hasta llegar al polinomio

de grado 2.

4) Usamos productos notables o buscamos las raices de

este polinomio igualando a cero y resolviendo.
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Ejercicios 7 y 6 pag 99

7 Saca factor comiin y usa las identidades notables para factorizar.

a) &7 - 4x° b) 9x* - 627 + x?
o) 2+ - 18x d) 12%7 + 3627 + 27x
€) 98x% - 56x* + 8x° f) 627 - 54x
g 2545 - leSQ%x h)%—x"»x2
6 Factoriza cada polinomio y senala sus raices.
a) 2x% - 8x- 10 b) 4x2 -9
)+ xt-5x-5 d)x* +x2-20
€) 2x6 - 14x* + 1243 £) 62>+ 727 -x-2
g)xs—16x h) 2x* - 2x3 - 1822 + 18x
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i U3 ALGEBRA.

Ejercicios 3,4y 5 pag 79

3) Descompén factorial los sigui poli
a) x© - 9x5 + 24x* - 2047
b) 2% - 3x5 - 3x% - 527 + 247 + 8x

Q) x®+6x° +9x* — 32— 6x-9
d)dx* - 1522 - 5x+ 6

4) a) Intenta factorizar x* + 42> + 822 + 7x + 4.
b) Hazlo ahora sabiendo que es divisible por x* + x + 1.

5) Intenta factorizar 6x* + 7> + 6x* - 1. Vuelve a intentarlo sabiendo que —% y L son raices suyas.

3
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" U3 AL GEBRA.

Ejercicio 8 pag 99

8 Descompén en factores y simplifica las siguientes fracciones:

22-4
b) PZrbdxs b
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e Multiplicacion y division.
- La multiplicacion en linea y la division en cruz.

- No multiplicamos los polinomios: los factorizamos para
simplificar el resultado.

Ejemplos:
) X2+ X x=1_ X2+ x)(x=1) X’-(X+1)~,(X/1):
x?-2x+1 x° X2 —2x+1)-x° (x—1)7-x®2
_ X+1 _ X+1
(x-1)-x2 " x3-x?
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i U3 ALGEBRA.

3.3. FRACCIONES ALGEBRAICAS.

Son aquellas en las cuales el numerador y el denominador
son polinomios.

x? —3x 1
2X +1 X2 +2X +1

e Simplificacién.
- Factorizamos el numerador y el denominador.

- Eliminamos los factores que coincidan en ambos.
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p) 2X°-8x 8 (2x2—8x)-(x—2):

“5x+6 X-2  (x2-5x+6)-8

_2x:(x-4)-(¢2) _ x-(x-4)
(x-3)-(x<2)-84  (x-3)-4

X% —4x
T 4x-12

Ejercicios 4 y 5 pag 81

4 Efectiia estas operaciones: 8 Calcula:
xz 2x+3 2.::43 a),\'4»2:(.«—1_ x )
x=-2 x+5 x 3 2x+1
) X=2x+3 2x+3 p) = ates?
R=2 xS x4l x4
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U3. ALGEBRA.
Ejemplos:

Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:

x? +2x x(x+2) __X

x> +4x+4 (x+2f" Xx+2
b) 2X2+X—3 :(Zx/'é)(x_1) _ X -1
4%% +12x +9 T 2x+3

@x+37%

(e 2) (=)
oorf (7)

x3+x*—4x-4

c)
x2—x-2

=X+2
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B 3 AL GEBRA.

e Sumas y restas.

- Reducimos a comun denominador (m.c.m).

- Sumamos o restamos los numeradores y dejamos el
mismo denominador.

- Simplificamos.

Ejemplos:
i X — 1+ 3 _(x—1)(x—4) 3x X2 _2x+4
S x2(x - 4) x2(x - 4) x*(x - 4)

X2

x> —4x = x(x—4)

}m.c.m =x3(x-4)
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Y U3 ALGEBRA.

x(x+1)
(x+1)x—1)*

2x(x - 1)
(x+1)(x—1)*

b) X _ 2X
x?—2x+1 x%-1

X2 —2x+1 =(x-1)
x> =1 =(x+1)x-1)

} b st o e AP

—x2 +3x

(x+1)(x -1y

Cx(x+1)-2x(x—1) _ x*+x-2x%+2x

x+x-17  (x+1)x-1
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3.4. RESOLUCION DE ECUACIONES.

e Ecuaciones bicuadradas. °

Ejercicios 16 y 18 pag 100

16 Resuelve y comprueba las soluciones.
a)x*-5x24+4=0 b)x*+322-4=0
€) 9+ - 4622 +5=0 fat-dx?=0

d)x*-5x?+36=0
h)9x* -x? =0

xt+32242=0
®ax -17x2 +4=0

18 Halla las soluciones de estas ecuaciones:

a) 2+ D2 -3) = (P + 1)(=*-1) -8
b)%(}x}—l)(xzoj)—(lxzv 1)(2 - 3) = 42
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Ejercicio 9 pag 99

d

9 Reduce al comin d y opera:
x+l 3  x-2 |42 P 2x-3
3 x=1 x'l’xz—l x2-1 9 2+2¢+1  x-1 =
b) 1-x 2« —7“1*5’_10 _4x+8 23+ x2 4 x
x+3 x-2 P24x-6 Parx—6 T2 (o)
2 (x+1)=(x-1)
Ejercicios 2y 3 pag 81
2 Reduce previ a comiin d dor las fracciones algebrai igui y 1
x+7 x=-2 2x+1 —x%+8x+5
x Lax x+1 xix
3 Efectia:
1, 2« __x (G0N 5x%+6
L e x X~ + 6x
-1 x+1 x-1 21 b)x*lfix =l
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e Ecuaciones con raices. °
Ejercicio 19 pag 100

19 Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) 5x+6=3+2x b)x+ 7 -3x =1
o) y2-5x+x/3=0 d) J2x+/5x -6 =4
e Bx+4 +2¢-4=0 flx—7-3x=1

g)y“xzfx—\"xolno h) Jx*+3-{3-x=0
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Ejercicios 10 y 11 pag 99

Mas ejercicios

10 Operay simplifica.

a2z w0 esn
3 5 x* =
x-3 x-1 4 x=2
11 Operay simplifica.
l)(xll-x}:]):x:l _x_l d"(”%)‘("%)'("”
1 241
b)|(l—%):‘l+%):(xl—l) W J;:l
c)(xil_xil):(xll’xil) _x_l e)(i:g-::;):(.\'13*.\'12
1
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e Ecuaciones con fracciones algebraicas. u

Ejercicio 11 pag 86

11 Resuelve las ecuaciones siguientes:

L TR - 1 4, 2(x+]) LM O
a)xo.\w} 10 b)x’3(x—2) 4 c)x’xz 4

x 2x 5 % x+3 1_26
d)x—l’.vu'l“3 ° x+2 x+3 2 f)xl =1 35
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B 3 AL GEBRA.
e Ecuaciones exponenciales.

a) 3+ -1
27

Intentamos escribir las dos partes de la ecuacién
con la misma base.

—_— 31—)(2 = i —_— 31—)( = 3—3

27 3°
Si las bases son iguales, los exponentes también.
1-x°=-3 — x’=4 —» x=#2
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b) 5x2—5x+6 -1

5x2—5x+6 == 50 = X2 _ 5X 4 6 _ 0 i

1
C) ;:+2 =64
!22 !H 222
2X+2 =64 - 2X+2 = 26 - 2X74 = 26

x-4=6 — x=10
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N 5 _3.5-2
25
X t="5"
m_.M_2 =, 3 2
5 25 5 25
25t 15t 2 | qote2 — t=2 -1
25 25 25 10 5

Finalizamos deshaciendo el cambio:

R N
5 5
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il U3 ALGEBRA____
d) 7°=10

Si no es posible escribirlos con la misma base
utilizamos logaritmos.

7°=10 — log7* =log10

Aplicamos la propiedad de la potencia del logaritmo
para “bajar” el exponente.

_log10
og7

x-log7=1log10 — X ~118
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g) 9)( +3X+1 = 4

t=3
3*4+3-4 — @) @ 3-4 ——

t2+3t=4 —» t243t-4=0 —»

Finalizamos deshaciendo el cambio:

t=-4 123", 3*=_4 Sinsolucién.

t=23"
t=1 —» 3¥=1 —» x=0
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Pagina 85
Hazlo tu.

a) S6—x3= 1 b)7x1le—|5=l

125

7 Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) 23% = 0,53+ 2 b)34-== 3
=1 2
<) = 186 d)7*** = 5764801
zxvl
8 Resuelve:

sz'l
o =3125 d) 5% = 0,2%-¢

25x02
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Pagina 85
Hazlo tu. 8 Resuelve:

a)3*+3**2=30

3 +3"1=36
b5 tesreseta 3

Pagina 101

33 Resuelve las ecuaciones siguientes mediante un cambio de variable:

b)3x_3x—1’3x—1_2] 03-3%=

2)2%-5.244=0 728
27
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pl U3 ALGEBRA
e) 2 +2¢1=12
Primero usamos las propiedades de las potencias:
24 +2°.2=12
Luego usamos un cambio de variable: t =2*
t+2t=12 — 3t=12 — t=4
Finalizamos deshaciendo el cambio:

t=4 t:—2X> =4 —» x=2
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e Ecuaciones Iogaritmicas.
a) log(x+1)=log2x—log3

Intentamos escribir un solo logaritmo en cada
miembro de la ecuacion.
Para ello usamos las propiedades.

Iog(x+1)=|og% -re x+1=% —p

3X+3=2_X — 3Xx+3=2x —» )><3

3 3
Comprobamos que todos los logaritmos se pueden
calcular.
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b) 2log; x +logs 3 =log; 27

logs x? +logs 3 =log; 27 —> log, 3x* =log; 27

x=3

<

Comprobamos que todos los logaritmos se pueden
calcular.

— 3x2=27 — x2=9 —
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3.5. RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES.

e Sistemas lineales.

x+2y=5 x*+y? =25
2x-y=3 x+y=7

e Sistemas no lineales.

Método de igualacion.

Método de reduccion.

Método de substitucion.
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c) 5-log,x=2+log, 50

Si tenemos logaritmos y términos independientes
los separamos en los dos miembros.

5-2=log,50+log,x — 3=Ilog,50x

-
Ej 37, 38 y 39 Pagina 101
37 Resuelve.

%, =D X1 =5 y =3 Aol S,
)iy 5 : SR y 6 |No tiene solucion.
FREN - - 2x+3y=2

38 Resuelve por sustitucion:
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2 {x:y:}(v) b {.\'+_)r1:2 9 I(.\‘l+1))’l:5 d)J'\.Z_J,z:S
Usamos la definicién de logaritmo. e = [4x-y=0 [0=6
" P "1=4’}'1=_24 sty =i X}Z%JFZ n=2x=3
o
3 =2, S = »==2 %=-3
= —> — —> =— = 2 s )2
2 50x 8 =50x . 50 25 39 Resuelve por reduccion: .
=DNE= v o =
Comprobamos que todos los logaritmos se pueden 2 5,2 . 2epey=2 S
p q g p ) |37 -97=30 m=Snes| 1) S T4 el o B
calcular. x2_22=7  |@=5y3=-3 Poypogy=-1 L
: s g 4 |me—ais=
4= =2 P4 = = ol
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Y U3 ALGEBRA. - U3 ALGEBRA.
Pagina 86 Ej 40, 41 y 42 Pagina 101
agina
40 Resuelve los siguientes sistemas:
Hazlo ti. Resuelve: X x=7 n=4
e T TV T TR RO B [2e=1,0¢3 5 (rEEEmE b [¥+72=65 |
/4 5 g5 c)zinx=in * ) 1 x+1  y+l e et b) V=28 ==
‘x(.\-— 2)=y(1-y) b = ' im si=ch yi=sT
R ) " =3y -
14 Ive las ec g S J»\"+,)’“—‘.\--7w1<)—() x2'=3, y;ﬂ & |6+ D~ )= 7 =S
- z e I SN = - e — 4y = =—4, y=-3
©) 2 logx~ log (x + 6) = 3 log 2 d) 4 log, (2 + 1) = log, 625 [¥2 -y =5x+5y+2=0 ;c; 225:14 3x-4y=0 n=—4 5
41 Resuelve.
25 . ) Bles D erv=12
Paglna 101 5 J.)'“—Z'lwl-.\ R b) V3 +y) +x=12 GG el
: I‘/.\w)‘_g b 2x—y=6
35 Halla la solucién de las siguientes ecuaciones:
2) log'x = Log 9 + log 2 o llog (s+1) = log3 42 Resuelve por sustitucion.
2 l'\'_‘_l b) x+y=5 % =2 y=3
b)lnx=2In10 d)%lagz,w:—} ]2\+2|_(’ syl log x +log y=1log 6 1% =3, y=2

| UNID03 | MATEMATICAS APLICADAS A LAS CC.SS | PROFESOR: PABLO TRASHORRAS

Y U3, ALGEBRA.

UNIDAD 3. ALGEBRA.

3.1 Igualdades en algebra

3.2 Factorizacién de polinomios

3.3 Fracciones algebraicas

3.4 Resolucion de ecuaciones

3.5 Resolucion de sistemas de ecuaciones

3.6 Método de Gauss para sistemas lineales

3.7 Inecuaciones y sistemas de inecuaciones con una
incognita

3.8 Inecuaciones lineales con dos incégnitas

| UNID 03 | MATEMATICAS APLICADAS A LAS CC.SS | PROFESOR: PABLO TRASHORRAS

B 3 AL GEBRA.

UNIDAD 3. ALGEBRA.

3.1 Igualdades en algebra

3.2 Factorizacion de polinomios
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3.4 Resolucion de ecuaciones

3.5 Resolucion de sistemas de ecuaciones
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3.7. INECUACIONES Y SISTEMAS DE INECUACIONES CON UNA

INCOGNITA.

e Inecuaciones de primer grado con una incégnita.

U3 ALGEBRA.

Ejercicios
Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones y calcula los
vértices de la regién solucion:

" U3 ALGEBRA.
3.8. INECUACIONES LINEALES CON DOS INCOGNITAS

e Inecuaciones con dos incdgnitas.
Pag 94

1 Resuelve:

a) 3x+2y26

2 Resuelve:

bjx—y+120 a) x<-2

e Sistemas de inecuaciones con dos incégnitas.

Pag 95

B Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones:

[3x+2y26
a)

; l i I))[\'y\wb l.\z.‘ Q
x—y+l2

[-2x+3y212

I.\+71~|| ’\umn =
e) {—x+2y210 f) {-x+2y<10 y
e =
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b)y>1

45 Resuelve las siguientes inecuaciones: pag 102 y+ 2x<3
a) 2x—3<x-1 b)MgM 2y >3x [X_yz
2 3 a) - w c) 0< y< w
) -3x-2<5-% d)3X x5 X2-2 e e
35 2 5 y<3 2x+y <10
e Inecuaciones de segundo grado.
° -1<x-3y<3
47 Resuelve. ag 102
csucl\u pag e X+y<2
a) x“—2x+320 b)5-x<0 b) 5
Q) x2+3x>0 d)-x2+6x-5<0 x20 w
e)xt—T7x+6<0 f)x2=7x+6>0 yZO
| UNID 03 | MATEMATICAS APLICADAS A LAS CC.SS | PROFESOR: PABLO TRASHORRAS | UNID03 | MATEMATICAS APLICADAS A LAS CC.SS | PROFESOR: PABLO TRASHORRAS
i U3 ALGEBRA. i U3 ALGEBRA.
e Sistemas de inecuaciones con una incégnita. u UNIDAD 3. ALGEBRA.
3.1 Igualdades en algebra
46 Resuclve los siguientes sistemas de inecuaciones:  pag 102 o ) )
) [4x—3<1 ) [ 3.2 Factorizacién de polinomios
|x+6>2 |5-x<1 3.3 Fracciones algebraicas
3 [5-x<-12 2x-3>0 3.4 Resolucién de ecuaciones
ll6—2x<3,\'—3 5x+1<0 B . .
3.5 Resolucion de sistemas de ecuaciones
48 Resuelve estos sistemas:  Pag 102 3.6 Método de Gauss para sistemas lineales
) [x2+2¢515 b [sx-x?24 3.7 Inecuaciones y sistemas de inecuaciones con una
a
13—2.\'<7 15x—1<4x+2 incognita
3.8 Inecuaciones lineales con dos incégnitas
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" U3 Al GEBRA. " U3 Al GEBRA.
UNIDAD 3. ALGEBRA. 3.6. METODO DE GAUSS PARA SISTEMAS LINEALES.
3.1 Igualdades en algebra o Sistemas escalonados.
3.2 Factorizacion de polinomios
3.3 Fracciones algebraicas 33X — 2y +z2=2
3.4 Resolucion de ecuaciones
-y+3z=7
3.5 Resolucién de sistemas de ecuaciones 4 1 2
\ i . Z=
3.6 Método de Gauss para sistemas lineales
3.7 Inecuaciones y sistemas de inecuaciones con una ) L
L En un sistema escalonado cada ecuaciéon tiene una
incognita
= = R incognita menos que la anterior.
3.8 Inecuaciones lineales con dos incégnitas
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U3. ALGEBRA.

Un sistema escalonado es muy sencillo de resolver.

3x-2y+z=2 —> 3x-4+3=2 — 3x=3 — Xx=1
-y+3z=7 — -y+9=7 — y=2
4z2=12 — z=3

e Empezamos despejando en la ecuacién que tiene una
incégnita.
e Luego despejamos en la ecuacion que tiene dos.

e Terminamos con la ecuacion con tres incognitas.
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" U3 AL GEBRA.

Ejercicios 5y 6 Pagina 91

Pagina 89
8 Intenta resolver por el método de Gauss:
1R como lonados y Iy

- -7 3xedy =0 3x &y y =4 J X+ y+z=-2 J X+ y+z=-2
a){2x-3y =8 b) 2y =-6 D] S5y =20 d)ix -z=11 )4 x=2y-2=3 b){ x=2y-2=3

3x+ y-2z=12 Sx+ y-z=17 2x+ y-z=-2 y-z=7 l ’ l o
2x— y =0 2x— y =1

2 Resuelve los sigui i lonad 6 Resuelve:
y ==5 x+2y-z=-3 x-5y+3z=8 4x+ y-z=7 x + z=3 x o 3
a) 2z=8 b)i3x+ y =-5 © 3y- z=5 d) 2y =8 p
3x =3 5y =-10 4z=4 3x -9 a) 12x—y+4z=8 b) 12x— y+ 42=8
x+y— z=2 l x+y— z=1
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'. U3 _ALGEBRA. '_ U3_ALGEBRA.
e Tipos de sistemas segun el namero de soluciones.
Método de
— X+y+2=6 . . .
[x +y+2=6 Gauss y - Sistema compatible determinado:
2x_y_zz_3 _ 3y+3Z:15
Una Unica solucion para cada incognita.
13x+2y+z:10 1 -3z=-9

El método de Gauss busca realizar una serie de
transformaciones en un sistema hasta convertirlo en un
sistema escalonado que tiene las mismas soluciones que

el inicial.
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- Sistema compatible indeterminado:

Infinitas soluciones.

- Sistema incompatible:
Sin solucion.

BAC | UNID03 | MATEMATICAS APLICADAS A LAS CC.SS | PROFESOR: PABLO TRASHORRAS

'_ ¥ U3 AL GEBRA.

Ejemplo 1

X+Yy+2=6 11 1] 86 _
2x~y~z:73 2 1 -1/-3 M-atnzdel
3x+2y+z=10 3 2 1 |q0) Sotm
11 1]6) F 11 116 F

21 -1]-3/ %% _lo 3 3|15 =,

3 2 1 |10) %R, 01 218 Fp-3F,

171 116 X+y+z=6 —» X+2+3=6—>x=1
0 3 3|15 — ¢ 3y+3z=15 — 3y+9=15—y=2
0 0 -31/-9 -3z=-9 — z=3
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'_ U3. ALGEBRA.

Ejercicio 44 Pagina 101

44 Resuelve aplicando el método de Gauss:

x—y =1 X+2y+ 3

a) 12x+ 6y—5z=—4 b){ x-2y+ 52=5
x+ y— 2z=0 S5x-2y+17z=1

X+ y+3z=2 2x— y— z=2

)] 2x+3y+4z=1 d){ 3x-2y-2z=2

—2x— y—-8z=-7 —Sx+3y+5z=-1
X+ y+ z=3 -2x+ y+z=1
e)1—x+2y+ z=5 f) ] 3x+2y-2=0
x+4y+3z=1 X +4y+z=2
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'. U3. ALGEBRA.

Ejercicios 3 y 4 Pagina 90

3 Resuelve por el método de Gauss:

X+y+z=2 2x+ 3y =14
a) x—y+2=6 b){ x-2y+2=-3
x—y-2=0 2x— y—-2=9

4 Resuelve:

5x -4y +3z=9 2x -5y +4z=-1
a) {2x+ y-2z= b) {4x -5y + 42=3
4x + 3y + 4z=1 5x -3z=13
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'_ U3. ALGEBRA.
Pagina 103

67 Lasuma de las edades, en el momento actual, de tres her-
manos es de 15 afnos. Dentro de un ano, la edad del menor
serd la mitad que la edad del mediano. Hace 2 anos, la
edad del mayor era el doble que la del mediano. Halla las

edades de los tres hermanos.

68 En una caja registradora encontramos billetes de 50 €,
100 € y 200 €, siendo el nimero total de billetes igual
a 21, y la cantidad rotal de dinero de 1800 €. Sabiendo
que el nimero de billetes de 50 € es el quintuple de los de
200 €, calcula el nimero de billetes de cada clase.

69 En una funcién de teatro se recaudan 5200 €, vendién-
dose 200 entradas de tres precios distintos: 30 €, 25 € y
10 €. Sabiendo que el nimero de localidades mds eco-
némicas suponen un 25% del nimero de localidades de
25 €, calcula el nimero de localidades de cada tipo.
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UNIDAD 4. FUNCIONES.

MATEMATICAS APLICADAS A LAS CC.SS. 1° BAC
PROFESOR: PABLO TRASHORRAS

-
4.2 DOMINIO Y RECORRIDO.

e Dominio de una funcién.
Supongamos que tenemos la funcién: f(x)= 52x7—3‘|
X< —3x
51-1 i B
1?-3.1 -2
5(-2-1 -1
(-2f-3.(-2) 10
La imagen del 0 sera: f(0):= ﬁ =1 Noexiste
0°-3.0 O

La imagen del 1 sera: (1) =

La imagen del -2 sera: f(-2) =

Llamamos dominio de una funcion (Dom) al conjunto de valores
de x que tienen imagen.
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= U4 FUNCIONES.

4.1 Definicién de funcion.

4.2 Dominio y recorrido.

4.3 Funciones lineales.

4.4 Funciones cuadraticas.

4.5 Funcion de proporcionalidad inversa.
4.6 Funcion raiz.

4.7 Funciones exponenciales.

4.8 Funciones logaritmicas.

4.9 Funciones trigonométricas.
4.10 Funciones definidas a trozos.
4.11 Funcioén valor absoluto.

4.12 Composicion de funciones.

4.13 Funcién inversa o reciproca.
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B 4 FUNCIONES.

Existen tres tipos de funciones que presentan “problemas” a la hora

de estudiar su dominio.

- Las fracciones.

5x -1 Un punto tendra imagen si el

f00=3 _
X" —9X denominador no se anula.

- Las raices de indice par.

g(x)=+3x-5

Un punto tendra imagen si el

radicando es mayor o igual a cero.
- Los logaritmos.

Un nto tendrd imagen si el
h(x) = log, (6x°® - 1) P magen
argumento es mayor que cero.
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-
4.1 DEFINICION DE FUNCION.

e Una funcion es una correspondencia mediante la cual a cada

valor de la variable dependiente x se le asocia un Unico valor f(x).
e Una funcién puede venir dada de las siguientes formas:

- Mediante su expresion analitica.

f(x)=x2-5x  g(x)=log(3x —1) y

N

1-x
- Mediante su grafica.
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T
Ejercicio 2 pag 111

2 Halla el dominio de definicién de las siguientes funciones:

a)y= V2 -1 b)y= Jx—1

Qy= JI-x d)y= V4 —x2

|x% -4 f)y= 1/yx2 -1

] =
yx -1 : Jyl=-x
i) y=5 : S i 5
V4 —x° VX

e y="1

gy=

k) y=x>-2¢+3 D) y=
m)y=— n)y=
n) y= — 0)y=—

8 x“+4 : x’+1

p) Eldrea de un circulo de radio variable, 7, es A = nr2.
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= U4 FUNCIONES.

4.1 Definicién de funcion.

4.2 Dominio y recorrido.

4.3 Funciones lineales.

4.4 Funciones cuadraticas.

4.5 Funcion de proporcionalidad inversa.
4.6 Funcién raiz.

4.7 Funciones exponenciales.

4.8 Funciones logaritmicas.

4.9 Funciones trigonométricas.
4.10 Funciones definidas a trozos.
4.11 Funcioén valor absoluto.

4.12 Composicion de funciones.

4.13 Funcién inversa o reciproca.
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B 4 FUNCIONES.

Si tenemos la grafica de la funcién, también podemos calcular el
dominio.

Ejemplos:

Dom ;IR - !{- 22} Dom = [-35]
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BN U4 FUNCIONES.

e Recorrido (o rango) de una funcién.

Llamamos recorrido o rango de una funcion (Ran) al conjunto

formado por todas las imagenes de la funcién.

Veremos cémo calcularlo sobre la grafica de una funcion.

" U4 FUNCIONES.

Ejemplos:

Calcula las ecuaciones de las

siguientes rectas:

Recta a
A=(04) 5-4 1
F M= ——=—
B= (2,5) 2-0 2
A=(04) |
il
1 [ y=4+-(x-0) — y=—x+4
m=— 2
2
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" U4 FUNCIONES. " U4 FUNCIONES.
4.1 Definicién de funcion. 4.1 Definicion de funcion.
4.2 Dominio y recorrido. 4.2 Dominio y recorrido.
4.3 Funciones lineales. 4.3 Funciones lineales.
4.4 Funciones cuadraticas. 4.4 Funciones cuadraticas.
4.5 Funcion de proporcionalidad inversa. 4.5 Funcion de proporcionalidad inversa.
4.6 Funcion raiz. 4.6 Funcion raiz.
4.7 Funciones exponenciales. 4.7 Funciones exponenciales.
4.8 Funciones logaritmicas. 4.8 Funciones logaritmicas.
4.9 Funciones trigonométricas. 4.9 Funciones trigonométricas.
4.10 Funciones definidas a trozos. 4.10 Funciones definidas a trozos.
4.11 Funcioén valor absoluto. 4.11 Funcion valor absoluto.
4.12 Composicion de funciones. 4.12 Composicion de funciones.
4.13 Funcién inversa o reciproca. 4.13 Funcién inversa o reciproca.
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™ U4 FUNCIONES. - U4 FUNCIONES.
4.3 FUNCIONES LINEALES. 4.10 FUNCIONES A TROZOS. 1 si x<0
o ; f(x) = 1 si O<x<1
Una funcion lineal sera de la forma: L I x
x2_2x si 1<x
e m — pendiente A
f(x)=mx+n m,nelR
e n —» ordenadaen 3
el origen
5 2
Su grafica es una recta. Para representarla usamos una tabla de
valores. J C
Ejemplo:
— Dom=IR -4 -3 -2 -1 0 1 3 4 5
f(x)=4x-5 x|y T
0 -5 . Ran=IR -1
3 3
-2
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" U4 FUNCIONES. " U4 FUNCIONES.
e Pendiente de una recta conocidos dos puntos por los que pasa. Ejercicios 21y 22 pag 130
Dados dos puntos A(x,, ¥,) y B(x,, ¥,) 21 Representa.
de una recta, la pendiente se puede B(Xz¥,) I x2 s x<2 l x—1 sixs-l Solucién a
calcular: v, ) y=1-x+6 si 2sx<7 b)y= ‘3'\. 2 sl =lex<l Solucién b
‘5 si x27 x-1 si xz21
5 Solucién c
m:u L s ,_Il“ si x<0 " _l"“ x si x<0
Xo — Xy | Pt e ‘”_],‘? si x20 . -1'| Jx si x>0

e Ecuacion de una recta conocido un punto y su pendiente.

Si A(x,, ¥,) s un punto de una recta y m es la pendiente de la
misma, la ecuacion de dicha recta sera:

y=Yo+m-(x=Xo)

[@ioee]
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BN U4 FUNCIONES.

4.1 Definicién de funcion.

4.2 Dominio y recorrido.

4.3 Funciones lineales.

4.4 Funciones cuadraticas.

4.5 Funcién de proporcionalidad inversa.
4.6 Funcion raiz.

4.7 Funciones exponenciales.

4.8 Funciones logaritmicas.

4.9 Funciones trigonométricas.
4.10 Funciones definidas a trozos.
4.11 Funcioén valor absoluto.

4.12 Composicion de funciones.

4.13 Funcioén inversa o reciproca.
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" U4 FUNCIONES.
Ejemplos:

Dadas las funciones f y g: f(x)= x2_x ag(x)= i1 Calcula:
X +

a) gof b) fog c) fof d) gog

a) (9o )x) = df(x)] = glx> —1]- ?2%

4 }_[ 4 ]2* 47 _12-4x
x+1] (x+1 x+1  (x+17

o) (1 g)e) = atcll |

c) (fo f)x) = f[f(x)] = f[x2 ~x] = (@=xF - (T%) = x* - 2x° + x

9 (g-l) ~dlo] g 4. |- A -4
X+ . X+

X+1
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x
4.11 FUNCION VALOR ABSOLUTO.
Se llama funcién valor absoluto a la siguiente:
X Ssix>0

-X six<0

El valor absoluto de una funcién seria:

y = | f)

f(x)  sif(x) 20
f(X =i
e f(x)  sif(x) <0
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B U4 FUNCIONES.

Ejercicios 1y 2 pag 136

1 Si flx) =x2—5x+3 y g(x) = x2, obtén las expresiones de

flg)] y glAl.

Halla f[g(4)] y gl f14)].
2 Si flx) = yx y glx) =x+ 4, obtén las expresiones de fo g,
gf ffyg-&

Halla el valor de estas funcionesen x=0 y x=5.
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" U4 FUNCIONES.

4.1 Definicién de funcion.

4.2 Dominio y recorrido.

4.3 Funciones lineales.

4.4 Funciones cuadraticas.

4.5 Funcién de proporcionalidad inversa.
4.6 Funcion raiz.

4.7 Funciones exponenciales.

4.8 Funciones logaritmicas.

4.9 Funciones trigonométricas.
4.10 Funciones definidas a trozos.
4.11 Funcioén valor absoluto.

4.12 Composicion de funciones.

4.13 Funcioén inversa o reciproca.
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" U4 FUNCIONES.

4.1 Definicion de funcién.

4.2 Dominio y recorrido.

4.3 Funciones lineales.

4.4 Funciones cuadraticas.

4.5 Funcion de proporcionalidad inversa.
4.6 Funcion raiz.

4.7 Funciones exponenciales.

4.8 Funciones logaritmicas.

4.9 Funciones trigonométricas.
4.10 Funciones definidas a trozos.
4.11 Funcion valor absoluto.

4.12 Composicion de funciones.

4.13 Funcion inversa o reciproca.
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4.12 COMPOSICION DE FUNCIONES.
Supongamos que tenemos dos funciones:

f(x)=x2-5x
g0 =x
f(x) , 9(x)

X — o x?-5x _— ", x?-5x

La funcién que resulta después de aplicar las dos funciones anteriores

se llama funcién compuesta de fy g. Se representa: gof

En nuestro caso: (gef)x)=vx? -5x
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4.13 FUNCION INVERSA O RECIPROCA.

Observa qué ocurre cuando componemos estas dos funciones:

. 1+ X
f0) = x—1 Q(X)*T

B Cd1x] 1 1
(f g)(X)—f[Q(X)]—f_ . }—1”_1—74
X X
1 X
[ 1 1+j x-1
(9:1)x) =glf(x)] - g }_ x4 _x_1_y
FEIRE N
e=1 x -1
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'i ¥ U4 FUNCIONES.

En este caso diremos que la funcidn g(x) es la inversa (o

reciproca) de f(x) y la representamos por f'(x)

e ;Como calcular la inversa de f(x)?

f(x)=3x-1 — y=3x-1

Despejamos x:

y+1=X

y=3&-1— y+1=3x — =D

La funcién inversa de f(x) sera:
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gl U4 FUNCIONES
Ejercicios 10 y 12 pag 150

10 Halla la funcién inversa de las siguientes funciones:
a) y=3x-2 b)y= x+3

©) y=y2x+l d)y=1+2*

e) y=2+logyx f)y=4- x?

(3]

12 Comprucba si cada par de funciones son una inversa de la

otra. Para ello calcula fo f~! o bien f~'of:
D) fl) = s S = -2
mﬂ@=ﬁ§:§fﬂﬂ=£%l

o) flx) = 1+ log, %; Fl) =321
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Limites de funciones.
Continuidad

5

Pablo Trashorras de la Fuente
IES Afonso X O Sabio (Cambre)

Limites de funciones. Continuidad.

E"{I Limite de una funcién en un punto. Limite en el nﬁrﬁbi]

52 Idea gréfica de los limites de funciones.
5.3 Céleulo de limites.

54 Indeterminaciones.

55 Continuidad de una funcién en un punto.

56 Asintotas.

Pablo Trashorras = IES Afonso X O Sabio (Cambre) [EIOSE)

5 Limites de funciones. Continuidad.

5] Limite de una funcién en un punto. Limite en el infinito.
@Q Idea grafica de los limites de ﬁumiam]
53 Céleulo de limites.

54 Indeterminaciones.
5.5 Continuidad de una funcién en un punto.

56 Asintotas.

Pablo Trashorras = IES Afonso X O Sabio (Cambre) [EIOS0)

5 Limites de funciones. Continuidad.
82 Idea gréfica de los limites de funciones.

e |imite cuando x tiende a «.

o p— Alim f(x)

X0

5

Limites de funciones. Continuidad.

Limite cuando x tiende a -,

lim f(x) =2

X—>—0

=

Pablo Trashorras - 1ES Afonso X O Sabio (Cambre) [0S0

Limites de funciones. Continuidad.

Limit ndo x tiende a un punto.

Limite por la izquierda.

lim f(x)=2

x—>4"

=

LT

Iin317 f(x) =0 Iin217 f(x) = —0

- =

Pablo Trashorras - IES Afonso X O Sabio (Cambre) [EYOSE

Limites de funciones. Continuidad.

Limite cuando x tiende a un punto.
Limite por la derecha.

5 o,

im £() =2 lim £ =0 lim £(x)= =

Pablo Trashorras - 1ES Afonso X O Sabio (Cambre) [0S0

Pablo Trashorras = IES Afonso X O Sabio (Cambre) [EIOSE)

5

Limites de funciones. Continuidad.

Limite cuando x tiende a un punto.

Para que exista limite de una funcién en un punto, el limite
por la derecha y el limite por la izquierda tienen que ser
finitos y coincidir

lim f(x)=2

x—>-1"

Iimr f(x)=2

j\ No hay limite

IES Afonso X O Sabio (Cambre) [EOSE)

lim f(x)=2

x—>—1

Pablo Trashorras -




5 Limites de funciones. Continuidad.

Ejercicios 5 y 6 pag 177

8 Sobre la grifica de la siguiente funcién f(x), halla:

a) /l»l‘ flv) b)

//m" [l 9] /1'»{’ flx)

d) lim flx) e) lim flx) £) lim_ flx)

6 Relaciona cada una de estas expresiones con su grifica co-
rrespondiente:

a) //w‘ﬂv\‘) =2 ] /lm flx) no existe
bk

©) o) @
4 — 4
2 * 2 /

/] zn\ 23%

Pablo Trashorras - IES Alonso X O Sabio (Cambre) OS50

5 Limites de funciones. Continuidad.

b) //'l.)l‘f],\’) =4

Ejercicios

Describe con limites las siguientes ramas:

Representa una curva que cumpla las seis condiciones siguientes:

1 ‘(x) =4 1 (x) == 1y (x) = —
im | f) =4 g _l,myj(\) ‘_/'myj(\)

lim_f(x) =—oo lim_f(x) = lim  f(x
v\z)é‘_/(\) V\/ﬂngv/(\) im f()

no existe

Pablo Trashorras = IES Afonso X O Sabio (Cambre)

5 Limites de funciones. Continuidad.

5] Limite de una funcién en un punto. Limite en el infinito.

52 Idea grdfica de los limites de funciones.

54 Indeterminaciones.

5.5 Continuidad de una funcién en un punto.

56 Asintotas.

Pablo Trashorras - IES Afonso X O Sabio (Cambre) [

5 Limites de funciones. Continuidad.

53 Céleulo de limites.

e limite cuando x tiende a un punto

En principio lo que haremos serd sustituir x por dicho valor

o) lim{x?-Bx+1) =9-15+1 = -5
X—>

X +2 2
b) 13(3,(2 2J=-2 =-1

o) lim(2x® - 4xJ* =30° - 900

Pablo Trashorras = IES Afonso X O Sabio (Cambre) )

Limites de funciones. Continuidad.

e lim M s Indeterminacion
x>-2| 2x+ 4 0
2
D lim ¥ —Zx+l) 0 Indeterminacion
x> 3x-3 0

Ejercicio.
Resuelve los siguientes limites.

3 2
b) “m[x +2x +1] & lim(é;(—lZ)
x>0 -5x x-2\ X° — 2%

Pablo Trashorras - IES Afonso X O Sabio (Cambre) [E0S

5 Limites de funciones. Continuidad.

o Limit n

) Liinl(x2 —3xf7

x tien © 0Q-®™

Q) Iim(x2 —3x+2) =limx? =

X0 X—30

b) lim (3x2 +5x+2) = lim 3x%® = o

X——0 X——0

o |im(—5x3 +x—8)= |im(—5x3)=—

X—0 X—>0

lim (— 4x5) =

X—y=c0

d) lim (- 4x° +3x?) =

X——c0

Pablo Trashorras - IES Afonso X O Sabio (Cambre) [EOSE)

5 Limites de funciones. Continuidad.
Z_2x+1
e fim| 2B E] @ PG
A P A = Indeterminacion
e xli)r_nw[z;%) = % Indeterminacion
Ejercicio.

Resuelve los siguientes limites.

a lim (—7x3 +x—1)

X——c0 X

b) Iim[_—;}x2 -5x + 4)

Pablo Trashorras = IES Afonso X O Sabio (Cambre) [E9)

5 Limites de funciones. Continuidad.

B Llimite de una funcién en un punto. Limite en el infinito.

52 Idea gréfica de los limites de funciones.

5.3 Céleulo de limites.

5.5 Continuidad de una funcién en un punto.

56 Asintotas.

Pablo Trashorras - IES Afonso X O Sabio (Cambre) [E0EE)




5 Limites de funciones. Continuidad.

54 Indeterminaciones.
e |ndeterminacién 0
0

Se resuelve factorizando y simplificando:

2x-6 . 2x3) 2 2
| =| =lim= =2
9 T ax  ietem] I 5
4x+ 4 (x+ 2)2’ X+2
b) lim X" — lim _ _
) x|—>rP2 x2 —_ 4 x—-2 (WXX 2) XI—TZ X—2 0
2x* -50 2(x+5)x~5) 2(x+5)
lim = = lim ———— =
o xI—>5X -6x+5 x|—>né (x~B)Yx-1) >I<L5 x—1 ¢
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5 Limites de funciones. Continuidad.

Ejercicio.

Resuelve los siguientes limites.

D lim X2y bl x=1 g
o1 x® —2x% +1 x—»l(%IXx —x-1) x1x*—x-1
b I -5x+6 i (x~3)\x-2) _ im_X-2 _ 1
x-3 3x2—27 x—>33(>9/3Xx+3) x>33(x+3) 18
2 - 2
9 i X -4x*+8 (M?Xx 2x — 4) lim X _2x—4

x2 X2 — 4x + 4 x—>2

(x ZY B xl—>n; X - 2
-4 o
= o Indeterminacion
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5 Limites de funciones. Continuidad.

o Indeterminacion @

0
Se resuelve calculando los limites laterales:

x*-2x-4 -
mi

O) Ilmx 2X—4 __4 x—2 X—Z 0
x—2 x—2 O hmx —2X—4=;4_ o
x—2* X—Z 0 B
2x+3 5
|m =— =00
b) lim 2X*3 5 or (x-1f 0
Hl(x (x-1f 2x+3 5

m-——=—=
x1 (x—1¢ 0
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5 Limites de funciones. Continuidad.

Ejercicios 13 y 15 pag 178.

13 Calcula los siguientes limites:

2%+ 3x lim X*2 £) limX=x=2
Ving o VTR 9Mmany ) s
o 521 X+l Ii x+3 h) sl
by 4 fom B e i) P

18 Calcula los siguientes limites y representa los resultados
que obtengas:

2_3,.
a) 1,',,,)(7—\76 b) lim X =3x+2
x—3 —3x y-l xe=2x+1
5
c) lim 3_2X d) lim L
x=0 x7 + x* x—=-1x2 4+ 2x+1
4
e) lim*—= f) ltmx—78
x—-1 x—1 _4x+4

Pablo Trashorras = IES Afonso X O Sabio (Cambre) - )

5 Limites de funciones. Continuidad.

e Indeterminacion
+ o0

Se resuelve comparando los grados:

a)Si los grados son iguales dividimos los coeficientes

principales.

|.m3275x im0 3

xow 2x2 —2x+1  xow 2y 2

i X =54 A -1

-3x%+1

X——c0

xo>-o —3yf 3
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5 Limites de funciones. Continuidad.

b) Si el grado del denominador es mayor, el limite es O.

lim 7x+2 = lim lim T 0
X—>0 3X -2x+5 x>0 3 x’lf‘) _x%w 3x _; -
2 2

-x“+1 =X -1
lim = lim =lim_—-="=0
xre 2+ X+2 x>0 2 xoe2x | e

o) Si el grado del numerador es mayor el limite es © o =

iy X DL, e % i ®
X—>0 3X +x—-7 x—>w3x2 x—>w 3 B
i 7‘2" I -xt L
X—— w5x —4x+1 x> x3 x>0 B

5 Limites de funciones. Continuidad.

Ejercicio.

Resuelve los siguientes limites.

. Bx —4x+1
a) lim —
x>-o  6x° —bx

. —7x3+5x°
b) lim ————
xT:o 2x +1
2
o lim X +X

Pablo Trashorras -

IES Afonso X O Sabio (Cambre)

5 Limites de funciones. Continuidad.

Ejercicios 19, 20 y 21 pag 178.

19 Calcula estos limites y representa las ramas que obtengas:

a) lim 3 - b) lim 71“'—_ e) lim 2x ’,‘] f) lim x"+5

Ry Ry Jim == SRy e
5 ol o S . 0 N g 2-3 i 3=2c
<) lim - d) lim_ G- 2 ‘/I'lil_ e h) \/m/ 5=

20 Calcula el limite de todas las funciones del ejercicio ante-
rior cuando x — —co.

21 Calcula el limite cuando x — +eo y cuando x — —oo
y representa los resultados.
2 fi) = = b) £ = (N.%;\-;‘):
) fl) = —1 - d) flx) = %
) = -
9 fid =33 1\ =5 1\4;)

g flx) = h) flx) = 3x2-7x+2

2x2+4x -9

Pablo Trashorras - IES Afonso X O Sabio (Cambre)




5 Limites de funciones. Continuidad.

e |ndeterminacion 17
Son limites que estén relacionados con el ndmero e.

Para resolverlos utilizaremos la siguiente igualdad:

lim (base—1}exp
. ex
lim(base ) = e~
x—a
2 % fifm x2-1 LS i x2-1  x2+2x X
lim x° -1 _ o x2a2x )& e x242x P42x )4 _
> =e =e =
x>0l X 42X
—2x-1) x - (—2x®-x
I|m( ]— lim [j—) -2 -1
= e x°+2x) 4 oo Ax5+8x ) _ et =eg2

Pablo Trashorras -

IES Afonso X O Sabio (Cambre) [EDS0)

5 Limites de funciones. Continuidad.

Ejercicio.

Resuelve los siguientes limites.

3
a) lim (2~x—1]

X—»00 x+1

1
- {3x—2 jﬁ
x—2\ X+2

b) li
o) lim [4x+3)7+1

x—>-1

Pablo Trashorras = IES Afonso X O Sabio (Cambre)

5 Limites de funciones. Continuidad.
i

e |ndetermin n funciones irracionales.
o x?2-3x+1
a) lim — =
x>0 { 9x° + Bx
: v4x +2><+ 4x2 +2x+1 4>< +2x+1
b) lim
X o X » x+1 X +2X+1
=V4 =2
. —1 16x —8x +1
o) ||m = lim x
x"”’qix 4o, X—>—o0 X +2 X +2

=

Pablo Trashorras -

IES Afonso X O Sabio (Cambre) [EDS0)

5 Limites de funciones. Continuidad.

Ejercicio 34 pag 179.

34 Calcula los siguientes limites:

b) lm ===
WL

d) ‘/I:lilw 3x

Pablo Trashorras -

IES Afonso X O Sabio (Cambre)

5 Limites de funciones. Continuidad.

D imX¥x _0

x-1 x—1 0

Multiplicaremos por el conjugado tanto en el numerador

como en el denominador

- (x— Vx)- o xz—(&)’ e X% —x
i =i _!:Lnl(x—l)-(x+x/;)7’I‘IT1(X*1)'(X+\/;)
- x-(xA1) N X 1

!:Knu(x/l) X + /% 7L|T1x+«/; "B

Pablo Trashorras = IES Afonso X O Sabio (Cambre)

5 Limites de funciones. Continuidad.

ol x —Vl=-x
.

0
=5 IND

R

x~>0 X -

N Ve s O R o
w0 (Tix VT x) b x-(VTrx+v1-x)

= lim 2x
x50 % . (\/1+ X +1- x)

nN

. 2
=lm— =% _
x50 14+ x +4/1-x 2

Pablo Trashorras - IES Afonso X O Sabio (Cambre) [EOSE)

5 Limites de funciones. Continuidad.

Ejercicio.

Caleula los siguientes limites de funciones irracionales.

o) g2 D lim I%=3
x->3 xX-—3 x->9 9-x
o 1-\x-2 . 2—-+x-2
b) Jm =23 9 = %
— 27
1) |im3 K 7

Pablo Trashorras -

IES Afonso X O Sabio (Cambre)

5 Limites de funciones. Continuidad.

B Llimite de una funcién en un punto. Limite en el infinito.
52 Idea gréfica de los limites de funciones.

5.3 Céleulo de limites.

54 Indeterminaciones.

56 Asintotas.

Pablo Trashorras - IES Afonso X O Sabio (Cambre) [E0EE)




5 Limites de funciones. Continuidad.

55 Continuidad de una funcién en un punto.

Observa las siguientes gréficas de funciones.

v v

/
/I /

¥;

Disc. evitable Disc. de salto finito Disc. de salto infinito

Al dibujar sus gréficas tenemos que “levantar el boligrafo” al
pasar a la altura de x=a.

Diremos que son funcion: ntin en x=a

Pablo Trashorras = IES Afonso X O Sabio (Cambre) [EIOS0)

5 Limites de funciones. Continuidad.

Siendo m@s precisos con la definicién, diremos que una funcién

@s continua en x=a cuando se cumple:

) Existe el limite de la funcién cuando x tiende a a.

Es decir, los limites laterales dan el mismo ndmero.

2) Existe la imogen de la funcién en x=a.
3) E limite y la imagen son iguales.
Expresado en lengudje matemdtico:

)I(l_r)r(\l f(x) = f(a)

Pablo Trashorras - IES Afonso X O Sabio (Cambre) [HOSE)

5 Limites de funciones. Continuidad.

Ejercicio 2 pag 177.

2 Cada una de las siguientes funciones tiene uno o mds puntos
donde no es continua. Indica cudles son esos puntos y el tipo

de discontinuidad:

a)

Pablo Trashorras = IES Afonso X O Sabio (Cambre)

5 Limites de funciones. Continuidad.

Ejemplo 1

1-x? six<2
Comprueba si la siguiente funcién es fx)= 14 il
continua en x=2. o6 _2
i )
i i x>
1-x? 4

VIR S

1) Caleulamos el limite por la izquierda.
lim £(x) = lim (t-x?) =3
x—27 x—27

2) Caleulamos el limite por la derecha. | ¥ no es continua

en x=2

. . =3x-6
lim f(x) = lim ——— =-3
x2" ) xl—g‘ 4 Disc. evitable.

3) Cdledamos laimagenen 2. f(2) =4

Limites de funciones. Continuidad.

Ejemplo 2

25-x%
Comprueba si la siguiente funcién es f) = 37 B six#5 x#0
continua en x=5. 2 )
= six=5
25-x* 25-x* 25-x*
x* —Bx x? —Bx "|2 x? —5x
0 5
2
-x° _ . (6-x6+x) A~
||rn f(x) = ||rg 2 —XILrg xx-5)
_ —(x/f))(5+x): lim —(5+><)=_2
x5~ x(x~B) x=6 X
L (%) es continua en x=5
25— x?
|"’" f(x) = lim =-2
x5 x% —Bx
f(5)=-2 |
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5 Limites de funciones. Continuidad.

Ejercicio @ pag 177.

9 Comprueba si las siguientes funciones son continuas en los

puntos que se indican:

],’v—,\‘ si x<-1

a) f(0)=1", X en x=-1
E I,\"+3 si x2-1
1 si x<1
b) (\)—J en x=1
/ l" bsi x>l
o flx) = o Sf #SD, o=
x—2 six20
2 ¢ v<d
d) f(x) X SEX<S e x=2
2.\—() si x22
5-x six<3
e) flx) = \% s 3ell.x_3

Pablo Trashorras - IES Afonso X O Sabio (Cambre) [EOSE)

Limites de funciones. Continuidad.

3] Llimite de una funcién en un punto. Limite en el infinito.
52 Idea gréfica de los limites de funciones.

5.3 Cdleulo de limites.

54 Indeterminaciones.

5.5 Continuidad de una funcién en un punto.

Pablo Trashorras = IES Atonso X O Sabio (Cambre) [EE

5 Limites de funciones. Continuidad.

56 Asintotas.
Observa las siguientes gréficas de funciones:

Asintota oblicua

Asintota vertical Asintota horizontal

Los asintotas de una funcién son rectas a las cuales la gréfica
de dicha funcién se aproxima indefinidamente.

Existen tres tipos: Verticales, horizontales y oblicuas.
Pablo Trashorras - IES Afonso X O Sabio (Cambre) [E0EE)

Pablo Trashorras = IES Afonso X O Sabio (Cambre) [EIOSE)




5 Limites de funciones. Continuidad.

e Asintotas horizontales.

Se averiguan calculando los limites en « yen —o .

Ejemplo 1.
5 im £6x) = lim 2% —2
f(x) = _x3 = B as. horizontal
X lim £(x) = Iimz— =2 y=2
X—>—20 x>0 X — 3
x-100 f(100)— 27070 206
—A N\ Funcién por encima de la asintota.

TITT R —-200
. =-100 f(-100) = ——=194
4 x (-100) =230y,
) Funcién por debdjo de la asintota.

Pablo Trashorras = IES Afonso X O Sabio (Cambre) [EIOS0)

5 Limites de funciones. Continuidad.

Eiemplo 2. w
) lim f(x) = lim =1
fx)= X e x>ax? +1 as. horizontal
X2 +1 x2 =1
lim f(x) = lim —— =1 Y=
X—>—c0 x—-0 X +1
x=100 f(100)- _11%%%‘1’ -099
Funcién por debgjo de la asintota.
/ \
el e S B S R s IR ""'"""""""'""'7
FRTTry T * 7 x=-100 f(-100)- 220 ~099
i Funcién por debdjo de la asintota.

Pablo Trashorras = IES Afonso X O Sabio (Cambre)

5 Limites de funciones. Continuidad.

e Asintotas verticales.

Calculamos los limites laterales donde se anula el denominador.

Ejemplo 1.

) = 2

x-3=0 — x=3

2x 6
I = I ey
im. f(x) = im o

- x—3 as. vertical

- 2x ,i _ =)
I|m f(x) = ><I|n;+—3 =0 =

Pablo Trashorras = IES Afonso X O Sabio (Cambre) [EIOS0)

5 Limites de funciones. Continuidad.

Ejemplo 2. '
fx) - =2 o iy e B \
x? -4 a x=2 T
x—2 _4 !
hm f(x)=li = !
(%)= A * asietieall ——————
. 2 o =-2 T
lim f(x) = lim = = X !
x—-2* ( ) x_l,'j‘ x2 _4 0~ < i =
: ’ -2 x<2 : 1 1
Inmfx=I|m = lim .
x—2 Q) x—52 —4 xLZ* (x+2X)_(,ZZ) xll—>nz‘+x+2 4
-2 1
I =
im, f(x) = 3

5 Limites de funciones. Continuidad.
e Asintotas oblicucs.
Cuando grado del numerador = grado denominador + 1
Ejemplo
= 3 2
it -1 2x3 |x——1 as. oblicua
-2x°  +2x 2x y=2x
2x
2000000
_iE Func. £(100)= 9999 20002 fncion por encima
x= Asint y = 200 de la asintota.
—2000000
00 func.  £(~100)= 9999 - -20002 [ ngisn por debajo
X=—

de la asintota.

Asint.y =—200

Pablo Trashorras = IES Afonso X O Sabio (Cambre)

5 Limites de funciones. Continuidad.

P as. oblicua i ‘ g
i y =2x < ‘ 4
2 4
I/ f(100) = 200,02 Funcién por encima
¥ T 7 i x =100 y = 200 de la asintota.
G f(-100)=-20002 = .
y x—=-100 Funcién por debajo
iy - y =-200 de la asintota.

Pablo Trashorras - IES Afonso X O Sabio (Cambre) [EOSE)

5 Limites de funciones. Continuidad.

Si tiene asintota horizontal entonces no tiene oblicua (y viceversa).

4 P
3 o
2 .
___________________ E0% U .V TR AR TONON SO SR
7 * 8 4 3 2,71 0 1 2 3 4 5 ] T

Pablo Trashorras - IES Afonso X O Sabio (Cambre) [EOSE)

5 Limites de funciones. Continuidad.

p(x)
f(x)= e

Funciones racionales.

Una funcién racional puede tener varios tipos de asintotas:

d
v
1
'

==
I
I
1
i
I
1
)
T
I
i
I
I
'
I
I
'
I
I
i
I
I
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Derivadas.

Pablo Trashorras de la Fuente

IES Aronso X O Sabio (Cambre)

Derivadas.

62 Tecnicas de derivacion.

0.3 Derivabilidad y continuidad.

64 Funcién derivada. Derivadas sucesivas.

Pablo Trashorras = IES Afonso X O Sabio (Cambre)  [EJOSE)
6 Derivadas.

61 Definicion de derivada de una funcién en un punto.

Se define la derivada en una funcién Kx) en un punto x del
siguiente modo:

£(%) = l":% flx, + h& —f(x,)
Ejemplo 1.

Dada la funcien f(x) = x° caleula '(4) usando la definicion.

2
f.(4):mf(4+|2-1ﬁ(4) zmsh:h :mx(i:h) i

(4 +h) = (4 +h)? ~16 +8h + h?

f(4+h)-f(4) =16 +8h+h®-16 =
f(4) =16

-8h+h?
Pablo Trashorras - IES Afonso X O Sabio (Cambre)

: T

Ejemplo 2.
Dada la funcién  g(x) = x- x* caleula ¢'(2) usando la definicién.

2)

2
h®-3h :“m.m-h-s) .

T g(2+ )
9(2)7’1'—?‘0 h h—0

o) . -
h =%

g92+h)=(2+h)-(2+hf=2+h—(4+4h+h?)=
=2+h-4-4h-h? =-h?-3h-2 9(2+h)-g(2)
o(2) =2-4 -2 =-h?-3h-2-(-2)=

= —h?_3n

Pablo Trashorras - IES Afonso X O Sabio (Cambre)

62 Teécnicas de derivacion.

5 Derivadas. Técnicas de derivacion.

Interpretacion gréfica de derivada en un punto.

1
1
!
1
1 f0ig*h)-(xg)
H o
1
1

Pablo Trashorras - IES Afonso X O Sabio (Cambre)

[@oleo)

Derivadas. Técnicas de derivacion.

61 Definicién de derivada de una funcién en un punto.

6.3 Derivabilidad y continuidad.

64 Funcién derivada. Derivadas sucesivas.

Pablo Trashorras — IES Afonso X O Sabio (Cambre) r@Xg'e'gz

Derivadas. Técnicas de derivacion.

Regla del produdto .

a)  y=x’-senx

— y'=3x"-senx+cosx-x°
b) y=\/>_<-|nx — y'=L-lnx+l~\/;
2Vx

X

o y=e‘-tanx — y'=e*.tanx+ A

T
cos“ x

Pablo Trashorras - IES Afonso X O Sabio (Cambre)  [EIOSE)

e Regla de la division .

x ,2x-(x-1)-1-x* 2 _2x

0) Y= — y = > o .
= (x-1) (x-1)

e” . e*-senx—cosx-e* €"(senx-cosx)
B #= senx - s sen®x N sen?x

cosx . —senx-3*-3"-In3-cosx
C) = = - y = 5 -

° (3)

Derivadas. Técnicas de derivacion.

2

x
3 (-senx-In3-cosx) _ —senx —In3-cosx

B J

Pablo Trashorras - IES Afonso X O Sabio (Cambre)




5 Derivadas. Técnicas de derivacion.

e Regla de la cadena .

1) Derivada de una potencia.
a vy =(x3 —5x)4 —  y'= 4-(x3 —5x)3 -(3x2 —5)
2 2
b) y=sen’x=(senx) — y'=2.senx-cosx

I 3In®x

9 y=Inx —s y'=3Inx.— -

Pablo Trashorras - IES Afonso X O Sabio (Cambre)

5 Derivadas. Técnicas de derivacion.

2) Derivada de una raiz.

. 1
b =B T2 o fEs i
Sy —lerd =% Vo 7xrs ( )

_ 6x -7
2N3x% —Tx+9
1 —senx
b) y=Ycosx —» y'=— - (-senx)=—2X_
' 4Ycos® x ( ) 43cos® x
; 1 1 1

o y=1log,x —»

B 7(/log§'x x-In3 " 7x-|n3-{/log§’x

Pablo Trashorras - IES Afonso X O Sabio (Cambre)

5 Derivadas. Técnicas de derivacion.

3) Derivadas logarftmicas.

Q) y=|n(\/>_() — Y'=—~—=—=—

b) y=|ogs('ranx) — y':m.m

1
In5-tanx - cos? x

1 '—_1= -1
x?*  x-In10

Pablo Trashorras - IES Afonso X O Sabio (Cambre)

5 Derivadas. Técnicas de derivacion.

4) Derivadas trigonométricas.

[@loo]

Q) y=sen(5x2—6x+1) —_— y'=cos(5x2—6x+1)~(10x—6)

1 —sen¥/x
b) y=cos{x —» '=_sen{x - ===
Y y 66/ x5 66/x5

1 1 1

=tan(| = x-
o y=tan(lnx) —» y cos?(Inx) x x-cos?(Inx)

Pablo Trashorras - IES Afonso X O Sabio (Cambre)

Derivadas. Técnicas de derivacion.

Ejercicios 7 y & pag 168.

7 Calcula la derivada de las siguientes funciones:

a)ys= '\.-, =3 b) X+ ! < Cc)y= 5'\.-7

i x“+3 (2-x)° T ox+yx

. \3 A e
dy= (o.s-ﬁ) dy=¥32  NHy=02x-3)
8 Halla la derivada de estas funciones:
. N 3

a)y= —X __ b)y= ( x“+1 )

i (x+1)- i X
Q) y=—> d)y=- ,_I;-}Z —

T (2x+1)3 : x*—4x+4

o (1=x)" Y. B,
e)y (lm) £) ) ‘\‘42

Pablo Trashorras - [ES Afonso X O Sabio (Cambre) [0S0

Derivadas. Técnicas de derivacion.

Ejercicios @ y 10 pag 168.

9 Deriva las funciones siguientes:

(1-x) 2
s

c) y=y2* d)y=mh2x-1)

a)y=e¥(x-1) l)).y -

2 g " -
e) y=1_ f) y=7e>

&
10 Deriva estas funciones:
b)y=yl-x

+1

a) y=In(x*-1)

o) y=HX d)y=e

f)y=in ( In 1 )

Pablo Trashorras - [ES Afonso X O Sabio (Cambre)

Derivadas. Técnicas de derivacion.

Ejercicios 11 y 12 pag 168.

11 Calcula la derivada de estas funciones:
Y )
a) y=sen<x b)_)/ =568 X*

)

)
c) y=senxcos” x d)), _ _Sen”~ x

>
1+ cos= x

e) y = sen® x? f) y=cos® 2x+ 1)

12 Deriva las funciones siguientes:

a)y= cos® (7x2) b)y=1g o ) y = log, 1
X

=
€) y=4 ]1+ ‘31 £) y=Vx+yx

Pablo Trashorras - IES Afonso X O Sabio (Cambre)  [EIOSE)

; =
d)y= ’\/;’n X2

Derivadas. Técnicas de derivacion.

61 Definicién de derivada de una funcién en un punto.

62 Tecnicas de derivacion.

64 Funcién derivada. Derivadas sucesivas.

Pablo Trashorras — IS Afonso X O Sabio (Combre) [0S0




5 Derivadas. Técnicas de derivacion.

63 Derivabilidad y continuidad.
e Para que una funcién sea derivable en un punto (es decir
para que exista la derivada) primero tiene que ser

. %F&J%ien. una funcién puede ser continua en un punto
y no ser derivable en él

v\‘“
Es continua pero no Es
derivable porque tiene un
punto anguloso.

continua  pero  no
derivable porque la recta
tangente en x  es vertical

Pablo Trashorras - IES Afonso X O Sabio (Cambre)

5 Derivadas. Técnicas de derivacion.

e Derivabilidad en una funcién definida a trozos.

Ejemplo 1
Comprueba si la siguiente funcién es derivable en x=2.
2 i
i X SI-X <2
3x-2 six=2

- Continuidad en x=2.

lim f(x) = Iirr_‘lx2 =4

x—2
lim f(x) = lim (3x - 2) -4 f(x) es continua en x=2
x—2" x—2"

f(2)=3.2-2 =4

Pablo Trashorras - IES Afonso X O Sabio (Cambre)

5 Derivadas. Técnicas de derivacion.

x2
R {3x 9

six<?2
six=>2

- Derivabilidad en

Il - g =4

f(x) no es
derivable en x=2

Derivadas
loterales

f(x) es continua pero no es derivable en x=2 (tiene un
punto anguloso)

Pablo Trashorras - IES Afonso X O Sabio (Cambre)

5 Derivadas. Técnicas de derivacion.

Ejercicios 20 y 21 pag 169.

[@loo)

20 a) Calcula los valores de m y n para que f sea derivable
en todo R:
. x*—5x+m si x<1
fx) = > .
-X" +nx si x>1

b) ;En qué puntos es f"(x) = 0?

21 Calcula @ y & para que las siguientes funciones sean de-
rivables en todo R:

) £ { ax? +3x si x<2
a) fx)=1 ,
f x —bx—-4 si x>2
3 3
< x’—x si x<0
b) f(x) = {
f& ax+b si x>0

Pablo Trashorras - IES Afonso X O Sabio (Cambre)

5 Derivadas. Técnicas de derivacion.

6] Definicién de derivada de una funcién en un punto.

62 Tecnicas de derivacion.

6.3 Derivabilidad y continuidad.

Pablo Trashorras - [ES Afonso X O Sabio (Cambre) [0S0

5 Derivadas. Técnicas de derivacion.

64 Funcién derivada. Derivadas sucesivas.
Ejemplo 1
f(x) = x® —Bx? + 6x —1

f'(x)=3x" ~10x + 6 &= Funcién derivada
f'(x) = 6x-10 ¢ Segunda derivada
f'"(x)=6 ¢ Tercera derivada
fY(x)=0 ¢== Cuarta derivada

Pablo Trashorras - [ES Afonso X O Sabio (Cambre)

5 Derivadas. Técnicas de

Ejemplo 2

f(x)=3Inx
Fo)=2
X
fi(x)=—2
X
£(x)= =5
X

-18
x4

() =

Pablo Trashorras - IES Afonso X O Sabio (Cambre)
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Unidad 7: Probabilidad 7” BACC CCSS

7.1 Experimento aleatorio. Espacio muestral.

- Un experimento aleatorio es aquel cuyo resultado depende del azar. Conocemos el

conjunto de todos los posibles resultados del experimento pero no es posible saber cual es
el resultado exacto en cada una de las realizaciones del mismo.

Eiemplo:

El lanzamiento de un dado, la extraccién de una carta de una baraja, el lanzamiento de

dos monedas, etc.

- El conjunto de todos los posibles resultados de un experimento aleatorio se conoce como

espacio muestral y se designa por E.

Ejemplos:
En el lanzamiento de un dado, E={1,2,3,4,5,6};

En el lanzamiento de dos monedas E={CC, CX , XC , XX};
En la extraccién de una carta de la baraja E=(1B, 2B, ..,12B, 1C, 2C,.., 12C, 1E, 2E, ..,
12E,10, 20 ,..,120}.

7.2 Sucesos de un experimento aleatorio. Operaciones con sucesos.

- Se llama suceso a cualquier subconjunto de E.
Ejemplos:
En el lanzamiento de un dado podemos considerar los sucesos:
A = "sacar un nimero par” = {2,4,6}
B = "sacar numero mayor que 3" = {4,5,6}.
C = "sacar nimero primo” = {2,3,5}

Entre los sucesos de un experimento aleatorio estén el suceso imposible, & (nunca tiene

lugar) y el suceso sequro, E (siempre ocurre). En ejemplo anterior seria un suceso
imposible “Sacar un nimero mayor que 6" y seria un suceso sequro “Sacar nimero menor

0 iqual a6

Profesor: Pablo Trashorras. QO8O 1de 8
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Unidad 7: Probabilidad 7” BACC CCSS

- Dados dos sucesos A y B de un experimento aleatorio, podemos realizar las operaciones
siquientes:
« Unién: AUB. Es el conjunto formado por todos los elementos de Ay de B.
En nuestro ejemplo AUB = {2,4,5,6}. En el lenquaie natural la unién se
sustituye por la conjuncién o.
Asi A UB="sacar nimero par o mayor que 3"
o Interseccién: AnB. Es el conjunto formado por los elementos que estén, a la
vez, en ambos conjuntos. En nuestro ejemplo: AN B =({4,6}. En el lenquaje
natural la interseccion se sustituye por la conjuncién y.

Asi A N B="sacar numero par y mayor que 3"

o Complementario: A. Es el conjunto formado por los elementos que no estén en A.

En nuestro ejemplo A =(1,3,5}. En el lenquaje natural se representaria por
“lo contrario de A", “lo opuesto de A”.
Asi A = “No sacar un numero par “ o lo que es lo mismo A = “sacar un
numero impar”

o Diferencia: A-B. Es el conjunto formado por los elementos que estén en A pero no
estdnen B.
En nuestro ejemplo  A-B ={2}. En el lenquaje natural se representaria por
“A pero no B”, “A'y no B".

Asi A —B="Sacar un nimero par pero no mayor que 3 “

NOTA:
Ay B se dicen incompatibles si AnB= &, es decir, no pueden ocurrir ambos a la vez. Por
ejemplo los sucesos A = “ Sacar numero mayor o iqual que 5" y B = “Sacar nimero menor

que 3" son incompatibles.

Profesor: Pablo Trashorras. OO0 2de8
BY NC SA



Unidad 7: Probabilidad 7” BACC CCSS

1.3 Propiedades de las operaciones con sucesos.

. AnNB= AUB

- Estas dos ultimas reciben el nombre de Leyes de Morgan

7.4 Frecuencia relativa y absoluta. Probabilidad.

- Suponqamos que realizamos un total de 100 veces el experimento aleatorio que consiste
en lanzar una moneda al aire y que los resultados que hemos obtenido son:
41  veces cara.
53  veces cruz.
Los nimeros 47 y 53 son las frecuencias absolutas de cada uno de los sucesos. Asi pues

se puede definir la frecuencia absoluta de un suceso como el nmero de veces que ocurre

dicho suceso al realizar el experimento aleatorio un nimero determinado de ocasiones.
Escribimos { (C) =47, (X) =53.

El cociente entre la frecuencia absoluta de un suceso y el nimero de realizaciones del

experimento se llama frecuencia relativa.

En nuestro ejemplo: 3, (C) = 1‘(')—:) =04 (W1%) L (X) = %: 053 (53%).

- Pensemos ahora que aumentamos el nimero de veces que realizamos el experimento y

vamos anotando las {recuencias relativas en cada caso:

Lanzamientos
Suceso

100 200 300 400 500 600 700 800 900

Cara | 0560 | 0535 | 0'473 | 0'488 | 0'490 | 0’493 | 0490 | 0'496 | 0'497

Cruz | 0440 | 0'465 | 0’527 | 0’512 | 0510 | 0’507 | 0510 | 0'504 | 0'503
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Unidad 7: Probabilidad 7” BACC CCSS

Puedes observar que las frecuencias relativas de ambos se sitvan alrededor de 0’5 y
tienden a estabilizarse en este valor a medida que aumenta el nimero de lanzamientos.
Podremos entonces decir que el valor al que se aproximan las {recuencias relativas es la
probabilidad de los sucesos:
P(C)=05 y P(X)=05
- En la préctica, en los experimentos equiprobables (todos los resultados elementales son

iqual de probables) calcularemos la probabilidad de un suceso uilizando la regla de

Laplace:
P(A) = numero de casos favorables a A
" numero de casos posibles
Ejemplo:
En el lanzamiento de un dado:
n . ') 3 1
P (A) = P (*sacar un numero par”) = riai)
" . » 3 1
P (B) = P ("sacar nUmero mayor que 3") = -2
, S 3 1
P (C) = P ("sacar nimero primo”) = iy

1.5 Propiedades de la probabilidad.

« 0<P(A)<1
.« PE)=1y P(T)=0.
. P(A)=1-P(A)

. P(A-B)=P(A)-P(ANB)
« P(AUB)=P(A)+ P(B) -P(ANB)

En particular si A y B son incompatibles, es decir, AnB=¢ entonces:
P(AUB)=P(A)+ P(B)
« SiA,A, A . A, sonincompatibles dos a dos, entonces:

P(A,UA, UA; U..UA,)=P(A,) + P(A,) + P(A3) + .+ P(A)
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Unidad 7: Probabilidad 7” BACC CCSS

7.6 Probabilidad condicionada.

Un experimento compuesto es aquel que est4 formado por varias etapas.

Ejemplo:

El experimento consistente en lanzar primero una moneda, si sale cara se extrae una bola de
la urna 1 (en la que hay dos bolas rojas y una neqra) y si sale cruz se extrae de la urna 2 (en

la que hay dos bolas neqgras y una roja).

Un experimento compuesto se puede describir de forma muy sencilla con un diagrama de

érbol. En nuestro ejemplo resultaria:

C/R
T,
\X/R

\N

En las ramas del diagrama de 4rbol se colocan las probabilidades correspondientes a las
dos etapas del experimento:
® En las ramas de la izquierda (que salen del punto inicial) colocamos las probabilidades
de la primera etapa: P(C)y P(X).
® Las ramas de la derecha son las correspondientes a la sequnda efapa y en ellas

colocamos lo que se conoce como probabilidades condicionadas:

- En la primera rama escribimos la probabilidad de extraer bola roja sabiendo que hemos

sacado cara. La representamos por P(R/C) y la calculamos usando la reqla de Laplace:
2
P(R/C)==
(R/C)=2

- En la sequnda rama colocamos la probabilidad de exiraer bola neqra sabiendo que

hemos sacado cara. La representamos por P(N/C) y seria: P(R/C) =%
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- De la misma manera podemos calcular ofras dos probabilidades condicionadas y colocar

los resultados sobre las ramas en el dlaqrama de é4rbol:

2
/E R
1 c 1
: \
N
1
3 R
1 /
2 x< 2
\
N

En el lenquaje habitual es f4cil reconocer una probabilidad condicionada; {rases como
“probabilidad de A sabiendo que ha ocurrido el suceso B” se traducen en la préctica por

P(A/ B).

La §érmula que define la probabilidad condicionada y que relaciona dicha probabilidad con
la probabilidad de la interseccion es:

P(A nB)

PA/B)= ———

(A7B) P(B)

Despejando podemos consequir una {érmula para calcular la probabilidad de una
interseccion en contextos de experimentos compuestos:

P(A ~B) =P(B)-P(A/B)

Ejemplo:
La probabilidad de obtener cruz y lueqo sacar cruz y lueqo extraer bola roja seria:

P(X A R) = P(X) -P(R/X) = .%:%

N =

Observa que sélamente tenemos que multiplicar las dos ramas correspondientes.

- Dados dos sucesos A y B se dice que son independientes si P(A / B) = P(A). Es decir, el

que haya o no haya ocurrido uno de ellos no afecta en la probabilidad del otro.
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Cuando dos sucesos son independientes la probabilidad de la interseccién es iqual al
producto de las probabilidades.
Ay B independientes = P(A nB)=P(A)-P(B)

Ejemplo:
En el experimento compuesto que consiste en sacar dos cartas de una baraja sin
devolucién, los sucesos: A = “obtener un basto en la primera extraccién” y B = “obtener

un oro en la sequnda extraccién” no son independientes.

1.7 Teorema de las probabilidades totales.

- Suponqamos ahora una serie de sucesos A;,A,,A;. A que son incompatibles dos a dos

(es decir, no es posible que ocurran dos de ellos a la vez) y cuya unidn es el espacio
muestral (es decir, entre ellos recubren el conjunto de todas las posibilidades).
Consideremos otro suceso B. Su probabilidad se calcula:

P(B) =P(B/A,)-P(A,) +P(B/A;)-P(A,) +..+P(B/A,)-P(A,)

Ejemplo:

En el ejemplo del inicio, calcular la probabilidad de obtener bola negra.

b
N

Uusando el teorema de las probabilidades totales:

1 C
2
1

X

2
/5 R
1

\
N
|
E R
_—
\
N
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P(N) = P(C)-P(N/C) + P(X) - P(N/X) = —+

WIN

W=
N|—
o=
W=

1
2

1.8 Regla de Bayes.

Suponqamos ahora que sabemos que hemos sacado una bola neqra, y nos prequntan cual es
la probabilidad de que la hayamos sacado de la urna 1 (es decir, que hayamos sacado cara
en el lanzamiento de la moneda). Se trata también de una probabilidad condicionada que
escribiriamos:

P(C/N)

Se llama probabilidad a posteriori puesto que nos prequntan la probabilidad de un suceso
anterior a otro que sabemos que ha ocurrido.
Para calcularla echaremos mano de la §érmula de probabilidad condicionada:

P(C/N)= P(CNN) _P(C)-P(N/C)
P(N) P(N)

Es decir:
_P(C)-P(N/C) _ 1213 1

P(C/N) S :
)23
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TABLA DE DERIVADAS

FUNCION DERIVADA
LJ
=
Q :Xn |:n xn—1
9: Y Y
« 1 -
o Y x Y—Xz
= 1
O .
Z = X e —
& y =+x Y=ok
o 1
=1/x y'=
Y n_n xn—1
- y=e y==e
%)
@ <
2 y=a' y'=2*Ina
O
4
¥ g =lnx .
a
>x - 1
LJ
=lO X ':
Y % Y x-lna
g y = senx y'=cosx
O
104 _ o
= y = coS X y'= —senx
>
> i 1
=tanx ‘=
8 Y Y cos? x
« E
= cot anx —
Y senZx
y' !
= arcsenx =
Y 1-x2
Y —
= arccos x =
Y 1-x2
= arctanx S
v Y 1+ x?
, -1
y = arccot anx y'= >




REGLAS DE DERIVACION

FUNCION | DERIVADA DESCRIPCION

SRUEP;'?;: utv Uy Suma o resta de derivadas.

PRODUCTO
NUMERO POR a-u o-u' Numero por la derivada de la funcién.
FUNCION
Derivada de la primera por la sequnda sin derivar
PRODUCTO u-v u'v + v'u més derivada de la sequnda por la primera sin
derivar.
Derivada del numerador por el denominador sin
DIVISION u utv —v'u derivar menos derivada del denominador por el
v vz numerador sin derivar; partido por el denominador al

cuadrado.




