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ESPACIO METRICO

1.1 Angulo entre dos rectas

.1.2.An
1.3.An

gulo entré dos planos
gulo entre una recta y un plano

cia entre dos planos
ja entre una rectay un plano
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-2.4. pistancia entre dos rectas
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-3.3. Punto si

- 4.1, Recta perpendicular comtin a dos rectas que se cruzan

- 4.2. Recta que pasa por un punto y cortaa dos rectas
punto, corta a otra rectay es paralelaaun plano

- 4.3. Recta que pasa por un

' 5. Problemas con pt
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1. Angulos en el espacio

r a calcular los 4ngulos entre:

Vamos a aprende
1.1. Dos rectas — Usaremos sus vectores directores ; b

jar el angulo entre dos rectas, usaremos sus vectores dir
1.2. Dos planos — Usaremos sus vectores normales e calcu l 3 i oty

olo necesitamos su v
dela rectas s U
1.3. Una recta y un plano = Usaremos el vector director de la recta y el normal de| x :‘ oy it it 0
ard =

Para ello nos ayudaremos de la férmula del angulo entre dos vectores. IlRecuerdau. ’

Fijate que ahora el producto
escalar va en valor absoluto,
ahora explicaremos el porqué

— @ = arco cos

S

=

a})_r"\ i

1.1. Angulo entre una recta r'y una recta s (Usaremos sus vectores directores) ; :
porlo tanto: P Vs 3 NP
v, = (-1,-1, 1)"‘[3 —1)? + (=1)2 + (1
lﬁr l‘-’sl = Ivr i"sl . 3 g i
cosa=—=—r—=;_" &= AY.COCOS ==
|Ur|'|l15| lvrl 'h’sl

Al cortarse dos rectas se forman dos dngulos ay 8. |9, - s |
Uno de ellos siempre es menor de 90°(salvo que r 1 s), a = arco cos ﬁrﬁ%—l = arco cos | -
it 1¥%s

Al poner el producto escalar en valor absoluto, calculamos e|
angulo a, dngulo del primer cuadrante. 0°<sa< 90°)

v, - | 13, -, | B

@ = arco cos I_. = @ = arco cos = —
|Vr| S Ivsl lvrl = Ivsl

ﬁw«’-_'v*-‘h-— o v
 vectores normales):

M—I — @ = arco cos I7iy
0 === = :
£ AR myl

a=0

Los planos son coincid

Las rectas se cruzan Las rectas son secantes Las rectas son para el
(se cortan en un punto) 3

iy = iy

f1Tcm



 Calcula el dngulo que forman los planos Ty ¥ 72:

Por lo tanto:

i, =(1, 1,-1) - [zl =J(D2+ A )2+ (-1)2 = y3

ny-mp=2-3, -1, 1,-1)=2-3-1=—3

Iﬁl "_iz |

X =arco coS———=—
7y - 7z

\/ll_;—zj/i) = arco COS(

=arco CDS(

1.3. Angulo entre una recta r y un plano r
(Usaremos el vector director de la recta y el normal del plano)

) “[e=nal

'l;r 'ﬁn '

Ssena=————-q
15| - |7

1Y,
= arco sen ————

ﬁnl
1B - [7ig]

Al poner el producto escalar en valor 8 {
absoluto, calculamos el angulo a, angulo
del primer cuadrante. (0° < a < 90°)

Recordatorio de
trigonometria

=

Los dngulos complementarios son aquellos
dngulos que suman 90° — ¢ + B =90°
Recuerda también que: cos @ = sen p

By i |
@ = arco sen;n"

a=0-p=90°

i‘rl 2 l'-inl
Larectay el plano son La recta est4 contenida en el
secantes plano
1,
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cal
x= 1

rE[ySI_t

z=2+t

ra calcular el 4ngulo entre una recta
;; )y el vector normal del plano (7,):
T

b, =(0,~1, 1) >[5, =
T, (1, =1, 3) —inzlk
i;,- 'Tln = (0, —11 1)'(11

por lo tanto:

|7
- sen ———=— = arco sen
(Ferind lvrl 3 Inwl

Distancia entre un
punto Py un punto Q
(Ejercicio 1)

Distancia entre un
punto Py un plano
(Ejercicio 2)

Distancia entre un
punto Py una recta r
(Ejercicio 3)




ntre los puntos A, 0,

—2) y B(-1, 4,-3) J
RS g Jculamos su vector asociado
tre dos puntos primero ca Y despyg
Palra calcuiey i::::::ﬂ: :: sa rresponderé a la distancia entre los puntos; ~
hallamos su m
_3)—-(1, 0,-2) = (-2 4

Ll. Calculala distancia e

bemos que €0
__1)
AB=B-A=(-1 4,

A B) = [AB| - JCDEF @ D =[{?—1,",,J

—2, 0)yelplano mx+3y—4z—1=0 l

[iRecuerdall La distancia eg

una medida de longitud.

I 2. Calcula la distancia entre el punto P (1,

icar la férmula directamente:

Podemos apl
WP B pyrGpurtDl| 1o (D +3:(2) -4 () — 1 TioolNe
dEESS e | Dt + (97 TR T

Podemos racionalizar para simplificarlo = d(P, )

=1
3, Calcula la distancia entre el punto P (1, 0,—2)ylarectar={y=2+t
z=1+t

Con el punto P (1, 0,—2)y el punto de la recta Q,(1, 2, 1), construimos el vector PQ,.

P0.=(1, 2 D-(@ 0-2=023) ; =(0 1 1)

~

¥, X PQ, =

‘=(3i+0+0)—(0+2f+0)= 7+ 0j+0k = (1, 0, 0)

~ oo
—_— N e~y
LW e &

(=]

[5, x PQ,| = D2+ (0)2 + (02 = Vi =1
17| = V0 + 17+ (1)? = V2

Aplicando la férmula: | d(P, n)i=

dos planos T, Y T2

2 pistancid entre
2.2 dremos que estudiar su posicién relativa, ya que si los dos planos son
primer® t::s o secantes, SU distancia serd cero.
den
‘plﬂcl —
Janos 50N coincidentes si los planos son paralelos | Silos planos son secantes
silos P12
| =
d(ﬂlvﬂZ) =0 d(ﬂ]."rz) - d(P"‘,Tl'z) d(ﬂ'x.ﬂ’z) =0
Cogemos un punto de uno
de los planos y calculamos
la distancia de ese punto al
otro plano (Ejercicio 4)

| 4. calcula la distancia entre los planos:
| a.

3=0 y mpux—2y+3z2+4=0

| mx—2y 32—

primero estudiamos la posicién relativa entre los planos:

Los planos 7ty y 7Tz son
paralelos (1ry Il 777)

n,:x—2y+32—3:0 1__—_2_3$:3_'

nzzx—2y+3z+4:0—’1"_z 3

sabiendo que los planos son paralelos, cogemos un punto del plano 7r; asignando valores a
dos de las variables de su ecuacion y despejando la tercera. Por ejemplo:x=0¢e y=0:

(0)—2-(0)+3z~3=0—'3z=3—‘z=1; P,,‘(O, 0, 1)

Calculamos la distancia entre el punto del plano Py, ¥ el plano 73

|A-p,+B-P,+c-P,+D|

JA? + B + C?

:|(0)—2-(0)+3(1)+4| 7

I+ (27 +(3)2 Vid Via-yia 14

d(my, my) = d(Pm,nz) =

d(P"l‘ 1!'2)



d(r,m) =0 d(r,m) =0
rectay calculamosy|y |
distancia de ese punl'::al"}
plano (Ejercicio 5)
x=1-t
5. Calcula la distancia entre la recta r = {)’ =2  yelplano mx tytz4 1S
.C z=1+t i

x=1-t

E P12, 1)
] ‘{'ﬁ,(—l. 0, 1)

n=x+y+z+1=0 n
z=1+t ‘ a2

VM, =(-1,0, 1)-(1, 1, )=—-140+1=0 l Uy sl es perpendicular a i, l

Ahora comprobaremos si P, estd contenido en el plano para determinar la Posicién relatiy
a:

{n§x+y+z+1=0 M+@)+D+1=0
P(1, 2, 1)

P, no estd contenida en it

{ﬂ == l: recta es paralela al plano

d(r'")=d(Pr.n)=|A'P,+B-P,+C-P,+D|

VAT B+
d(Pr.n)=|(1)+(2)+(1)+1|=i_ svi_sv3
JOZ+WZ+ ()2 V3 v3.y3 3 *©
(166}

q
i

la¢

Las rectas son secantes

I St

s son paralelas

Las recta

Las rectas son
coincidentes

\ 6. Calcula la distancia entre

Primero estudiamos la posicién relativa ¢

x=1-—t L e
« (X P,(1,0,0)
r‘i"‘o = {T:',(-L 0, 1)

z=t

L m=P:‘Pr




* con los vectores anteriores:

' : Uy (—101
-1 0 1 sefleoied e 3
120) s . 0 01

s matrices para determinar la posicién relativa tre

- Calculamos el rango dela

-1
|47l = | 1
0

=1
1

0

1l-_-(-z+o+o)-(o-o+0)=—2
1

NOoO O NO

[¥r, Vs, PrPs —|A7|=—2 |INTERESANTE

Uy X Vs = l=(0—2E+j)—(o+2r+ 0)=—2i+]—2k=(=2, 1,-2)

p

H"“ v-lv-,_‘
S N o~
e SO T

[B, xFs| = V(=22 + )2 + (-2)* = V9=3

d(r,s) = ___—__’[5,,5,.1’,}’,]] 2T 2
S [ x 3 3
x=1—t x=1+42
?.Cal_culaladlstanda_entrelarectarE y=2 ylarectas={y=4
z=1+t -

Primero estudiamos la posicion relativa entre las dos rectas:

=1+t el

S =
3 P(1,2 1) AT P,(1, 4, 2
F {3’ {:7,(-1, 0y || PF {": % = {i:',(l. o,-1)) o I

P,P,=P,—P,=(1, 4, 2)—-(1, 2, 1)=(0, 2, 1)

L
NAL=Ie

B 1
,|:smatrl¢¢’4
.F Epy.
- ( 0 i
Vr)= 1 (1) =
4=
de las matrices.
os el range :
_calcula™ .
’i 8 _i|=0+2+
LHIE Sy P
4 0 g
RO
determinant
ahora buscamos un El
por lo tant? ke
—1 0 1 l 0
=
0

gstudiamos el rango de A:
—1 0 1) Como la matriz A
a=("1 o ~1 :

I, I =
%.x P;Ps=| =10 1 =(0 Zk.+
028l
T K
-1 0 1




3, Simetria y ortogonalidad en el espacio

e la simetria y proyeccion ortog

hacer un estudio d ?
mos a ha ercicios muy tipicos de Selectividad|

ado va
En este apart: e

rectas y planos en todas sus variantes.

3.1. Punto simétrico de un punto P respecto a otro punto M

pecto M, entonces M es el punto medio del segmento formg,

si P’ es el simétrico de P res
licar la formula:

por P y P".Porlo tanto podemos ap

M=P;P o 2M=P+P > | P

I Calcula el punto simétrico de P(1, 2,—3)respectoa M@, 2,-1)

p=2M-P=2-(1, 2-D)-(1, 2-3) =, 4-2)—-(@1, 2,-3)=@1, 2, 1)

3.2. Punto simétrico de un punto P respecto a un plano ™

Para calcular el punto simétrico a otro respecto a un plano seguiremos los siguientes pasos:
Paso 1. Calculamos la recta r perpendicular al plano 7 y que pase por Py

Paso 2. Calculamos el punto de corte M entre larectary el plano .
[iINTERESANTE!! El punto M es la proyeccién ortogonal del punto P sobre el plano.

Paso 3. Al ser M el punto medio del segmento formado por P y P’, entonces podemos
aplicar la férmula de punto simétrico respecto a otro. P* = 2M — P

PP

[170]

el Y Jecclb
‘5)“6"‘“' LA ‘,l
caes P27
; la ""mrﬂ

P 2. Calcu
M(x,
tituimos dicho punto en el plano para
sus
(3+zt)—(2—t)+2-(1+2t)+
2
9 = -
gr+9 =0t o = t=-1
El punto M es |a pr
paso 3. Al ser M el punto medio del s.gmm o | sy

aplicar I f6rmula de punto simétrico respect

p=2m-pP=2-(1 3,-1)-@ 2, 1)




ntre larecta” y el plano 7r.

esla proyec¢|6n ortogonal del punto P sobre la

mos el punto decorte M ¢

£l punto M
_ﬁas‘_o’;. Al ser M el punto medio del sel
aplicar la férmula de pun

gmento formado por Py P, entonces pod

to simétrico respecto d otro. P' = 2M - P

: x=1
o.s)ylarecurz[y=—2t
Pt z=t
3{' ogo‘naldei’sdbrér.
respe;tbalarectar.

perpendlcular ala recta 'y que pase por P.

paso 1. Calculamos el plano
Como el plano es perpendicular a la recta, el vector normal del plano coincidird con el vecto,
director de la recta: Tix = vy !
0x—2y+lz+D=0

{ﬁ,=a,=(o,-z, 1)
n
S (0)+1- () +D =0 5 HDSIESUE

P(1,0,5) = 0-(1
to de corte a través de un

paso 2. Calculamos el punto de cOe punto genérico M(%, y, 2) dela rect
a:

Sustituimos dicho punto en el plano para calcular el pardmetroy obtener M:

—2-(—2t)+(t)—5=0 - 5t-5=0 - t=1

El punto M esla proyeccion ortogonal del punto P sobre larectar

3, Al ser M el punto medio del segmento formado por P y P’, entonces podemos

pecto a otro.
= (2,4, 2)— @, 0, 5= (1,—4,-3)

Paso
aplicar la férmula de punto simétrico res|

pr=2M-P=2-(1,-2, D-(1, 0, 5)

W 3

. o

iares

ara sy resolucion Es decir, ten
e estamos puscando. Vamos a re

Ji pecta t perpendlcular comun a di

4.2. Rectd ¢ que pasa por un punto P

43. Recta que pasa por un punto P,
4l gcuacion de la recta t perpendicul;

mos buscar dos planos 7y y T, q

pretende
perpendicular ary s al mismo tiempo). Silo con
m,,esponderén con la ecuacién implicita de a re

|
+ Construimos los planos auxiliares Ty y m; a

da recta, y el vector perpendicul

punto de ca
e ser el vector director de la recta

vectorial qu
director de ambos planos auxiliares:

P,
nl{iir - M EA,x+B,y+Clz+Di=o;

{A1x + By + 0124;
Ax + By - CzZ""Dz

11 Este tipo de ejercicio se 'puedevh’a
emos

jilnteresante
las rectas pero por planos auxiliares 1o h



recta t que pasa por un
: formen la recta t (la cual pasa
demos | 11, y 1z que al cortarse, o
S 'F“,;:uss‘l;l";:‘,::?;:,jas ecuaciones de los planos se corresponderdn con |3
ycortaarys).silo .
ecuacién implicita de 1a recta t buscada

Ecuacién de a

. Un plano lo haremos a partir del punto P por

* Construimos los planos auxiliares 7y Y 72 i
cta r, y el vector formado PF,.

donde pasa larecta t, el vector director de la re

El otro plano, a partir del punto P, el vector director de la recta s, y el vector formado PP;:

—

PP,

P
P —
n,{ir > my=Ax+By+Cz+D1=0; nz{ﬁ - 1, = Ax+ By +Cz+ Dy =0
PP,

4.3. Ecuacion de la recta s que pasa por un punto P, corta a larectaryes
paralela al plano
Pretendemos buscar dos planos 7y y 7, que al cortarse, formen la recta s (la cual pasa por

P, cortaary es paralela a 7). Si lo conseguimos, las ecuaciones de los planos se
corresponderdn con la ecuacién implicita de la recta s buscada:

* Construimos los planos auxiliares 7r.
por donde pasa la recta s,
El otro plano lo construire

1Y M . Un plano lo construiremos a partir del punto P
el vector director de larecta r, y el vector formado ﬁ," }
MOs a partir del punto P y el vector normal del plano.

P
™ U 2 M =Ax+B n.
LTP', 1 1Y+Ciz+D; =0; ﬂz{;-'ftzEA;x+Bzy+CzZ+p

(174)

punto Py corta a dos rectas, r- Vs

|; éc;acién delarecta p

3. Galeul? g
=1l Ll
= x=—1 Y SE"J 2
rz1y )
z=1t i
=1k P,(1,-1,0)
X T ’
r21y=:1 == {i"r(—l. ()5))
z=

calculamos el vector perpendicular a v, y v, a través del
vector director de la recta solucién t (¥,) y adema x

5, =T X Vs = | = =0+0+]) -0+

e ey
ONSTIOIO
= &N = &

* construimos los planos auxiliares y y my:

p.(1,-1, 0)
my ﬁr(_lv 0, 1)
%,(0, 3, 0)
x—1 y+1 g
=1! 0 0]
0 3 :
. __1 % (1) ndo

P;(252.%2)
T 6s(ln 0, 2)
3,(0, 3, 0)




p,0 1.1
7,0.-1. 0

{10101 Cuidado con las

y m2:
coordenadas del puntoy del vector

+ Construimos los planos auxiliares Ty

P, 0, 0)
™y B,.(l,—l, 0)
B 01 0. 9=CF 1 1) 2

ol @Y g 55 —[z+0+y]=—x—y+1=o

=[-(x—1)+z+0]

0 9
0 b

-1 1 1 3
x—: y—l;) z—g n.lg_x_y+1=o,cambiandoslgnos,rr,Ex+y_E ;

P(1, 0, 0) 4
m,{ vs(1, 0,-2) b
ez )~ (1, 0. 9= % 0) 2 1

=4x+2z—4=0 '

x—1 y—-0 z-0
1 0 -2
0 2 0

x—1 -0 z-0 I:::
1 4 0 z_z nz=-.:4x+22—4=0,simpliﬁcando,n’zEZx+z—2=T,

rmando la recta ¢ (recta solucién del ejercicio):

=(0+22+0)—[0—4(x—-1)+0]

Los planos my Y 7Tz 5€ cortan fo

AX

L4




5. Problemas con punto generico

e 1 de ejercicios es el uso del pun

‘ Ja resolucid
Otrn hemmlenh: lmp:::::eel::: buscando al cual le Impongo una condicién con g| 05
Se trata de aquel pun

de poder resolver el ejercicio. Veamos unos cuantos ejemplos tipicos:

co de los puntos que equidistan de los puntos 4 y B: z

geométfl

para averiguar dicho lugar geométrico,
vamos a recurrir a un punto genérico G, a|
cual le imponemos la condicién de que
siempre esté a la misma distancia de Ay B,

B G(x, y, 2)~ d(A.G)=dE

Aplicamos distancia entre dos puntos, que ya sabemos que es el mdédulo del vector que forma:

AG=G-A=(x, y,2)-(1,30=(x-1y-32-0)

d(4,6) = [AG| = [x- D+ G -3)* + 2*

BG=G-B=(x,y,2)—(0,2-1)=(x—0,y-2,z+1)

d(B,G) = |BG| = 22 + (¥ —2)2 + (z + 1)?

d(A,6) =d(B,6) - J(x—1)2+(y—3)? +z2 = /x2 + (y — 2)2 + (z + 1)?

G-D+ -3 +2 =2+ (=D + (2 +1)?
vt 1y — by + 9+ =ty — ty + 44274 22 41
—2x—2y—=2z+5=0

BE-Zx—Zy—Zz+5=0

iilnteresante!! Este ejercicio también podriamos haberlo resuelto acudiendo al plano
mediador. {{Vamos a definirlo y resolverlo de esta forma también!!

(178)

resolver el ejercicio anterior medi
ra

pa  (usaremos el punto medio M)y su ve
plan

- cal

A+B 1,3 0) + (0, 2,-1)
W e 2

calculamos el vector normal del plano, que serd el
i=AB= B-A=(0, 2-1)-(1, 3, 0)
=lx—1y—1z+
(-1 -1,-1)
¥ = i (1
+ 73 2

L’:L"“"‘”S/f

2. Calcula el lugar geométrico de los puntos qt
: | 1
n!EZx—y+Zz+3=o v

£l lugar geométrico que equidista de dos planos se con
divide en dos angulos iguales a otros dos planos).

Para averiguar dicho

Aplicamos distancia entre punto y plano:

|A-P,+B-P,+C-P,+n|

A% + B% + C?

d(P, 1!') =



+2y-32-
/
/TR

to tienen dos soluciones; una de ellas con

s ecuaciones con valor absolu

tendremos dos planos bisectores (@, y a;):

~ de signo (negativa). Por lo tanto,
2x-y+2z+3 6x+2y-3z_5

23—y+21+3 + - - a —
I I l 2x y+22+3—_6x+2y—3z_5

) zx—y+zz+3__6x+2y—3z—5_.7(zx—y+2z+3) =3(6x+2y ~3z—5)
3 s 7

PR e Azt 21 =16c by —9z—15 - —4x—13y +2324 36 =0

2x—y;2:+3=_6x+2y7—32—5_.7(2x_y+22+3)= —3(6x +2y -3z 5
14x—7y+14z+21=—18x-6y+9z+15 - 32x-y+5z+6=0

b)

a,=32x—-y+5z2+6=0

n§4.~\

@ = —4x—13y+232+36=0

[180])

. “Fuatell Al tener la recta e

Aplicamos distancia entre dos puntos, que '

HUE forma;

(26 = 1 + (3t —8) + (£ 1)

—52t + 65 = —62t + 85

Gy, 2~ G(-1+26,-7+3t 8) 56




el bloque de g%:

:rcicios d

“ ' de ejerClC
RemiX :
illerato para el acceso ala un €rsidyy

Evaluacion del bach A &

y dos vectores directores U, y ﬁ’_,

x—1 y+1 z—¢

= s ot

= =(0,-1, 0) 0 =1 0

-2, 0)-@-1 0)=( o1 yei

3 0 1

Casolll éonoéc'mos un punto del plano P

Pﬁ.-’l, 0)
: 1:{ %3 0, 1)
PR =p-P=(1

=[0—3z+0]-[0-1-(x—1)+0]=x—3z—1 =0

b) Calculamos el punto simétrico de P(1,—1, 0) respecto a - en los siguientes pasos:

Paso 1. Calculamos el plano perpendicular a r que pasa por P:

3x+0y+lz+D=0
3-(1)+0-(—1)+1‘(0)+D=o 5D ="3

Paso 2. Calculamos el punto de corte a través de un punto genérico M de la recta:

M(x, y, z) »| MO +3t ,-2, t)

Sustituimos dicho punto en el plano para calcular el pardmetro y obtener el punto M:

T 711r=‘7r=(3. 0, 1)
P(1,-1, 0)

3-(A+39+(®)-3=0 - 3+9t+t—-3=0 - 10t=0 - ¢t=0
M=(1,-20)

Paso 3. Calculamos el punto simétrico de P mediante la férmula:

P'=2M-P=2:(1,-2, 0)—(1,-1, 0)= (2,—4, 0)—(1,-1, o):

[182)

l —Z T

D] = =10 =281

lﬁ’ﬂ'ﬂ 3 —18 30|
—2 =T
—1 =2 ]l

b) calculamos el plano 7T que contiene los

caso I CONOCEmES un punto del plano Avwdosz.

AR2R0)

ﬂ{ Fez-1 D

Ac(-1,-2 1)

R L ) I
=[-x+1 +4z—y+2]—[z—2x+2'—2‘y

_ Calculamos larecta T sabiendo que pasa por D y es de'mhi'al .
vector director de la recta es el mismo que el vector normal del i ' Plan

D4 1 3) [i=4+}
=

U e el ok 2 y=1+¢
v = Mg ( ) ]

) Calculamos el punto de corte a través de un punto genérico I(x, y, :z) d :
Iy, ) ~[1@+6 1+ 343

sustituimos dicho punto en el plano para calcular el parametroy Obtﬂfere; it

@+ +(A++3-(3+3)—3=0 > 5+26+9+9t—-3=0 t=
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no P dos vectores directores vy PP,:
) un pllﬂw del pla Y
I, g’g_!. Conocemos re

rectara garamélrlca para poder obtener Uy P,

I
Primero pasamos |a ecuacién dela T |ndeterminado mediante Gauss:

Para ello resolvemos el Sistema Com
Xty =z RS

3253 ‘ E;=E—E ‘ { y —7 T

i itas de abajo a arriba:
Definimos @y despejamos el resto de incogni

0 - =z

x +y —2 +1
{x +2y -z -1

x +y -z +1
{ Va2

x=-3+t Pr("3, 23 0)
rE{y:Z - {i:',(l,O, 1

z=t

P, 1, 1) x—1 y—1 z—1
)5, 0, 1) mpy ;T e
PP.=P-P=(-3,20-(1,11)=(-4 1,-1) -4 10
x—1 "y =18 z=x1

1 0 1

=[0+1:(z-1)-4--D]-[0+1-(x—-1D-1-(y—1)] =
=[0+z-1-4y+4]-[0+x—-1-y+1]=-x—3y+2z+3=0
ma—x—3y+z+3=0_]

b) - Recta s que pasa por el punto P y es perpendicular al plano 7r:

{ Jd@L, ak, 5h) x=1+2 1iTruco!! Recuerda no poner el mismo

Vo=f,=(1, 1, 1 ‘ S=jy=1+12 pardmetro a 2 rectas diferentes.
s = My AR
z=1+2 Vamos a llamarla, por ejemplo, 4

[184]

pistancid del punto.

d(P,™ =

Ccalculamos el punto de Intel

I(x, y, :

(1+}.)+(1+).)+(1+A)—1

=7/

x=1+l=1+(‘—3 =

¢) Plano o que contiene a larectary es
Caso [l: Conocemos un punto del plano

P.(-3, 2, 0)

7.1, 0, 1) o

i, (1, 1, 1)

Q

=[0+z+1-(y~



ByC:
noAydosv.doN’dInctomAByAc:
”1)- = x—; y—=1 z—3
(2:"10 1) =1 oY
—A=(3 0 0)- TR = S o !

C=A=(0; 30~ —{aly 2k M= =L e
2 15 =1

]_.

—[-x-D+4 G- 1)+l-(y—l)
21+2—2y+2]=3x+3y+3z_9=0

Six= 1+4z—4+y-—1] [z-1-

simplificamos

-Ecuacion de la recta h, perpendlcular a 7 que pasa por 0:

0= (0, 0, 0)
h{Vn-n,. a 11 =

b) Calculamos el punto de Interseccién a través de un punto genérico I de la recta:

Iz, y, 2) =

Sustituimos dicho punto en el plano para calcular el pardmetro y obtener el punto [:

O+@©+(©-3=0 - 3t-3=0 - t=3=1

[ 1=a.11) |

[186)

1-@-D-2G-D-2-0-1]=

_yolumen del tetrae

umen del tetraedro =

Vol

Fe-1.-D A1 2D
s 25 T 1

Fli,ﬁ&m: =1 22

dro T:

Y6 " I[4E




or los puntos

(].nelP;QYR:

e T ncqli'mn — —..
Ecuacién del pla o py dos vectores directores PQy PR:
m.cgnécemos un
i x =18 y:£0
P2 1) 2 1)=(-5 20 =5
P0 = —P=(—4; 0, 1)_(1'— & A 1 -4 3
miPQ=0 IR o2, D= 31 25
PR=R-P—( 3, 1 5 }’+§

_[-8:(z-1D+0-5-y+2)] =

13- (x—1)-15--D+0]
GRS =2x+5y—7z2+15=10

-15z+15]—[—8z+8—5y—101

pasapor Py Q,y larecta s, que pasaporRy §,

=[2x-2 c) Are

Area del triangulo =

b) Posicién relativa de la recta r, que ﬁ(—S, 2, 0)

p=P=(1,-2 1) o T
"5 =Pg=(-5 2 0) pGgxPR=|-5 2 0|=
—4 3T,
S
P=R=(-312) ;9]
{6,=k§=s-n=(o.—3. 0)-(-3 1,2 =B-4%-2) =5/ 2 80

PR=PR-P=(-3 12 -0-2 )=(4%3 1

—

- Formamos las matrices A y A° con los vectores anteriores y calculamos sus rangos para v I"',—Q' X P, RI

determinar la posicion relativa entre las rectas:

(BG4 -2

BB/ \-4 3 1

Area del tridngulo

=520
A= 3 -4 —2|=(20+0+16)—(0+30+6)=0
-4 3 1
-5 2 0 :
3hes0 s Como la matriz A" tiene el determinante

3x3 =0, elrg(A’) no puede ser 3

[188]




podcﬂ“"’ calcular
Ya
5“ '3r;:
dlr D= [
7
2 . debe Fry X Vry 1 1
lempre debemos 3
tre dos rectas primero s ‘ :
a) liRecuerdal! Para calcular la distancia en -
su posicion relativa: = : /
der obtenerv,_yp._ -L
r, a paramétrica para po Y P,
arecta’z 3 (2)2 ¥ (o)z,.f'..x

& la ecuacién del .
£ e 2 ecuacion falta y, podemos definir Ev despejar:

x+y—-1=0- Sty =02 "
c—t+1=0 ~[F=15E]D

Puesto que en la segund

{

! 0 o
= {; f 2’1 ':- t ‘ {frzél 1,12.1)) b) - calculamos el plano 7 p
P PAE T v, (1,1, .
z=t &
— = 2=y =z
= (P00 =%
RnEX=Y =2 {6,—,(1. 1, 1)
y= 2.
s=x=mr oo

m:eLzm—mam=bLL®

- Formamos las matrices A y A’ con los vectores anteriores y calculamos sus rangos para

determinar la posicién relativa entre las rectas:

' L L1 v, TR
AR oS = (=L A=(rzl)=(1 -1 1)
=L 20 r2
P"xpfz
TR
JA% = | L1 —(0+2-1)-(1+2+0)=-2%0
=120
TR 1108 1
18 —1 1

Como la matriz A" tiene el determinante 3x3 # 0,elrg(A") = 3

LAS RECTAS SE CRUZAN

[190]

Wr‘ 2 ﬁnl =

d(ry T2 =

|[¥ry : Vra Pry Pry )|

l?’l‘x X .i’.l'zlv

i, =vs=1,—1L 1)
p(0, 0, 0)

!

P(0, 2, 1)
7(1,-1, 1)

S = -

Sustituimos dicho punto en el m para calc
= 3
®-2-H+@+H=0 - 3
xi=t=1/3
y=2—t=2_—}/?;'

z=1+c=1+1[3



‘pasamos la ecuacién de la recta s 3 paramétrica para poder obtener v, y P_
éﬁn y obtener el valor de la x:

T e N

=-1

1E a2t
. x=1+2t P (1' 1, 1) 2 x_ P’(—l, 01‘1)
'rglff:_' = (510 |*T122L = {i:',(—z, 1 0)

PP,=PR-P=(-1 0-)-( 1 1) =(-2,-1,-2)

- Formamos las matrices A y A* con los vectores anteriores y calculamos sus rangos para
determinar la posicién relativa entre las rectas:

=l2r-2-22+2)- 222

ar 2 -1 0 17 2 -1 0
= W =(‘2 & 0) A=(ﬁ:)=(—2 )
PP -2 -1 =2
73 =5 0 Como la matriz A" tiene el
|1A°| = | —2 1 0|=(-4+0+0)-(0+0-4=0 determinante 3x3 = 0,
2521 2 elrg(A”) no puede ser3
2 -1 0
=20 1+7 0
2 -1 0\ it 0 Como la matriz A" tiene un
At = ( =B A ) & |__1 o | =-2-0=-2%#0 determinante 2x2 + 0,
2kl =2 elrg(A’) =2
A= _; —': g ) l Puesto que las filas son proporcionales, podemos concluir que g (4) = 1

RECTAS PARALELAS - SON COPLANARIAS

no se cruzan) si nos hubiéramos dado cuenta de que ¥, y U son proporcionales (ya que en
esta situacion podrian ser paralelas o coincidentes pero nunca se cruzaran).

[192]

filnteresante!! Podriamos haber concluido directamente que son rectas coplanarias (es decir,




a) Vamos a estudiar la posicién relativa de las rectas en funcién del pardmetro a:

- Primero pasamos la ecuacién de larecta ™ a paramétrica para poder obtener v,y p_

Puesto que en la segunda ecuacion falta y, podemos definir [z=t]y despejar:

y=0—0 —24+6t+2y=0 —4 134

{3x+2y=0 - 3:(-8+2t)+2
x—2z=-8 »x—-2t=-8 =

x=-8+2t P,(-8, 12 0) {P:(_l. 381)
= i o r g ’ S} =
r= {z ; :2 3t {6,(2.—3, 1) vs(=2, a,—1)
P=p-R=(-13 D-(8120 =09 D

- Formamos las matrices A y A" con los vectores anteriores y calculamos sus rangos para

determinar la posicién relativa entre las rectas:

Vr 7 =g -
3t - = Ui AT 293 1
()= = ) -G T )

78K—9 "1

Calculamos los valores de a para los cuales |A°| = 0:

2 —3 01
|A'I=|—2 a -1 =(2a+18+21)—(7a+18+6)=—5a+15=0—»a=3

7 =9 1

25 =3 e

—2 a —1

si a=3 — |A°| =0 - Determinante 3x3 # 0 - rg(a’) =3

LA RECTAS SE CRUZAN

f1aal

sia

amos que para a = 3 las rectas.

p) Record 0
cogemos un punto de una recta

paralelas, |
j R v
lnteresante: Fijate que este apartado podrfam Y
vamos 2 elegr (2 primera forma porque asi no ei
apanado anterior, N0 influiria en este Otro'(A

o e k
5, X PrPs = |2 —3 41
7 =91

e

2 =381

|, PzPs| IEV208
=d(PsT. ==
d(T,S) ( 5 ) Ivrl m



""" P 24 s
8(0)6:8, U2 et i g EE T alelos
--;‘1;1.11"':"-\"“'.-'(!6 igono ABCD es yp m.dlo
A C— (ou 5,
it W=7
; P cuy: ; proyeccion :
i &  conocemos un punto
0s son p’la_hadﬁﬂ el pmaucto mixto es cero: W.AC,AD =0 g;gJ—A(o' i
OB o 1D
g |77 : .
4,2)—(0,5.3)= @-1-1 T
. (2 3 1)-05 3)=(z.—2.—2)
B, 5 T 8] 3
[AB,AC.aD]=[2 -1 -1 (R
N 2 -2 -2
ORI Los cuatro puntos son coplanarios
a1 l —

- Para que el poligono ABCD sea un paralelogramo sé tiene que cumplir:
[A6-BC y AB-DC |
_ calculamos Ja ecuacién de la recta que pasa
AD = (2,—2,-2) ,/ e
Be=C—B=(2 4 2-(064=2-2"2 Puesto que se cumplen e -
las igualdades, ABCD p=M=(1 /2 /2)
A es un paralelogramo -
AB=(0, 1, 1) J s =0, 1;=1)
{EE=C—D=(2. 4, 2)-2 3 D=0 1 y v e

b) Area del paralelogramo: ¢ ‘
lArea del paralelogramo = |aB x Ac| l r/’—’— —
: 10. Dados el plano 7 = 2x—y =2 ylarectar =

e e R S el a)
ABXAC=| 11 1 =(—F+0+2j)—(2k-n+o)=Oz+2/—2k=(o,2,-2) i
11 b) petermina el plano que contlg
o? J k ¢) Determina la recta que pasa
1 1 2

a) - Pasamos |a ecuacion de la recta r a paramétrica |
podemos deﬁnir@ y despejar la y:

[
y—2z=2- y-2t=2 =

|aB x AC| = [(0)2 + (2)* + (-2)* = /8

Area del paralelogramo = IA_E X /TEI =V8=2-V2 =

[196]
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a-dztx—1

por A

p,,,..mnvv'“

_1y+0z+D =0

ﬁ'=ﬁ,=(2.-—l. 0) 2o 1-(1)+0°
‘{ 1 ‘ 2-(-2)—

A(-2, 1, 0)

o genérico I(x, ¥, z) de la recta r.
e a través de un punto REAET=S 3
paso 2. Calculamos el punto de corte

¢) Paso 1. Calculamos 7r; Que €

(0+D=0- D=5

|9t+9| =18

: o 3 x=7+2=
I(x, ¥ b Gly=—-6-t¢
- o — 1 =
dich to en el glanoparaalcularelparémetrovobtenerel punto de corte J. sie=1 z=-3+2t=
Sustituimos dicho pun b
"‘=7J"y+5=o 1
= L g >
oot S=0r0 b= / i
R Grzks=0~ 22 % z : x=7+2t=
1 t=-3 =2 G| Yy =-6=t==6
| 2 sl z=—3+2t=

5 lo tanto: 1
1,7, por lo ; &
Paso 3. La recta solucién pasa por A(-2, 1, 0)ypor '( /2) L

i;,=2‘i=1-A=(l. 5 5/2)_(_2, 1 0)=(3, 6, 5/2)

(=2, 1, 0)
S{6=(3' 6, %) o4

(198] ‘ \




"_(Hz,)“.(—t+t)+l-(zt)+3‘

, e anber-Ged] B =
«G-o-u—%r’ @7 + (O +()? B
e
s B

l].(I+Z()+'l'(‘l“")—1'(2!)—3|
JT+(1)? +(-1)?

=

dG,m;) = Az B +C
je - 31

T 43

d(c."l) = 4(6."1)

jse+3 _Je-3l
L L S (5t 4 3] = |t —3|
B

i

P |

{{Recusrdall Las ecuaciones con valor absoluto s¢ resuelven igualando al POSIVe y negative

- -3

's"s""_!l{5143=1-3-1: 4 2
0

5,‘3,,,4.3_(,1:()-11
ymiaztwid2 (") =-2

sie=("3/,) = ¢, ym-tstm-14("%)" % ¢i(-2 "5/ '3H
7-2.1'7(-‘/;;)‘ E

g=ie2t=ln2(0)=1
Sitm0 = Galy=-141m-140% | Gy(1.-1.0)
tm2twm2(0)=0

[200]

r

uacion del Ba,

gval

4s incognitas que ecuaciones
a) Al haber m &.‘
|uciones dependerdn de parimetros (hay inf
50 (hay infinitas 5

ysvs

\frmando m‘?@"m"”’ﬂmaw' I

x =84
soluciones { y=74
z=A

e
‘\ BA=8(1)=8
soluciones { ¥y =Td=7:-(1) =7
l: sd=(1)m])

——




1. Definimos las incégnitas:
x = Moneda de 0,5 euros
y = Moneda de 1 euro

z = Moneda de 2 euros

x+y+z=30
y=x+z

2. Planteamos las ecuaciones:

o.5x+y+22=34,50

3. Ordenamos las ecuaciones. Podemos multiplicar E, por 10y cambiar el orden:

XY ST

{0.51 +y +2z

-

4. Resolvemos el sistema de ecuaciones:

x +y

€ +y

+z
=2

5x +10y +20z

+y

x
2y
(Gx)+10y +20z

+z

x +y
2y
Sy +15z

+z

34,50 b e
30 [—x HySe=riss ()
0 Sx +10y +20z = 345
=30 (E) = X +y  +z
=0 () E=E+E @ +2y 0
= 345 (Ey) S5x +10y +20z
=30 (E) x 4y 4z
=30 (E) } = 2y
= 345 (E3) Ey = E3 — SE; (0) +5y +15z
30 3)
30 2)
195 1)

2) 2y=30 -

3) 5y + 15z = 195 — 5(15) + 15z = 195 - 15z = 195 — 75 —

1) x+y+2z=30 - x=30—(15)—-(8) —

x=17

30
30
345

30
30
195

[ Solucién: 7 monedas de 0,5 euros, 15 monedas de 1 euro y 8 monedas de 2 euras

N

[202]

PR

| sistema de ecuaciones;

wemos e s
4.Res®

-z =0 (E)
= 350 (E3)

= 30 E,
x 7 I (Ep
2y = (E3)

tz = 3083)

+
% 2; = 3002)
&y +152 = 200 )

2) 2y=30 o

15z = 200 — 5(15) + 15z = 200"

b

3)5y +

1)x+y+z=30 - x=30-—(15)

solucién: No se podria reali




: nversa sl su determinante es distinto de cero:
——m¢—4m-—-4 2 | _mi-4m—-4=0 I =

A tiene inversa

A no tiene inversa

sl X -1.g. X
b) Param = 0, calculamos A By A B: 5.Calc ula el rango de la siguient

(35 | |-l

OS] 0 0

esto que Cq y C4 son proporcional

Para calcular A~ « B, debemos calcular primero A
jiFijatel! PU
0RO 2 jamatrizAa través del determinante de
a)lA]=|-2 4 0|=-4 Como |A| # 0 — Existe inversa 1 0 4
01 =1
LAY & ¢
— a

adj (A): ;

siaz2ya®—6 =

...2 0|__2 An:(_l)nz,l—g ”:_2

A"=(_1)101.|:‘ —ol'=—‘ A= (12
y sia=20a=—-6 - IAzl—

i':1|=2 Azz=(-1)2"'lg _21|=0 A,,:(_l)h:.lg ?I:o

Az = (-1)** 0 2/__g A = (=1)3422 D2 iy . 0 0
l4 ol SR - =0 _ Sia#2,a%*—6
| soluci Sia=2
= = = =0 =) >
adj(A)=| 2 0 o) - [ad](A)]‘=(—2 0 -4) . St.a=s0 SNy
-8 -4 0 -2 0 0 -.\?
1 1y e
= -4 2 -8 i/ 2 ,
(A) 1= l [ﬂdj(ﬁ)]‘ ( -2 0 —4): 1/ 0 1 4 w:“"'
=28 0 () 1 & B
/z 0 0
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Y

svalores de @y

p'nlo!tll"”ﬁ-l =aA+ bl

Jados de la expresion:

A+biA - 1=aA’+bA

o;poernumlm

timos el sistema po

A A=(aA+bDA ~ I=aA
s calcular el rango de

- Dl
debem®

: able om,=uz+u,wmm”¢""m"“ Inicial y resolvemos:

aA? + bA) A2+ 2A= 3aA? + 3bA

A2424=31 - A*+24=3( 1

A*=3aA*~» a=1/
24=13bA - b=z/3

b) Calculamos los valores de a'y § para los cuales A* = aA + Bl

- Sablendo que A% + 24 = 31, despejamos:
A2 +24=31 - A*=31-2A
- Sustituimos en la expresién del apartado, sabiendo que A* = A% - A = aA + I

AR =ad+pl - (31-24)-(31—24) =ad+pl ;

comorg (A) vale tres, sabe
matriz A® no tiene determin,

sim=0— |Al =0 - Elra
m = 0 en la matriz buscando

912 — GIA — GAl + 44 = @A+ Bl — 91 —12A+4A* =aA+fl ;

Ol — 124+ 4(31 -24) =aA+fl —» 9 —12A+121—8A=aA+ [l ;

—20A=aA = a=-20

—20A + 211 = aA + fI {
21=p1 - =21

¢) Calculamos el determinante de la matriz 2B~*, sabiendo que B es una matriz cuadrada d
e

orden 3 cuyo determinante es 2: e
A= ( 1 0
[2B-1] =23|BY| |= 2L |2 &
(87 i
|kA| = k"[A S L = l
[4] 147 7] rPropxedades empleadas siendo n la dimensién

[206]




e Incluya te&etermlnant
=180

0o 1

-1 0

=180

0 1

mos que el 79 (
e 2x2d

os el sistem? param #

odrfa ser dos 0 tres. Ahora busca

AP
istinto de ceroy el término Indeper

S ro-D-=110=0

rg (A") no puede ser tres,

por lo tanto: T'g Aa)=2

Como la matriz A tiene un
determinante 2x2 # 0,elrg(d) =2

Como g (A) vale dos, sabemos que el rg (A°) podria ser dos o tres. Ahora buscamos un 4 V= |Al :
.l H W
determinante que incluya este determinante 2x2 distinto de cero y el término independiente: o am? + m2—m+ m3 —2m3 —m3
il = 2
m*—m

A'=(: K QE}F 12 3 |c0-1-9-0-3-2=1
TR0 12
1101 Como la matriz A® tiene un
TREE ORI determinante 3x3 # 0, el rg(A®) =3
B
Discusion rg(4) | rg (A*) | Incégnitas e 4 2m + 0 2
3 3 3 sistema compatible determinado = mZ —m =
2 2 3| Sistema compatible indeterminado
2 3 3 sistema incompatible d) Resolvemos el sistema param = 0
Alser un sistema compatible indeterminado lo resol

utilizar sélo las dos ecuaciones que contengan el

olvamos cuando sea posible, tendremos

que resolverlo param = Oyaquet

{iInteresante!! Como el enunciado nos pide que res
un si compatible indeterminado pero 0:0
A =( 0j 0:1

también param # 0ym # 1yaqueen este caso es compatibl
y utilizando Cramer. |[Vamos a ellos!!

hacemos? Pues arrastrando las m

e determinado. ¢Cémo lo
1 -1 0:0

0 - @=y=10

1 - E=1

.

e
= =
|

=

] Il

Soluciones del sistema param = 0 =

[208]




]
-2 —(m+1) 11

TR =
|1' @m-1) (m+2) i(z+2m)

- Discutimos el sistema por elm :
debemos calcular el rango de las matrices AyA™
1 m 0
14 =I Eos=(nd D]
1 @m-1) (m+ 2)
1 m 0 iy
WS mit) 1 i

= -m?

Calculamos los valores de m para los cuales |l =

m=-1

lJAl=m?-1=0 - m=ﬁ{
m=+1

Una vez calculados los valores de m,

étodo de teorema de Rouché Frob

enius, para lo cual

[—(m+1)'('7'“1'2)*'"1]-[(2'"—1)—2m~(m+2)]=
_Zm—m—2+m—2m+1+2m1+4m=

0:

siempre empezamos estudiando los distintos:

Sim#-1ym=#1- |A| #0 — Determinante 3x3#0—- rg(A)=3

Como rg (A4) vale tres, sabemos que el rg (A*) podria ser tres o cuatro pero, como la
matriz A® no tiene determinante 4x4, obligatoriamente rg Aa)=3

'Sim =—1-|A] =0 Elrangodela matriz A no podré ser 3. Por lo tanto, sustituimos
m = —1 en la matriz buscando un determinante 2x2 que sea distinto de cero:

0
1

[=-1

Como la matriz A tiene un
determinante 2x2 # 0,elrg(4) = 2

18 [=10
A=(—2 0 1 ]“")

[210]

c‘,mo rg
determlnante que

(A) vale dos, sabemos que el g (;
incluya este dets

Dpiscusion

m$—11m$1

m=-1

m=1




—240+1)—(0+2-4) 1 _

=i =1 N
C(=2+2+0)-(-1+1+0) 0
= =—=0
= -l
o » x=1
Soluciones del sistema param = 0 - {Y=—1
z=0

Ahora compf

obaremos si P, estd co

—x—z+2=0 {

e
p (-2 O 2)

puesto que a recta r-es paralelagl
plano 7 podemos calcular P, que es el
punto simétrico de P, respecto al
plano y como la recta solucién s es
paralela a r sabremos que tendrs el

mismo vector director que ella.

paso 1. Calculamos |a recta ¢ perpendicular al pia
como la recta es perpendicular al plano, el vector di
normal del plano: U, = Ti,

p(=2, 0, 2) .
== . 0D m) c=iy

¥ =iy




pasa por el punto A,y es perpendicular a la recta r:

1. Calculamos la ecuacion del pm

que es perpendicular a 7'y pasa por A,

l)Rm‘squeconnlnechr.

2. Calculamos el punto P que es el
punto de corte entre "y 7.

3. Calculamos el vector AP que ser4 el
vector director de larecta s
pefpendlcular aryque pasa por A4,

x=3 -t 7.(-1, 3 2)
— APNE < S % )
pI2000 "=1Y— 1+3t wm [Pr(3.—l. 0)
2 z=12t
1. Calculamos la ecuacién del plano T que es perpendicular a Ty pasa por A:
Como el plano es perpendicular a la recta,
director de la recta: Tiy = Uy

5= —x+3y+2z+D=0
n{n,.=vr=(—1.3.2) x+3y

el vector normal del plano coincidira con el vector

A, 7, 3) = -1-(6)+3:(N+2-3)+D=0->D=-22

[:E—x+3y+22—22=£]

2. Calculamos el punto de corte a través de un punto genérico P(x, y, z) de la recta:

P(x, y, 2) = |PGB—t ,—1+3t, 2:)\

Sustituimos dicho punto en el plano para calcular el parametro y obtener P:
—B-0+3(-1+3t)+2(2t)—22=0 » —28+14t=0 - t=2-| P(1, 5, 4)

3. El vector AP serd el vector director de la recta s perpendicular a r y que pasa por A:

AP=P-A=(1,54)-G, 7, 3)=(-4,-2, 1)

como'a et

La recta solucién serd: s 05 = AP =(-4,-2, 1) x=5 y—7z—3
[ AG, 7, 3) ) | s

[214)

a es perpendicular al p}

o =i}r=(—1. 35 2)

fi o .

|A-B,+B-B,+C'B,+D| :
VAT +BZ+ CZ

(8™ =

10
podemos racionalizar =) d(B,m) =\F

b) Calcula razonadamente el lugar gea
plano @ sea igual que la dlmhé!‘

A-Ay+B-A,+C-4,+D
d(A,a)=| X L 2 +D|
VAZ +BZ+C?

b) Para averiguar dicho lugar geométrico, vamos
cual le imponemos la siguiente condicién: d(G,

|4-(x) +

d(A, @) = 3/2 ;. d(Ga)=

|4x + 2y + 4z — 15|

Ld(c.a) =d(A,a) > e




_15=9 - 4x+2y +4z—-24 =
pr=2x+y+2z2—-12=

4x+2y+ 42

l4x+2y+4z—15]=9

5=-9 —* 4x+2y+4z—-6=0

|ﬁ2521'+)’+22-3=o

ax+2y+4z—1

11. Dados los vectores i = (0,1.1) F=11-DY W= (2.0.3):
t)pat-rmlm el valos de 4 € R tal que el vector i — AV €3 perpendiciiagein
2son| linea 'menu d pendlenm |os vectores 1,

Sheed ﬁ o ciones implicitas © carteslanas de la recta que pase
: s ] amente a los vectores it yi} i

< =T

¥y w? Razona la respuesta.

a) El vector ii — AU serd perpendicular # si su producto escalar es 0:

T—a5=(0, 1, 1)—A(, 1L.-D=(2 1-4 1+4)
(-2 1-2 1+2)-(2, 0, 3)=-24+3+31 = —21+3+31=0 -»

b) Los vectores 1, U y W serdn linealmente dependientes, si su determinante asoclado es g.

0 1 1

al ol il =(o+o-2)—(2+o+3)=—7:0

250 2003

0 1 1 1,V y W no son linealmente dependientes. Forman un
AEel o] conjunto de vectores linealmente | independientes.

rial i X v dard como resultado un vector perpendicular a ellos y por o

c) El producto vecto
que pasa por P(2,0,2):

tanto sera el vector director de la recta que buscamos (d,) y

2 G g S R
d.=u xv=|p { 1 =—t+j—(k+n)=—21+/—k=(—-2, 1,-1)
T 1
a2 e 1) 2y, 2= 2
r T » r rE = e—=
{P(z. 0, 2) == =2 1
e e~ 2——2y & x+2y—2=0
=7 A
%=z:12 - —y=2z—2 - z+y—2=0

[216])

~ Sfinimos 2 = tyyapodemos °h"'°l"ol. >

s +2z +4 =0
{ 4y tZ +1= 0 -

ormamos las matrices Ay A" con los v.qom
¢ la posicién relativa entre las rectas:

determlna

Uy 0 2 =1
2= e i gk =il 1) 71
’_’:P-: 5 2 0

=(0—-2+10)— (5.,.

Como la matriz A" tiene el




po,pyupanleloaryls.

Alserelplano mparaleloarys, |
usaremos como vectores
directores del plano los proplos
vectores directores de las rectas:

—d.l. = -‘I;,- = (0: 2, "'1)
s az. =Py = 1,-1, 1)

P(-1, 2,-1)
Pasamos la ecuacién del plano a forma implicita:
x+:) y-zz ”-11‘ =R+ +0-1(y-2]-[2@E+D+x+1)]
1 =1 1

0 21

c) Area del tridngulo que tiene por vértices el origen de coordenadas, el punto P y el punto
P’ proyeccién de P sobre el plano z = 0:

& Calculamos P' como punto de corte

P entre el plano z = 0 y la recta t, recta
perpendicular al plano y que pasa por
P. Para calcular el drea del tridangulo
aplicaremos el producto vectorial
entre los vectores OP y OP'.

m=z=0 - 7n.0, 0 1) ; t[P( 1, 2,-1) y=2

x=-1
d, =7, =00, 1) ts[
=-1ta

- Calculamos el punto de corte a través de un punto genérico P'(x, y, z) de la recta:

P'(x, y, z2) »|P(-1,2,-1+a)

Sustituimos dicho punto en el plano para calcular el pardmetro y obtener P':

“l+a=0 »a=1-|P(-1,2,0)

- Calculamos el érea del tridngulo aplicando producto vectorial entre los vectores O P y 0P'":

CECTR SN | ST k|

0P'(—1, 2, o)}" fOF; =\—1 2 -1|=2i+j=( 1, 0)
=L 2 8RN0

[0P 0P| = @+ 7+ (0 =v§ - -19F >;0 I=§u2

[218)

Fii i volumen de un cubo que um “! !’
)¢ '

0 estudiamos la posicién l’"ﬂl\n
prime ‘

"‘_,2,-3y+6z 5=0 1
In!eresantell Como los dos planos son pm1
! cia entre ellos. Cogemos un punto delp
dista® de su ecuacioény despejando la tm.n‘a:

es o
"'ﬂ::luran do que z quede el niimero més sencillo poslbl., -
yPr

2(_4)__3.(1)+6z—5=0-b 6z = _‘

calculamos |a distancia entre el punto del Pllno' )
3

I4(=4) + 6(1) - 12(0) 4

a0 = 4P ™) =

Luego, la arista del cubo es 9/14 unidades y su \

9\% 729
% f el = = —
U= ‘(14)

0,266 u®

Ao ABSIEND

=1




Buscamos un punto de la recta (Pr):

- Primero hacemos Gauss:

{—2x—3y+6z—5=0(£,) mmp Ei - E, +2E; = {x-;s;):i gzz:;,:g
ka2 =018

procunndo quexyZ que

9g=0 —»z=3

den numeros enteros:

- Ahora damos unvvalor ay

—5y+82—-9=0 —5(3) +8z— - P.(2, 3, 3)

D)@ 2=0 Jx=d

Sly=3—.{
x—y+z—2=

y =3+ 84 — El punto C tendrd [a forma C(2 +34, 3+ 84, 3+54)

x=2+31
r=
z=3+51

{iNotal! Con este método nos ahorramos las fracciones,

nos hubiera tenido que dar el mismo resultado. [[ESCOBe el método que prefierasl!

Construimos los vectores AB Y BC:

AB=B—-A=Q, 2, 3)-(2 1, )=(-1 1 0
BC=C—B=(2+34 3+82, 3+5) -1 2 3)=(1+34, 1+84 53

Puesto que AB y BC son perpendiculares, su producto escalar sera cero:

AB-BC=0 — (-1, 1, 0)-(1+32, 1+84, 54) =0

—1—-31+1+81=0 —» 52=0 - 4=0

Sabiendo que C(2 + 34, 3 + 82, 3 + 54), sustituimos A=0 - | C(2, 3‘3)J

Calculamos D (x, y, z), sabiendo que AB y DC son equivalentes:
AB=DC —» (-1, 1, 0)=(2-x, 3-y, 3-2)
—1=2—-x - x=3 s

1=3-y - y=2 E=p [0(3, 2, 3)

0=3-2 - z=3

[220]

pero podrfamos haberlas empleado y

te pidié en la cafeterfa 3 bocadillos :
uros- Al mirar la cuenta comprobg + 2 refre 73 :
QU fe hapygy o 05 de g
de mas. Reclamé y le devoly bian ‘
o Mm‘ ~52 )

llevarse un bocadillo y yn nfr,:;"m' Para
POr solg 3

ud‘ﬂ“

est
2 y9e

pau(as
cle oﬂ'edé
| 40% respecto a sus precios originales, i

illo, de un ref; * CLldleg
¢ un bocadillo, rescoy de una boleq 4.

dillos
~Boc
s rlefrescos

_ patatas
£ P

plan'eamos Jas ecuaciones:
2.

. "Pidié 3 bocadl
cobrado 1 bocad

)x+2}r+(2+1)2=19 - 4x+2y+32=19

llos, 2 refrescos y 2 de patatas Y PaES un tota
of

illoy 1 bolsa de patatas de mds”. Por o tany I de 19 eurgs, Pero le habian

0:
(@+1

evolvieron 4 euros”

+geclamo y e d - Por lo tanto, el bocadill
: Y las patatas
valen 4 eyrqs:

x+l=4

+ #| vendedor le ofrecio llevarse 1 bocadillo y 1 refresco por3e \
uros, lo

o del 40%". Por lo tanto, paga el 60%: Que suponia un

descuent!

o t—y=3- 60x + 60y =300 - 6x + 6y = 30
= = xt+y=§

3, 0rdenamos las ecuaciones:

4x +2y +3z = 19 x
+ =

X +z = 4 ‘ g y e 54
= g =

Y 5 4x +2y +3z = 19

[221)



)-y+z=-1-—y+M)=-1-|y=2

3)x+y=5 - x+(@)=5-|x=3

lucién: El precio }!5!_.59??"'!'9-" de 3 €, el del refresco 2 € y el de las patatas 1 cj

[222]

Fuqr -

x-a=(¢ Z)(g 0)=(a
ue AX = XA = (—: —g)

puesto q

Luego tenemos las siguientes cuatro ecuaciones:

b=—¢

oL, :}_ at+(@=1> 2a=1
a+d=1 a=d > d=1f,
a-d"c'b:l

vamern =1 | () ()-eComiadue

=—C

B2 - p
=—_’ i T
St ¢ 2 2

V3
si c=-— - b=+

L3 1

Xl" = Xz = :
V3 gl

+3 1/, a2



A= 1) “; ";‘ =2

-1 A sy =17

BRI
5

| A cpr |t

it t.u(m‘-(g 2 1)
-4 5) SR

1053 estudiar los rangos de A para q = 17 :
:r gna matriz 3x4, pensamos que ser mas sencillo—sz" i
5 U resg|

=2
g R0l ()< 5T o sia=
A"=—-[adj(A)]‘=—-( oNE2 1):( ONERZ 1 4 1 L
Al )\ 1 3 2 A=( 2 4 )mpFizRiop, 1
S Fimhon R S
BWAXEOR =G AX=C42B » X=A1-(C+2B)
sa=1
011 (122)(011)(244 2 s s e
C+28=110+2-011=110+0 2 2)=\1 32) - 5
(o 1 2) 1 -1 2 01 2 28254 =146 A= 3 _; mp F2=F-F = z .3 oy
F3=F+F o s ‘g 0l
0

—>
PRETR |2 s 5
A"-(C+28)=( 0l 2 1)-(1 3 2)= $0q
L =By =l AR S (%0) ; 3 o
0 o /mp Fi=2F+5F, mp\pa 20

0+1+2 0+43-1 0+2+6 3 2 8
= 0+2+2 0+6-1 0+4+6)= 4 S0

S35 912 —S5—6—12 -9 -12 -23 si 1
ia+1lya+ -2 r
g(4)=3
3 2 8 Sa=5d rg(A)=2
x=A“-(c+zB)=( 4 5 10) sia=1 2
) =} =R —~ rg@)=2

(224 (2251



Existe §~1

— (—1)143. 138 0/
Si3=(=1) l—l ZI‘
ey b e R
S s
Si=C0:|] 3=

A0 2 BAN8 6
adl(s)=( 8 -1 -s) - [ad](S)]'=( 0 -1 —1)
2

o=k =

5 = o lad) (I =_i2(

-4
0
2

8
=1
=3

-5 -3
2 —4 -3
6
_1>= 0 1/2 1/2
-3
=5\ 5/2 3/2
(226]

(227)

angode A en funcién del pardmetro a:

a)-R

IR O
—2 a+1 2
Faiig—1 a

e =l@+1)-a+a: (-2):@-1

=(az+a—2az+2a)—(—3112—3a+2a—2)=2az+4u.-

_—4tv4i 40 3
1t +4a+2=0 - a—Z\-2=
e | W [w@

sia=-1

180, =1 01 %2
A=(—2 0 Z'ﬁ\l_z _1|=4$0 - rg(4)=2
=3 |-2 -1

[sia=-1 B0

-Determinante de la matriz 24~ cuandoa = 1

080,51
MI=|—2 2 2|=(2+0+0)—(-6+0+0)=8
-3 0 1
1@
[24-1] = 23. A== 3,i=23._=_=1
I 47 =2 0o =3



Nﬁmero de pardmetros = Numero de incégnitas — Numero de ecuaciones utiles = 1

Afirmando que Et\esolvemos:

—2y—4z=-3 - -2y—-4A)=-3 -~ 2y=3-41 o |y= >

) Comprobacién de que B es invertible, encontrando m y n tales que B~' = mB + nl.

8‘=§l—23 - Bz+28=-311 —~ 3B2+6B=1- B-(3B+6I)=1

Puestoque B:-B~' =1 - B! =3B+ 6] Quedacomprobadoque B esinvertible.

luegom=3y n=6

[228]

)
A

<5

et
w

-Expre

2—m 1 miZmz—l)
(2 1 m 1! m
A ( 1011 Yo

2—m 1 m
A=l 1 m dile=
2m-1 1 1

(62 B4 E)o

x+my+z

Pz +y T

+y tmz =2m?—-q
_m)x

@ "I)x +my tz2 = m
@m— DX VY oz

5amos el sistema como matriz ampliada (4%):

-2 0 (5 =
1 -2 -2

-2 =2 4

Discusién rg (A)

[m#Flym#-24]#0| 3




rpendicula

Pl'(ll iv 1) .I L)

Lt il

Sistema
paﬁble indetermin

p) Para quelarectar esté contenid:
estar contenido en 1T, por lo tanto:

45 a=
A'=( 1 -2 1:;—2 l: _;‘=-—8—1=—9*0 S rg(A)=2
-5 1 yhALT 51

GRS 2187 AN
A= 1 2| 11-=2 4 ]
1311 =3 Al st

=(-8+10+47)—(70-8+1)=-54#0- rg(4") =3 tiene direccién (—1, 0,—1) sepide:
a) Estudiar la posicion relativa de hs(oi’ ?

g.Dadas larecta 7 =

Discusién rg (A) | rg (A*) | Incégnitas l Sistema
m=-2- 4] = 0 2 3 3 \ Incompatible j

{P,(l, 3,0)

ips(z.-s.n R
-’;r(z-—Z. 1) ol

ax(“l. 0,—1)

-

(230)

B



b) Plano que sea paralelo a r y que contenga a s:

Py =Py(2,-5.1) x—2 y+5 z-1
m{ vs(~1, 0,—1) I -1 ORI =
7,(2,-2, 1) 28 2 1

=[0-2-(y+5) +2-(z-D]-[0+2-(x—-2)-1-O+5)]=

=[-2y—10+2z—2]—[2x—4—y—5]= —2x—y+22-3=0

rnE—Zx—y+22—3=0J

¢) Plano perpendicular a la recta r y que pase por el origen de coordenadas:
(2 {ﬁd = Br(z:_z: 1)
P, (0, 0, 0) '

l a=2x—-2y+1z=0

2x—2y+1z+D =0
2(0)—2(0)+1(0)+bD=0 - D=0

[232]

asamos la ecuacién de la recty r‘: :

os y = tyyapodemos obte r ;
pefinimos ¥ 2 ner el resto e fas

-y 13 =0 0 o R
{ -z -3=0 - s,

2y

[x= -3+t S {P,(—3, 0,-3)
7=

=t -
;’-_- —3+2t v,(1, 1, 2)

a) Plano qué contiene las rectas ry s:

nemos dos vectores directores y podemos escoger el punty, f
que g;

Te
Nos vamos a decantar por P al ser un dato ofrecido :
Por el propio pro

b Ps(051n2) X — 0 F S
Eigr.a 1. 2) - LA Sl =

'l-;r(l: 1, 2) 1 1 2 P
jjoso!! La razén por la cual el determinante es cero es porque las recta '|> 7

9 543 |

vector director, son paralelas. Por lo tanto solo me sirve un vector dj ect
director |

que construir elvector: P.P; =P, —p. = (0,-1, 2) - (=3, 0,-3)

P, =Ps(0,-1, 2) 220 50
w i:',(l, 1, 2) - 1 1 2=
P.Ps(3,—1, 5) 3 5

=[5 G-0)+6"(+1)-1:(z-2)]-[3-(@=-2)-2-(x-0)+5-(

=[5x+6y+6—2z+2]—[32—6—2x+5y+5]=Tx+y—4z-

m=7x+y—-4z+9=0

[233]



[a=x+ty+2z-3=0 |

- Calculamos el punto de corte a través de un punto genérico M(x, y, z)delarecta:
M(x, y, 2) = M(=3+¢ t, —3+20)

- Sustituimos dicho punto en el plano para calcular el pardmetro y obtener M:

a=(-3+t)+(@)+2(-3+2t)-3 =0 - 6t—12=0 = t=2
rM(—l. 201) ]

-De esta manera, la recta solucién t tomara la forma:

x=—t
t{P(o'_-_.l' ) = tzi =-1+3t
v =PM=M-P=(-1, 3,—-1) z=2-t

c) El valor que deben tener los parémetros reales a y b para que la recta s esté contenida en el

planom:x — 2y + az = b:

Para que la recta s esté contenida en el plano 7, U; debe ser perpendicular a 7i,, y P, debe
estar contenido en 7, por lo tanto:

{Fs-i,.=0 -, 1 2)-(1,-2 a)=1-2+2a=0 —»@

Plem o (0)—2-(-—1)+%-(2)=b—.

[234)

: Jveriguar dicho lugar geométrico, v

emos 12 condicién de que siempre esta lami
on'

[2—tl
(e l2—¢l =

2 e
G =" 1

x=2-(0)=2
B > Pil y=2+t30)=2
LR z=1+(0)=1

x=2-(-2)=4 b
(=-2 > P2{y=2+3(-2)=-4 o P14 =4 =1)
z=1+(=2)==1 [

X =
b) - Recta interseccion entre m; y my: s = {y =0 5

_posicion relativa de la recta r:

PP,=P—PF=(0, 0, 0)—(2 2, 1)=(-2,-2,-1)

A i\
A=(Er)=(—1 3 1y ool =( 3
Vs (R 5 ¢ o 2

A

=1 3 1
[al={ o o 1
20—




Evaluacién del Bachillerato para el

Acceso a la Universidad | 2020

TR
Lo SR
Ls‘ﬂill'sml‘ﬂ“"‘=( b o)y3=(_1 b _1) que dependen del pardmetrg
\-1 2

real b

b 'monadan‘lénk_:e‘, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
res de b Sara qu'ef‘ég'ﬂguna de las matrices AB y BA tenga inversa.

ores de b para que |

matriz A4 tenga Inversa, siendo A‘ la matriz traspuesta de Al
A .

ainversa exista.

L2 RO (20 2b 0
A-B:( b ())-\L(_1 b _1)=(_b 0 2b
=5t ) & -1 2b -4

=3 0 =3) il )
|A-B|=|-b 2b =- =b 0 2b|=2b-[(=2b)— (—6b + 4b)] =
=1 -4 =1 1 -4
=2b-[-2b+2b]=0
LAB no tiene inversa para cualquier valor de b
Bix3 Ajzxr = Sax2
S
=l ) 7 i S
Ba=(E 2 (b o)-(2 )
=il 2
T | =3 B 1B 2 2
[Baal= e f=12-2bt=0i 5 262=12 o g o 5oy

BA tiene inversa para b # +V/6

[236]

() Invers? <

1 LA\t
1. adj(ata
W ear =

|AtAI=B'(b2 +2)

e =(F2 2)

adj (AA)" = (g bz(-)l- z)
.

1 i LAVt —
(,4‘.4)—1 = |AtA| g ad] (A A)

e ALA, cuando dicha inversa exista:

1

_*,(8 0
8-(b2+2) \0 b2+

b2 +2 0|=8'(bz+2)=0 =%
) AI’I 0Fess

(237



a-5=( 3)
u=( 9-1-G 3
oy

peranl C 96 9 m-ro=(i 0 D-C S

2o (1 ONTER =T, 8\ _(8 -8

A=t ‘(o 1/ \-4 —)‘(4 a)

b) Célculo de la matriz X que cumple la igualdad:XA+(A+B)’ = 2]+ XB:
XA+(A+B)‘=2!+XB—vXA—XB=Zl—(A+B)‘—o X(A-B)=[21-(A+B)"] -
> X(A—-B)(A—-B)*=[21-(A+B)](A —B)! » X=[2I-(A+B)"|(A-B)!

280
4 0

2484’
0 0

w-caer-( 9-G 9- (4

A+B= - (A+B)=

A—B=(2 :;)=C ‘TamosallamarC=A—B \

=l Y=res @=(3 Y wer=(3

1

-1 _
(O = 1)

AR
~adj (€*) =2 _i ;

X=[2I-(A+B)(Aa-B)!
b
SO EE I Y

[238)

&

de a para los que la matriz A no tiene inyer

yalores
atl

- N

=(-1-la 0 1

(i () 7

A=

W=
N =N

(==

=(_1)-[(0+2a+0)—(0+0+4a)]+a.[(a2+

__-a*+2a=0~ a(-a>—a+2)=0- —q?

ao-0-c » (5 2)-( =GR

(3x+1 x—1)_(3x+y 3+z
3y+z y—z) \x-y 1—2)

14| =0

Wtl=3x+y —|y=1]

X-1=3+z - x—z=4%

ytz=x—-y - —x+z=—-4y

Yy-2=1-2z -

{X-z=4

=Xz = —4

S.Cl

{x—z=4 i
0=0

o soluciones



dependiente dol pardmetio sl oy

;NON

R | G _aern 0
P R AR ([ =(ak 1) —a el
: 0 A i) 0 a a' =1
1 0 1 1 0
{@@+ )| ~@@+1) [-a?| 0 |=(a+ 1)'@, Rapugce” 0 |=
0 e 021 0 It =]

=(a+1)-a[[~a(@® - D] - [-(a+ 1) @ -D]] =

a=-1
—(a+1)-a-[-a*+a+a®—a+a?-1]=(a+1)-a-(a®-1)=0- !a 2 3:1

a=

Alser un sistema compatible indeterminado lo resolveremos m'edlnn‘;e
T 9 () | g (4") | incognitas Sistema j silizar sélo las dos ecuaciones que contengan el determinante 2x2 di
. '23*1_. Ml“*o 3 3 3 Compatible determinado ] o | 012
r=(l-2 -1]0 i 0 )
0.2
Sia=-1 y=2 — 2x==-2y+2 - 2x=-212)+2 -
2x+2y
o002 [-Zx—y=0
A= ( 0 -1 010 )
0 -1.0:4 y=2
Discusién rg (A) [ rg (A°) | Incégnitas Sistema J
¢ ez [FETy Incompatible J
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. x—-a=2 = x=2+a

{x=2+¢ P07 ;f::ti‘_. {P;(—l.—-t.o)
r={y=a - r{- TS =1y = ¥y(2,-1, 1)
z2=7+3a i) z=2

P,P;=P,—P. = (-1,-4,0) - (2, 0, 7) = (-3,—4,-7)

v, A3
A = 3, = ( 2 -1 1
PP, )

rt s

153

ot Uy el
A‘(B,)‘(z -1 1
G Sewc

s = 2
“'|=\ 2 -1 1‘=-u*0-ra(ﬂ')=3 \ R e
Ry |

b) Ecuacién del plano perpendicular a la recta r y que pasa por el punto P(2,~1,5):
{ii,=i,=(1, 1,3) Ix+1y+3z+D=0
b4
‘lr@-1, 5 1:@)+1:(-1)+3-(5)+D=0 ~16+D =0 — D= —16

‘251+y+3z—16 =ﬂ
<) Ecuacién del plano paralelo a a recta r que contiene a la recta s:

PS(_L —4, 0)
my {i,(z,— 1% 1)

%.(1, 1, 3)

21 1
i 1 3

x+1 y+4 z—O\

=[,—31:4-1)+1'(}'+4)+2'(z-°)]‘[‘1’(2—0)+1-(x+1)+6-(y+4)] =

==[-ax—3+y+4+2z]—[-z+x+1+6y+z4]

=—4x-5y+3z-24=0

M =-4x-5y+3z-24=9

[242)

# -§
kL

.

e = et oo

. P A

(£

& como B es un punto de la recta que no conocemos — B - VG
e

os la recta 1 a paramétrica:

'geselvem'ﬁ es paralelo al plano + 4B -5i=g

W=B-A=(+24 142 1+22) —(1, 2, 4) = (z
AB7i=(24-1+4-3+20):(1, 0, 2) =21+ 0— ¢+

ﬁ-r—i=0 - 6A-6=0->2=1

b) Vector (a, b, ¢) perpendiculara (1, 0,-1)y (2,1, 0).

§=(a,b,c)
|12 ] ok = 2
S=hxi,=|1 o —1\=(—21+D—(~T)=1-
PR () )
i=(1,-2, 1)



7.lospuntos A = (-1,2,1)yB = (2,5,1) son dos vértices de un cuadrado. Halla los otrog
dos vértices sabiendo que estan en la recta de ecuacion:

Como el problema no dice nada, tenemos dos posibles opciones:

Los vértices son consecutivos Los vértices estdn en una diagonal
G-
A 5
A B 7
® LL —9
o 77 /
r 7
7 4 T
5 B
Opcién incorrecta: Opcidn correcta (usamos punto genérico):
Como v,(—1,1,—4) no es proporcional a En este caso AG es perpendicular a BG por lo
AB(3,3,0) descartamos esta opcion. tanto sabemos que AG * BG = 0

Tenemos que encontrar dos puntos de la recta. Como no sabemos cudles son, recurrimos a
punto genérico. Para ello empezamos pasando la recta a paramétrica:

x=-—1
riy=4+21 - G(-4 4+21 -1-42)
z=—-1-42

Sabemos que AG es perpendicular a BG —» AG-BG =0

ACG=G—A= (=X 4+4 —1-4)— (-1, 2, 1) =(-A+1, 2+ 4, —2—-42)

G=G—B=(-2 411 —1—-40)—(2,5 1) =(=2—2,-1+2, —2-42)

G-BG=(-A+1,2+4 —2—42)-(-A—2,-1+2, —2—-42) =

=(=A+1):(—2-2)+R+A) (-1+A) +(-2—-42)- (-2 —41) =
=A% 4+20—-21—-2-2+2A—-2A+ 22+ 4+ 161+ 1612 =

1=0
=1822+181=0 — A(181+18)=0 _.{

A=-1
ST
R A i e . PROBABILIDAD
i os del tema: PROBABILIVZL
LR Remn; de ejercici

: jversidad
Evaluacién del bachillerato para el acceso laun

(244)

[245]




