1. Introduccién. Conceptos previos

1.1. Definicion de vector

Un vector AB es un segmento orientado, que tiene:

- Origen: Donde empieza

Extremo
- Extremo: Donde acaba :
- Modulo: Su longitud Origen :

- Direccion: La recta que lo contiene

- Sentido: Hacia donde se dirige Modulo

Un vector puede expresarse a través de la forma AB 6 ¥

Los vectores estdn libres en el espacio. Para trabajar con ellos buscaremos aquellos que
tengan su origen en el origen de coordenadas...jjAhora veremos la forma de calcularlos!!

1.2. Coordenadas de un vector definido por dos puntos

Sean dos puntos A(x3,¥1,21) Yy B(x2,¥2,2,). El vector definido por esos dos puntos es:

AB=B-A

—_— -
Calcula las coordenadas del vector AB en los siguientes casos:

) A0S REVIB (=2 3. 1) b)A(3,~1,:2) y B (-1, 2=3)

a)AB=B—-A=(-2, 3, 1)—(1, 0, 3) = (-3, 3,-2)

b)AB=B—-A= (-1, 2,-3)— (3,-1, 2) = (-4, 3,—5):

En este caso, ahora las coordenadas del vector AB tienen su origen en el origen de
coordenadas y su extremo en el punto (—4, 3,—5)
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1.3. Mddulo de un vector
d
El médulo de un vector ¥ (v, vy, Vz): es la longituc

Bl = [t + (vy)" + @)

: = 2,—3
Calcula el médulo de los siguientes vectores: @) U = (1, )

de dicho vector. Se calcula asi:

b) W = (=2, 1, 4)

a)v=(1, 2,-3) - |a|=m2+(2)2+(—3)2=ﬁ+4+9=m

b)w=(-2 1, 4 - W =V22+Q)2+@?=Va+1+16=V21

1.4. Suma y resta de vectores y producto por un nimero

Sean los vectores U = (1,—3, 2) y ¥ = (2,—1,—4). Calcula: @) 2u + 3V b) — 31 + 2%

@) 2 +39=2-(1,-3, 2)+3:(2-1,-4) = (2,-6, 4) +(6,-3,-12) = (8,~9,-8)
b) —3u +2v =-3(1,-3, 2) +2(2,-1,-4) = (-3, 9,—6) + (4,—2,-8) = (1, 7,-14)

1.5. Punto medio de un segmento

El punto medio (M) de un segmento, es aquel punto que pertenece al segmento y que estd a
la misma distancia de los extremos. Se calcula de la siguiente forma:

a

o= -
A M B M:T

Calcula el punto medio (M) definido Por los siguientes segmentos de extremos:
SR Gt A1 5) B2 1 g

_A+B 5 (, 2,-3) + (3,—4, 1) (4,-2,-2)

M
a) 2 2 T = (2’_1'_1)
: ey 0 )
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1.6. Vectores paralelos

Sabemos que dos vectores % (uy,u,,u,) y T (v,, vy, ;) son paralelos (tienen la misma
direccién) si son proporcionales. Es decir:

Uy uy iy

Ve vy v,

Deduce si los siguientes pares de vectores son paralelos:

Qu=(2-2 4yv=(1-1,2) b)ii=(2-6-4)yv=(1,-3, 2)

Dividimos los componentes de i entre ¥ para ver si son proporcionales y por tanto, paralelos:

2:0i=20%4 s D S
_— e— I e— =) = =
a)1 T =) — | uyv son paralelos
=3 = s
b)I=_—3=-—2 - 2=2#%#-2 —| uyv noson paralelos

Calcula el valorde k paraque u = (1,-3, 2) y v = (2, k, 4) sean paralelos:

BN

1.7. Puntos alineados

Los puntos 4, By C estan alineados si pertenecen a la misma recta, entonces, los vectores

AB y AC seran paralelos:
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Deduce si los siguientes puntos estan alineados: s s R i
@)A1, 0,—1) B(-1, 1, 0) C(0, 1,-1) b P(2 3 [ e |

aim)

a) Construimos los vectores AB y AC:
AB=B-A=(-1,1,00—-(1, 0-1)=(-211)
AC=C—-A= (0,1,-1)—(1, 0,-1)=(-1,1, 0)

—-— AC. (— aralelos:
Ahora vamos a comprobarsi AB (-2, 1, 1) y AC(-1, 1, 0)sonp

—

.—_i + % + % — Lﬁ? y AC no son paralelos, por lo tanto: A, B y C no estan alineados

b) Construimos los vectores T’ﬁ Y PR:
PQ=Q0-P=(2,54-(23 2 =02 2)
PR=R-P=(2,4,3)-(2 3 2)=(0 1, 1)

Ahora vamos a comprobarsi PQ (0, 2, 2) y PR (0, 1, 1) son paralelos:
.22

O\ lj@ y PR son paralelos, por lo tanto: P, Q y R estan alineados

1.8. Vectores unitarios

Definimos vector unitario v,, como aquel cuyo médulo es la unidad.

|vu|:1

Calcula un vector unitario con la misma direccién y sentido que 1 (—1, —2

3) y otro
l vector con la misma direccién pero sentido opuesto:

Primero calculamos el modulo de 1:

il = V(D2 + (=22 + 32 =VI+ 459 = viz

Para conseguir un vector unitario a U, dividimos todos sus Componentes entre sy modulo:
ot =il =7 3
Uy, =

ﬁﬁ \/?t) ‘ iiPuedes comprobarlo!| | mdédulo de (¥)y esiguala1

Finalmente para obtener el vector unitario a

U con la mis

3 ; ma direccién
basta con cambiar los signos de los compone

Pero sentido opuesto,
ntes:
S __( it 7 —3)
"2 \Via'via via
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2. Producto escalar (U - ¥)

2.1. Introduccién y calculo del producto escalar

El producto escalar de dos vectores, como bien indica la palabra escalar, es siempre un
numero (nunca sera un vector). [{0JO con la notacién!! Se denota con un punto (*).
Podemos definir el producto escalar de la siguiente forma:

u-v=|ul-|v]-cosa (Siendo a el 4ngulo formado por los dos vectores)

Sin embargo, nosotros lo calcularemos a través de su expresién analitica:

U V=U Vet Uy-vy+Uu, v,

iiCon un ejemplo vamos a ver lo fécil que es!!

Calcula el producto escalar de los siguientes pares de vectores:

b)i=(2 3,-1) yv=(,-2, 5)

au-v=01, 2,-3)- (-1, 4, 5)=1-(-1)+2-4+(-3) -5=-8

bu -v=(2, 3,-1)- (1,-2, 5)=2-1+3-(-2) +(-1) -5=-9

iiAcuérdate!! El producto escalar es siempre un escalar, es decir, un nimero.

2.2. Propiedades del producto escalar

a) Propiedad conmutativa: % - ¥ =7 - u

b) Propiedad asociativa: k- (% - v) = (k-u)-v

c) Propiedad distributiva: © - (V+W)=u-7+ u-w

d)v-¥ =|9|-|9|:-cos0°=|v|-|5]|-1=[5]*> porlotanto: ¥-¥ = ¥ |?

=

1
PROPIEDAD/APLICACION MUY IMPORTANTE... ijLa utilizaremos mucho!!

e) Si el producto escalar de dos vectores no nulos es cero ( i - v = 0), seran perpendiculares
Vocabulario: Ortogonal y perpendicular significan los mismo.
Esto se debe a que si i y v son ortogonales (o perpendiculares) formaran un d@ngulo de 90°y
el coseno de dicho angulo, al ser 0, dard como resultado un producto escalar de 0 también:
U-v =[u|-|#| cos90°=|i|-|#|-0=0 porlotantosi U-v=0-uUlV

0 Perpendicular




Deduce si los sigulentes pares de vectores son perpendiculares:

DR, 2. %)y = (2 1 0) b)i=(2,-1, 4)y¥=(1,-3, 1)
DU - T=(-1, 2 3).(2 1, 0)=(-1):2+2:1+3:0=0  Perpendiculare,
RV B (IS 1) (1,3, 1) = 21 4 (=1) (=) + 4 T 0 No perpendiculares

Calcula el valor de k para que los siguientes vectores sean ortogonales:
M=(1,-3 1)y V=5 k-2

lIRecuerdal) Ortogonal y perpendicular significan lo mismo.

Calculamos su producto escalar e igualamos k a cero para que los vectores sean ortogonales:
- v=(1,-3 1).(5, k,—2) = 1:5+(=3) k+1:(-2)=5-3k-2=3-3 .
BeSk=0 o 3k=3 o k=3/, o k=1

Sik=1- % .- ¥=0 - Los vectores ii y U son perpendiculares (ortogonales)

IIINTERESANTE!! Ahora ya sabemos deducir si dos vectores son paralelos o perpendiculares,
Ello serd una herramienta fundamental para los préximos temas de geometria.

2.3. Angulo entre dos vectores

Una aplicacidn del producto escalar es que nos permite deducir el dngulo entre dos vectores:

b TR U i
i+ U= il |¥] - cosa = cosa = =—— | a = arco cos — =
lul - || v [l - v
/ (14
\ I 7 Memorizar bien esta formula
s arco cos suele venir como cos R
En las calculadoras arco c liVamos a usarla bastantel!! v

Calcula el éngulo formado por los vectores i = (1,-2, 3) y ¥ = 2;=1,1)

U -v=(1,-2 3):(2-1 1)=2+2+3=7

cosa = Ill . IZI [id] = V(1)2+ (-2)2+ (32 =VI+4+9 =Via
ul - v

Wl =V@)2+ D2+ Q)2 =Va+1+1=vg

u-v Rels ot a=arcocosi—> a = 40,20°
COSA=T- 19l Vid-v6 V84 V84
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Dados los vectores % = (-1, 3,-2)y ¥ = (3, 0, 4)

a) Calcula la proyeccién del vector 1 sobre el vector ¥

b) Calcula la proyeccién del vector ¥ sobre el vector i

itte u-v=(-1,3,-2)-(3,0,4)=-11 > | - 7| =11

1wl [l =vV@3)2+ (0)02+ (4)2=V9+0+16=v25=5

By 11
proysu = ﬁ,’l = 5
i - | [ - 9| =11
b) proy; v =

[d = V(D2 + B2+ (-2)2=Vi+9 +4=V1a



3. Producto vectorial (U X V)

3.1, i
1. Introduccion y célculo del producto vectorial

El pro
ducto vectorial de dos vectores, como bien indica la palabra vectorial, es sje

vecto : Bhre
— 0 [10JO con la notacién!! Se denota con un x (también con A). 53
Su cj sy s 0 Tl
lculo se realiza resolviendo el siguiente determinante: U X ¥ = Uy Uk gy
t4
Vx Ry v,

Ca
lcula el producto vectorial de los siguientes pares de vectores:

DE=Q 2, 0y5=(-13 1) Hi=2-13)y7=0, 1, 0)

|
|

- — .i 7 E -

DUxT=| 1 5 , = (20 +3k+0) = (-2k+0+]) = 2i-j+5k=(2,-1, 5
i3 1 |
i j. 7‘* ixfi=(2,—1, 5)
182880

b P — -". .7 I_(. - —

JUXD=|5 _3 3[=(0+2k+0)—(0+3i+0)=—3i+0j+2k=(-3, o 2)
ORE0
2 P Uxv=(-3,0,2)
213

3.2. Propiedades del producto vectorial

a)uxu=0

b) Si 7 y ¥ son vectores paralelos — % X ¥ = 0
c) Propiedad anticonmutativa: & X ¥ = —(¥ x
d) Propiedad asociativa: k- (U xv) = (k-u)

e) Propiedad distributiva: i X (V+W) =uXv+ uxw

PROPIEDAD/APLICACION MUY IMPORTANTE... jjLa utilizaremos mucho!!

f) El vector solucién del producto vectorial de U X U, es un vector perpendiculara iy a v

5 W es perpendiculara (W L u)

Esdecirr U Xv=w >

W es perpendicularav (W L v)
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i
R Sy -

;

A
ey y
&

ulara los vectores 7 = (1, 2,~3) y ¥ = (=1, 0, 1)

W=UXxv= lij k k=2, 2, 2)
T 5 2 -3 | = T - Y OV T T 2k= ’ ’
5 B (2:+0+31)—(—2k+0+1)—21+2}+
12 JE Sk W(2, 2, 2) serd perpendicularailyav

2 -3

3.3. Interpretaci6n geométrica del producto vectorial: Areas

El producto vectorial de dos vectores nos ayuda a calcular el srea de un paralelogramo o el
drea de un tridngulo... iiVamos a verlo||

Area del paralelogramo: Es el médulo del producto vectorial de AB y AC

A B
@ Area del Paralelogramo = 4B x AC| | unidades cuadradas (2)
(o D

Area del tridngulo: Es la mitad del médulo del producto vectorial de 4B yAC
A B

— _.l

Area del triangulo = |AB x AC|/2 | unidades cuadradas w?)

()
>}

Calcula el area del tridngulo definido por los puntos: A(1, 3,-1); B(2, 1, 1);C(0, 1, —1)

AREIBEA= (281, 1) — (1) 3 =1) = @=252)
C_

F—

= A=(0, 1,-1)—(1, 3,-1) = (-1,-2, 0)

wiiy Ll BT - 5 .,

ABXXAG=| "1 —2 2 =(o—2k—2])—(2k—4r+0)=4?—2}—4k=(4,—2,—4)
-1 -2 0
LR T K
1 -2 2

|AB x AC| =J(4)2 +(—2)2+(—4)2=/16+4+16=36=6

Area del triangulo = |AB x AC|/2 = 6/2 =3u?
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4. Producto mixto [, ;W

4.1. Introduccién y clculo del producto mixto

una combinaclén entre -
{j0JO con la notacion!!

producto escalar y producto
El producto mixto de tres vectores es

vectorial, dando como resultado un numero:
inante:
Su célculo se realiza resolviendo el siguiente determ

Uy uy u; ‘

v, Vy Vz
Wx wy WZ

[ﬁ,ﬁ.W] =ﬁ~(ﬁXW) =

Calcula el producto mixto de:
@)ii(1, 0, 1); (0, 1,-1)y w(0, 1. 3)

itk () 1
a)[@yvwl=|0 1 -1 =(3+0+0)—(0—1+0)=4
01! 3
1550 el
0 1 -1
ik ()
b)[ii,iz‘,W]:\o il =(2+0+0)—(0+0+0)=2
288 02
1 0 0
01 1

4.2. Propiedades del producto mixto

a) (i, 5,W] = [W,,9] = [0, W, ]

b) [i, v, w) = —[v,4,w] = —[u,w,v] = —[W,v,u]
o) [ +¢,9,w| = [, 5,w] + [£.7,W]

d) k - [1,,w)] = [ku,v,w] = [u, kv,w] = [u, 7, kw]

PROPlEDAD/APUCACION MUY IMPORTANTE... jjLa utilizaremos mucho!!

e) Si el producto mixto de tres vectores es cero ([i, %, W] = 0), dichos vectores serdn
coplanarios (estan en el mismo plano). En esta situacion, ya estudiaremos que dichos
vectores no formaran un conjunto de vectores linealmente independientes.

—
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< 4 £ ;R i e | ¥ -
Como queremos que los tres vectores
[Z,5,Ww]=0 > m?

pertenezcan al mismo plano: [, %, W] = 0

Puntos coplanarios:

Diremos que cuatro puntos A, B, Cy D son coplanarios, si pertenecen al

mismo plano. Ello significard que los vectores AB,AC y AD también pertenecen a dicho plano:

AN

Deduce si los siguientes puntos son coplanarios:
2B (54, 0,1) ; C(-3, 1, 2) y D(0,—3,.0)

AB=B-A=(-40, 1)-(1,-2, 1) = (-5, 2, 0)
AC=IGA=(c3,01, 2)—(1,-2, 1) = (=4, 3, 1)
AD=D—-A=(0,-3, 0)—(1,-2, 1) = (-1,-1,—-1)
by EcEo 0
[ABAC,AD]=| -4 3 1|=(15+0-2)-(0+5+8) =0
=il =il il
=3 VoA
S 3

Como |AB, A_C.,A_] = 0 — A, B, Cy D son coplanarios (pertenecen al mismo plano).
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43, Interpretacién geométrica del producto mixto: Volumen

El producto m Icular el volumen de un parale

Xto de tres vectores nos ayuda a calc elepipe

B P\%oeu
en de un tetraedro... 11Vamos a verlol!

V°'““\en del paralelepi edo: Es el valor absoluto del producto mixto de AB, A¢ vyAD

AD
AL

Volumen del paralelepipedo= ”‘TB" AC,AD||| unidades clbicas @)

\%: Es la sexta parte del valor absoluto del producto mixto de E,,Tc‘y

o\ _/

~

Al

Volumen del tetraedro = 1/6 -|[AB,AC,AD]| | unidades cibicas @)

A\,

A B

Calcula el volumen del tetraedro definido por los puntos:
AEUR050): B (2 1 Sy EEL i o)

VaeDi(101 1)

AB=B—-A=(2 1, 3)-(1, 0, 0=, 1, 3)
AC=C-A=Q, 1, 0)=(1, 0, 0)=(0, 1, 0)
AD=D-A=qQ, 1, 1D-(@1, 0, 0)=(0, 1, 1)
[ﬁ,ZE,ﬁ]:. ‘:(1+0+0)—(0+0+0)=1

C = oo
N
SO W O W

Volumen del tetraedro = 1/, - |[4B,Aac, aD]| = Ve -11] = 1/6u3
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5. Dependencia e independencia lineal

5.1. Combinacion lineal de vectores

. - 3 - . - 1 < 71
Definimos un vector ¥ como una combinacién lineal del conjunto de vectores {14, U, ... Up}
sielsistemax-u; +y-Up+...4+z-U, =V tiene solucién.

Dado el vector ¥ (1, 2, 0), razona si es posible expresar el vector ¥ como combinacién
lineal de los siguientes conjuntos de vectores:

a)u; (1, 0, 1) 1, (0, 1, 1) ; 1z (0, 1, 0)

b)l_l‘l (1, 0, 1) 3 ﬁz (1, 1l 0) 5 Ti:; (0,-"1, 1)

a) Planteamos el sistema y resolvemos a través de Gauss:
X U +y- i, +z-U;=7v

x-(1,0 1)+y-(0, 1, 1)+z-(0, 1, 0) =(1, 2, 0)
(x, 0, x)+ (0, y, ¥) + (0, 2, 0) = (1, 2, 0)

x =1 (&) x

=1

Y SEZR—S R (E5) ; WA =7
x +y =0 (E5) mmWp E;=E-E =) y =1
El vector  si se puede expresar como
y+z=2-5—-1+4+2z=2 >|lz=3 combinacién lineal de u;, u; y Us:

B=1-i, —1 -1, +3 15

b) Planteamos el sistema y resolvemos a través de Gauss:

X U +y-U,+z-U3=7
x-(1,0 1)+y-(1,1,0+z-(0,—-1, 1)=(1, 2, 0)
CORORIEER BV R0) E (0, =2, 2) = (1,02,10)

5%y =i (&) +y =1 (E)
y -z =2 (E) VsZi =188 (E2)

x
x +z =0 (E3) m E; = E; —E; # { =y +z =-1 (E)

x +y =1 (E) XELY, L
yEZi=h () my i 3 y —z=2
=V +z = —1 (Eé) E3 = E3 + Ez ) =

El sistema es incompatible (1 # 0) por lo que no tiene solucidn. Por lo tanto:

El vector ¥ no se puede expresar como combinacion lineal de uy, u; y u;
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5.2, Vectores linealmente independientes y dependientes

Definimos Un conjunto de vectores linealmente independientes a aquel en el que todos los
Vectores son independientes entre si, es decir, ninguno de ellos se puede expresar como
€ombinacién lineal de otro vector de dicho conjunto. Pero si alguno de ellos se puede
€XPresar como combinacién lineal de otro (dependiente), no formaran dicho conjuntq,

Al formar Una matriz 4 con un conjunto de vectores, el rango de la matriz 4 coincidirg con g|
NUmero de vectores linealmente independientes y asi podremos determinar si dichg
Conjunto es linealmente independiente o no (Repasad las propiedades de los d9t9fminantes)

Comprueba si |os siguientes conjuntos de vectores son linealmente independientes o no:

DU, 0, 1;50, 1, 1)yw(©, 2 1) bEd 10);:50 1 0)ywq 1, 0)

a) Formamos |a matriz A con el conjunto de vectores y estudiamos su rango:

i () il
A= 0 1)
0 1

-

N

Rg(4) =3
Los tres vectores son

580701 linealmente independientes.
5= g ; i ’=(1+0+0)_(0+2+0)=_1¢0 Forman un conjunto de

it il vectores linealmente

O 151 independientes

b) Formamos la matriz A4 con el conjunto de vectores y estudiamos su rango:

il
A=(O 1 0)
iboak

Nos podriamos haber ahorrado calcular el

=0+0+0)—(0+0+0)=0 |A] si recordamos las propiedades de los
determinantes: Si un determinante tiene

|A] =

una linea de ceros, el determinante vale 0

O = O M
Lol S N SN
SCococoo

|A] = 0 > Rg(A) < 3. Buscamos en la matriz A un determinante 2x2 distinto de cero:

il
il
— === 0
A_(‘olg Iy glz1-0=1%

b il

Rg(A) = 2. Como solo hay dos vectores linealmente independientes no forman un

conjunto linealmente independiente.
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Definimos

cio o sube

3 estd formada por los vectores:
cuvos médulos son la unidad (unitarios) Yy ademds son

Como son médulos umtanos Y perpendiculares entre si,

i(1, 0, 0);j(0, 1, 0); k(0, 0, 1)
perpendiculares entre si.
diremos que es una base ortonormal.

~
&1

~i
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6. “REMIX” DE EJERCICIOS DEL TEMA:

VECTORES EN EL ESPACIO

1. Sean los vectores #(2,~3, 5) y (6,—1, 0),halla: \

a) Los médulos de it y ¥

b) El producto escalar de i y ¥
¢) El ngulo que forman iy v
d) La proyeccién de  sobre v

€) m para que w = (m, 2, 3) sea ortogonal a u

——

a)

il = /(2)2 + (=3)Z + (5)2 = V4 + 9 + 25 = V38

19l = V(6)2 + (—1)2 + (0)2 = V36 + 1 + 0 = V37

b)1i v =(2,-3, 5)-(6,—1, 0)=12+3+0=15

c) cos iy 15 ( 1> ) a = 66,42

a=———= S a=larcocosl-———— | = = 66,42°

lil- 13| ~ v38.v37 V38 - V37
BT 15] 15 15-V37

d)proy,—,-u: l |f7'| |:u ~ 2,46

\/ﬁ:ET 37

Racionalizamos

e) Dos vectores son perpendiculares (u ortogonales) si su producto escalar es cero: W - 4 = 0

e -9
Weli=(m 2 3):(2-3 5)=2m-6+15=2m+9=0 > m=—
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(—18K — 50 + 0) = 57 + 30] + 16k

w = (5, 30, 16)

b) El vector solucién del producto vectorial de i x v, al que hemos llamado W, es un vector

perpendicular (u ortogonal) a ellos. Ahora tenemos que transformarlo en unitario dividiendo
los componentes entre su médulo:

[w| = V(5)2 + (30)2 + (16)2 = V25 + 900 + 256 = V1181

g _( 5 30 16 “
Wt ﬁ181'41181'v1181) 1

3. Sea el triangulo de vértices A(1, 0, 1); B(0, 1, 0); c(0, 1, 2):

a) Deduce si es un triangulo rectédngulo en 4

b) Calcula el drea del triangulo

a) Para que fuera un tridngulo rectangulo en 4, los vectores AB y AC deberian ser h
perpendiculares y por tanto su producto escalar igual cero: 4B - AC = 0

A i

AB=B—-A=(0,1,0—(1,0, 1) =(-1, 1,—-1)

—_

AC=C—-A=(0,1,2)—(1,0,1)=(-1,1, 1) i

AB-AC=(-1, 1,-1)- (=1, 1, 1) =1+1—1= 1 # 0 |No es tridngulo rectangulo en A

b) Area del tridngulo = |_A_l_3_;<_4ﬂ
s U = . a
ABxAC=|_1 1 -1 |=0@-k+])—(-k-7-])=21+2/+0k=(2, 2, 0)
—11 1
TR Pk ;
=il at =l

=2 ~1,41u? i

Area del tridngulo = Iﬁ X ZE' = V@) + @)%+ (0)2 = \/—5
2 PR 2 2

2V2
2
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4. Sean los puntos A(1,-1, 3); B, 2 1);€(1, 0
a) Deduce si los 4 puntos son coplanarios-
o, 2t : mo ABCD
~ b) Demuestra que son los 4 vértices correspondientes a un AL

' ¢) Calcula el drea del paralelogramo.

—1);D0(1,-3, 1): \\

.[AB,AC,AD| =0
a) Cuatro puntos son coplanarios si el producto mixto es cero: |AB

AB=B-4=(1, 2, )-(1,-1 3) = (0, 3-2)

l

Gl 0= = (1,1, 3) = (0, 1.-4)
AD=D—-A=(1,-3, 1)-(@1,-1 3) = 0.-2-2)

0 3 I d
|AB,Ac,A |=l0 1 -4[=0 (Yaque tiene una columna entera llena de 0)
0 -2 -2 A B ]

( Los cuatro puntos son coplananos

b) Para que el poligono ABCD sea un paralelogramo se tienen que cumplir las igualdades:

AD=BC| y | AB=DC

{H)’ =(0,-2,-2)
BCIGBI= (1 0-1)— (1, 2, 1) = (0,—2,-2) Puesto que se cumplen
las igualdades, ABCD

es un paralelogramo

{A_B'= (ON3'=2)
DC=C-D=(, 0,—1)— (1,-3, 1) = (0, 3,-2)

c) Area del paralelogramo:| |AB x AC|

-

L
AB X AC = | o é _2\=(—12?+0+0)—(0—2?+0)=—10?+0]+0E=(—10,0,0)
0 1 -4
TR T
) & =

Area del paralelogramo = |AB X A_C"| = /(=10)2 + (0)2 + (0)2 = v100 =| 10u?
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' linealmente dependlentes, significa que el rango de la matrizA formadé
€S s menor que 3. Por Io tanto |Al=0

il @ il
IM-_-|0 2L =(2n+o+o)—(2m+1+o)=zn—2m-1=o
m 1 n
10 :
o> i Ya tenemos una ecuacién con dos incognitas jjVamos a buscar otral!

2. Si W es ortogonal a 1 significa que su producto escalar es cero: W+ = 0
w-u=(m, 1, n)-(1, 0, 1) =m+0+n=m+n=0
Ya podemos establecer el sistema de ecuaciones:

{21!—2"‘—1=0 S 2:(-m-2m-1=

n+m=0 —vn=—m>

N E I LA

bjParan=1- 1i=(1,0,1); 5=(0,2 1); w=(m, 1, 1)

Volumen del tetraedro = 1/6' I, v,w]l |=10u3
il ) 1
[dvw]l=|0 2 1'=(2+0+0)—(2m+1+0)=2—2m—1=—2m+1
ol 1
0 1
(1) - 7 1

1
Volumen del tetraedro = 1/6- [, 5, W]| = i |-2m+1| =10 - |-2m + 1| = 60

iRecuerdal Las ecuaciones con valor absoluto se resuelven igualando al positivo y al negativo:

—-59 ‘
—2m+1 =60 - m=-2—
|—2m + 1| = 60 |
1
2

6
—2m+1=-60 > m=
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