TEMA 2

MATRICES

[ B ——

| ¢Qué vamos a estudiar en este tema?

b i ,

1. Matrices. Introduccién y conceptos previos

b

- ¢Qué es una matriz?

- Dimensiones de una matriz

- Elementos de una matriz

- Diagonal principal de una matriz
- Matriz traspuesta (A")

- Tipos de matrices

2. Operaciones con matrices

- Suma y resta de matrices

- Producto de un nimero por una matriz
- Sistemas de ecuaciones matriciales

- Producto de matrices

- Potencia de matrices

- Matrices ciclicas

- Potencia de matrices por recurrencia

- Matrices conmutables
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1. Matrices. Introduccion y conceptos previos

- ¢Qué es una matriz?

Una matriz es un conjunto de nimeros y/o letras distribuidos en filas y columnas.

; ! ’ umeros.
Podriamos asemejarlo a una “estanterfa” donde tenemos ordenados los n

- Dimensiones de una matriz:
Las Filas son las lineas horizontales —>
Las Columnas son las lineas verticales \l,

Las dimensiones de una matriz se indican como FilasxColumnas (Truco: FerroCarril):

= A

A@E‘]:(o 1 4) B3xz)= (1) (1)

(2 filas y 3 columnas) (3 filas y 2 columnas)

De esta forma, podemos deducir facilmente las dimensiones de las siguientes matrices:

10 2 1 51 S
A@=<0 1 3) Bl =l 2081883) c:<o> D=t o))
10 2 2

- Elementos de una matriz:

Son los nimeros que componen la matriz. Su notacion es a;; siendo i — Fila y j — Columna
a1 412 Q43

A=| Q1 Q2 Qaz3
az; Qzz azz

De esta forma, podemos calcular facilmente los elementos de una matriz:

:j———%am=3
/= IC(H 2 > Az, =0
1 az; =2

1 (0 -1
CIRROR

a4, = No tiene
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- Diagonal principal de una matriz:

w/o
[3S)

\

o W

A=(%\%) B=<o A i) c=

- Matriz traspuesta (A):

La matriz traspuesta de la matriz 4, es el resultado de cambiar las filas por las columnas:

Calcula las matrices traspuestas de las siguientes matrices, indicando sus dimensiones:

1880 188280 1 185
A=l g B=lld @ 1);c=(1 283)5 D=<°)? E=(o 1)
il i W 2 1

1880
A3x2=<0 1) ‘ A‘m=((1) (1) 1)

it al

120 noa 4
B3x3=<1 0 1) - B[3x3=(2 0 0)

S O 2 OFE13?

1
Cirzs=(1 2 3) - C‘3x1=<2)

3

1

1

sz2=(1 2) - Etzxzz(; (]).)

0 1
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- Tipos de matrices:

Matriz fila: Matriz compuesta por una tnica fila.

Aix3=(1 2 3)

Matriz columna: Matriz compuesta por una unica columna.

1
A3x1:<2>
3

Matriz cuadrada: Matriz compuesta por el mismo nimero de filas que de columnas.
g i
t2a=(; )
2x2 28

Matriz nula: Matriz compuesta por ceros en su totalidad.
0 0
Agz = (
2x2 0 0 )

Matriz identidad (/): Matriz cuadrada compuesta por ceros excepto en su diagonal principal,
que estd compuesta por unos. De esta manera, pueden tener distinto orden:

wdy () (FR

Este tipo de matriz es muy importante. Se podria decir que la matriz identidad es como el

numero 1 de las matrices por sus propiedades:
* Producto: I-A=A A 1=A
* pPotencia: =l 3=

* Cualquier matriz cuadrada (excepto la matriz nula) elevada a ceroes I: 4% = |

Matriz simétrica: Matriz cuadrada que presenta simetria respecto a la diagonal principal.

5
A= < 2 2 ) Fijate que para este tipo de matriz A = A*
5 —

Matriz antisimétrica: Matriz cuadrada cuya diagonal principal es nula y presenta simetria a
ambos lados de dicha diagonal pero con los elementos cambiados de signo.
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2. Operaciones con matrices

-Suma y resta de matrices:

Es importante saber que para sumar Y restar matrices, éstas deber tener las mismas
dimensiones. Hacerlo es muy intuitivo iiVeamos algin ejemplo!!:

ParalasmatricesA:((I) i) y B:(—g (1) _2) CalculaA+B y A—B: ’

Il

A+B=((1) 2 3)+(‘2 SO

R Y 6 = (1—2 2+1 3+0)=(—1 3 3)

0+3 1+0 4-1

A—B=(1 2 3)_(—2 1 0)

3 A A o (1+2 741l 3—0)=(_3 1 3)

0-3 1-0 4+1

- Producto de un nimero por una matriz:

El nimero multiplica a todos los elementos de Ia matriz. Por ejemplo:

0=s 5 8) - (G )=(s 2 &)

Para las matrices 4 = (_12 g) y B= (; g) Calcula 24 + 3B y —34 + 4B

24+38=2("% 3)+3(; )

(72 0)+(5 )=(i1 @)

-mam==(7 Sedl EE G D=5 )
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- Sistemas de ecuaciones matriciales:
s matriciales se resuelven igual que los sistemas de ecuaciones, gg

Los sistemas de ecuacione
ndar el método de reduccigp.

decir, por reduccion, sustitucion o igualacion. Vamos a recome

én!l Las mayusculas indican matrices y las mintsculas, numeros. Por |o que

{iFijate en la notaci
"x", la solucién sera un nimero,

si buscamos "X", la solucion serd una matriz'y si buscamos

0 =g O
24 +3B= (7 s 12)

=&] 24

Resuelve el siguiente sistema matricial
n ==
=7/ & =il

8 -3 4 9 g
24 +38= (7 12) 24 +3B= (7 - 142)
=8 3 7
(T 5 .5 s 24 +4B = (14 ptie)
0 +7B = (14 =/ 0)
21 -7 14
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- Producto de matrices

Es importante saber que para multiplicar matrices es necesario que el niimero de columnas

de la primera matriz sea igual al nimero de filas de la segunda matriz. Las dimensiones de la
matriz resultante serdn las filas de I3 primera matriz x las columnas de la segunda matriz.

Amx(m'B@xn = Smx

Se puede multiplicar /I\

Calcular el producto de dos matrices no es complicado pero si un poco lioso ya que tenemos

que multiplicar cada fila de Ia primera matriz por cada columna de la segunda y sumar su
resultado. {Vamos a practicar un poco!

Para las matri =(L 3 (¢ WL
atrices A (0 z)y B_(3 1 4)Calcula/]B

Comprobamos que se pueden multiplicar ya que: 4 2x@" Bax 3 ¥ la dimension resultante: 2x3

Multiplicamos cada fila de la primera matriz por cada columna de la segunda matriz:
S

D=l BHE § GRS oian onia)=(8 2 B

ii0JO!! En el producto de matrices no se cumple la propiedad conmutativa, es decir, no es lo
mismo A - B que B - A. De hecho, B - A ni siquiera podria multiplicarse ya que: B, .3 ?,2
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- Potencia de matrices
La potencia de una matriz se calcula multiplicando:

A2=A-A

A=A-A-A 6 A=A%A

Vamos a destacar dos propiedades importantes de la potencia de matrices:

1. Para que una matriz tenga potencia, tiene que ser cuadrada.

‘ o S0 =
2. Cualquier matriz cuadrada (excepto la matriz nula) elevada a cero es /: Asd=71

TEE=3]

* Recuerda también que I™ = I. Es decir: =1 ; =l

Para la matrizA = (_i (2)) Calcula A%y A*

s BRI BleUsa 28] 2)

w-aa=( DG 0)-Gia Z50)=05 5)

1S 8 ()
ParalamatrizA=(1 0 1) Calcula A%
0 1 3

1310

it 72 T 20 14240 2+0+0 0+2+0 32D
A2=4:A=(1 0 1)- 1 0 1]=(1+04+0 2+0+1 0+0+3)=<1 3 3)
0 0

183 0+1+0 0+0+3 0+1+9

- Matrices ciclicas
Una matriz es ciclica si A™ = I, siendo n el periodo.

Si una matriz es ciclica, podemos calcular cualquier potencia de A que nos pidan. Solo tenemos
que dividir la potencia entre el periodo y quedarnos con el resto. jjVamos a ver un ejemplo!!:
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~ B e

=il =) =P
Para la matriz A4 = ( i % 1) Calcula A9, 420 y 421
) =il =l

Comprobamos si es una matriz ciclica Y su periodo:

— e

———
T -1 -2 -2 -1 -2 -2
sESsefall g dlblll a2 1>=
) =il =) 0 -1 -1

1-2+0 A=CRpR) DRy =il ). 7
=|l—=-1+2+0 —2+4-1) —2+2-1 —( il 1l —1)

0-1+0 0-2+1) 0—-1+1 =ib .- =il 0

———
A =it O 7 -1 -2 -2
A"=A"-A=| 1 1—1)-(1 2 1>=

-1 -1 0 0 -1 -1

1+0+4+0 2+0-2 24+0-2 1 0 0
=| -1+1+0 -24+2+1 —2+1+1>=<0 1 0>=l

1-1+4+0 2—2+0 2i=15-10 0 0 1

Puesto que A3 = I, podemos afirmar que A es una matriz ciclicay su periodon = 3

Por lo tanto, para calcular cualquier potencia, solo tenemos que dividir la potencia entre el
periodo (3) y quedarnos con el resto:

19 |3 < Periodo -
Av - 158 A19=A1=A=( i 2 1)

"1 ¢ Resto 1) =il =i

20 |3 & Periodo _q 0 2
18 6 AZO - AZ — 1 1 _1>
1

_2—(— Resto

!

AZO

21 |3 & Periodo

1 0 0
421 - 01887 A21=A°=l=<0 1 0)

T & Resto
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- Potencia de matrices por recurrencia

Calculamos las potencias sucesivas hasta encontrar una nueva ley. jjVeamos un ejemplo!!:

| 108 O] ) ’
| paralamatrizA=(0 1 0 Calcula A ,
} v 1 |
2 0 (2) 2!
il (1) il 18081 140+1 0+0+0 1+0+1 2)\
A*=A-A=|0 1 0 01 o>=<o+o+o 0+140 0+0+0)=(0 1 0 \_/
101 it (1) 14041 04040 1+0+1 28 082
P
—> ~ (522
202 TR0 BE1 240+2 0+0+0 2+0+2 4 0 \64‘1\
A3=A2-A=(o 1 o)-(o 1 0>=<0+0+0 0+1+0 0+0+0 |=|0 1
28 0582 180181 2+0+2 0+0+0 2+0+2 4 0 4
/\3“
> a 2
4 0 4 il () gl 4+0+4 0+0+0 4+0+4 8 0 (BAN\_ /
A‘=A3-A=(0 1 0)-(0 1 0>=<0+0+0 0+1+40 0+0+0 |=(0 1
4 0 4 180881 4+0+4 0+0+0 4+0+4 8 0 8

230N 2
Luego podemos concluir que: | A" =| 0 1 0 )
211—1 0 2n—1

- Matrices conmutables

Como vimos anteriormente, el producto de dos matrices no es conmutativo. Sin embargo, hay

ciertas matrices que si cumplen esta propiedad ... jiLas matrices conmutables!!
Decimos que dos matrices son conmutablessi: A-B =B - A

Veamos un ejercicio clasico para entenderlo:

,,,,,

Halla todas las matrices X conmutables con A (Es decir: XA = A - X)

Siendo 4 = (3 ;)

Para que dos matrices sean conmutables tienen que tener la misma dimensién y ser
cuadradas. Por tanto la matriz solucion tiene que tener, para este caso, una dimension 2x2.

La dificultad de estos ejercicios radica en que suelen tener infinitas soluciones, por lo que
vamos a tener que resolver un sistema compatible indeterminado. jjVamos a ello!!
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La matriz X serd: X = (“ b)

cierd
b
=G @G DGR 2= o2o)
sl NG EleG DR 7o)

X-A:A-X-+(a a+b)=(a+c b+d)

c c+d c d
a=a+c
E a+b=b+d
: ci=IG
I Ordenamos las ecuaciones
c+d=d

() a=a+c o c+ta—a=0 - c=0
(E2) a+b=b+d 5 a=d+b-b - a=4d
7(53) c=c - 0=0

\(54) c+d=d - c=d-d -» 0=0

Luego tenemos:

[ (Ep) c=0
() B=C SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO
(E3) 0=0
[ Numero de parametros = Numero de incégnitas — Nimero de ecuaciones utiles ]

Puesto que tenemos cuatro incégnitas (a, b, c,d) y dos ecuaciones dtiles (E; y E, ):
Numero de parametros =4 — 2 = 2
iiTruco!! Si alguna incdégnita desaparece en las ecuaciones validas, tiene que ser un parametro.

Asignamos una letra a cada parametro (4, u por ejemplo) y afirmando qued = 4 yque b = p,
resolvemos el resto de incégnitas:

d=2

b= b A
Sl SN xo (2 M)Aty

(E;)) a=d »a=42
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étodo de Gauss

3. Rango (rg) de una matriz mediante el m

-¢Qué es el rango (rg) de una matriz?

El rango de una matriz es el nimero maximo de filas o columnas linealmente independientes

Propiedad: El nimero de filas linealmente independientes €s igual al numero de columnas
t
linealmente independientes. Por lo tanto, rg(A) =rg(A").

Vamos a lo importante....jjAprender a calcularlo!!

- ¢Cémo se calcula el rango de una matriz?: Método de Gauss

En el tema siguiente (“Determinantes”), estudiaremos otro método igualmente valido al que
vamos a proponer a continuacion para calcular el rango de una matriz. Ahora mismo vamos a
aprender a calcularlo mediante el método de Gauss siguiendo los siguientes pasos:

Paso 1. Hacemos ceros debajo de la diagonal principal (tal y como haciamos en el tema de
sistemas de ecuaciones). iiConsejo!! Sigue el orden marcado. iiNo cojas atajos!!

Paso 2. El nimero de filas no nulas es el rango de la matriz. Por ejemplo:

C(Eg) e (B o
C=(%>#rg(c)=l D:%)ﬂm(n)zz

1. Calcula el rango de las siguientes matrices:

1R 3 il = 1586 |
nm o 1 20
(333) = 5znow oy (85 )
A= 1 R SH=HU% —2 il
@ 2 Fipem 0 N <a 6
(el 1
y L 0 1 4)=3
0 m) F,=3F-2F mp (- rg(4)

(32]




1828 01 158081003
A=0131> 3:213—%

10
280 () # & =2
0 1 TSSO N0 BT
A=( O\1 1 : <0 1883 1)
@ 0N 0 m) F=F-F, =) \© -2 2 -1

N

o o
N
w o

|

Pk

N

~

w 3

Il

W

+

)

o

o O

S)

o) o
—
N,
=
Q
~
S
R
Il
w

TR 1

g=[0 —1) (o
2 .

D1 m r-r-r, m \O

co
-
~
K
]
2]
|
[3%)
5

1 3
7 =4
2 -1
405
g
“L | rg) =2




4. Matriz inversa (A~1) mediante el método de Gauss

odas las matrices tienen inversa.

Empezaremos destacando que not

. -1).
Condiciones para que una matriz A tenga inversa (A7)

Ejemplo: Si A es una matriz 2x2,

1. A tiene que ser cuadrada de orden 1
el rg(A) tiene que ser 2

2. El rango de A tiene que ser jgualan

Si una matriz A tiene inversa, diremos que A es invertible o regular.

Si una matriz A no tiene inversa, diremos qué A es no invertible 0 singular.

Propiedades de la matriz inversa:

* Sj una matriz tiene inversa, esta es unica.
* (A‘l)‘1 =A

*(a-B)y =B A"

ducto de una matriz por su inversa es la matriz identidad. Es decir:

jilmportante!! El pro
Al-a=1 ATATE=

- ¢Coémo se calcula la matriz inversa?: Meétodo de Gauss-Jordan

”), estudiaremos otro método igualmente valido (y mas

En el tema siguiente (“Determinantes
a matriz inversa. Ahora mismo

sencillo) al que vamos a proponer a continuacién para calcular |

vamos a aprender a calcularlo mediante el método de Gauss siguiendo los siguientes pasos.

{i0JO!! Es un proceso sistematico pero puede resultar algo lioso, por lo que aconsejamos

seguir el orden marcado y... iiNo coger atajos!!:

- Paso 1. “Pegamos” a continuacion de nuestra matriz, la matriz identidad (/).

- Paso 2. Hacemos ceros en nuestra matriz por debajo y por encima de la diagonal principal

(realizaremos las mismas operaciones en la matriz /).

- Paso 3. Dividimos las filas por el nimero de la diagonal principal para terminar de

transformar la matriz A en la matriz /.

- Paso 4. Una vez transformada la matriz A en la matriz / la antigua matriz / queda

transformada en la matriz At

iiVamos a ver este proceso con algunos ejemplos!!
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R

1. Calcula la inversa de las siguientes matrices:

=) (1)

w =
~—

- Paso 1. “Pegamos” a continuacién de nuestra matriz, la matriz identidad (/):

(11I10)
1803 0 | BRO 381

- Paso 2. Hacemos ceros en nuestra matriz por debajo y por encima de la diagonal principal
(realizaremos las mismas operaciones en la matriz I):

(&ll (1) (1)) - Flzze*ﬂ - (%§: _1 (1))
(RS ) e R 2 (20 ] 8 =

- Paso 3. Dividimos las filas por el nimero de la diagonal principal para terminar de
transformar la matriz 4 en la matriz I:

ORF| B30 Fy/2 0 I SR =y
% | —1 1) = p;/z =) (%I —1/2 1/2)

- Paso 4. Una vez transformada la matriz A en la matriz / la antigua matriz / queda
transformada en la matriz 4~ 1:

3/2 _1/2
A7l =
_1/z 1/2
i 2
B"(z 4)
fn oz [ i 0)
-Pasol.(2 Al W
2 [ 0) ; (1 a.l 1 0)
- Paso 2: (&I 0 1 ‘ Fy =F, — 2F, ‘ [0 Oll =% il

v

iilmportante!! Como nos ha dado todo ceros, significa que rg(B) < n - No existe B~1
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2. Calcula lainversa de la matriz:

- - O
S -Oo
(ol =) <

oo -

(=3 )

- OO

- O

o - O

- O

-Paso 1:

- Paso 2:

0 0
1 O)
0 1

1
0
| =il

o 1|
mp |0 TR
F3—F @0 <

Fs

oo~

(=2 )

- O O

o -

Fy+Fy

Fi=

- Paso 3:

Fy/1
Fy/1
F3/-1

(36]




3. Calcula la inversa de la matriz de:

i 8 Y
A=( 2EN 1
=it 72 B

o = O

= o o
-

( 28| S 180 0) X A0l o
18 | RO SE190 F2=Fz_‘2F1 ((8 =5 5] -2 1
€D 2 [ RO 01 l Fy=F;+F = 0 | 1 0

0 -5 5] -210

28| 1S 0 M0
(055|—210> (
0 | 10 1/mp Fy=F,+F, mp |—111
\

1 32|100>

iilmportante!! Como nos ha dado todo ceros, significa que rg(A4) < n — No existe A~ 1
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