ies.
afonso X
osabio

INDICE
ACERCA DE LA LICENCIA DE ESTE DOCUMENTO ....utitiiiiie ettt e ettt ettt e e e e e et teee e e e e smneeeeeeeeeenan 7
Reconocimiento-No Comercial-Compartir Igual 3.0 Unported (CC BY-NC-SA 3.0) ....cceeeecrieeeeciieeeirenn. 7
[ (o ey Tof: IU K d=Te I =T 1 o T f <o S 7
Bajo 1as CONAICIONES SIGUIBNTES: .. ..eeiiiiieeeeeiccitieee et e e et e e e e e et e e e e e e s eesabtaaeeaeeeesnsraseeaaeeean 7
TEMA 1: REPASO DE POTENCIAS, RADICALES Y LOGARITIMOS......niiieiee ettt e e 8
REPASO LOGATEIMIOS ...t nannnnnen 9
Ficha de repaso CAICUIO NUMEBTICO .....uuiiiiiii ittt e et e e e e e e ta e e e e e e eeansbaaeeaeeeannn 11
FAICES ettt et ee et e ettt e ettt et e et e s a bt e ea bt e st e e ea b e e e a bt e ahe e e e a bt e eh bt e e bt e e R Rt e eaE e e ea bt e ehb e e be e e et e e nbbeeanreennbeenateea 11
LOZAritMOS Y EXPONENCIAIES .....vveeieiiie ettt e et e et e e et e e e e sre e e s seeeeesteeessnssaeesnaeeesnsraeennns 11
TEMA 2: REPASO ALGEBRA ..ottt s te et s sttt s ettt ssssas st s st st sssastetsssanssssasatesasesesesans 12
Ecuaciones logaritmicas Y €XPONENCIAIES .........uuviiiiiiieiiiie ettt e et e e e e e e e e e e e s baaeeaeeeean 12
Polinomios, factorizacion, fracciones algebraiCas ......cccccuuieeeeieiiecciie e e e 12
TEMA 3: RESOLUCION DE TRIANGULOS ......cuvuuiuuieniiienieiesisitesseesissessis e ssesessbeses s ssesseseessensessenes 13
TEOREMA DEL SENO ...ttt ettt ettt e e e e ettt e e e e s s s et e e e e e s e aasbeeeeeeseaaannbeeeeeeaeaannees 13
TEOREMA DEL COSEND ....coutiiiiiiiieiiesieeie ettt sttt re e n e ne s sre e smeenneesneennesenesenennees 13
FICHA I TRIGONOMETRIA ..ottt bbb a bbb s bt ss s 14
FICHA Il TRIGONOMETRIA: RESOLUCION DE TRIANGULOS ......coevuruiieneiiaeeciniseeeeeeseiseisessessse e 15
FICHA 11l TRIGONOMETRIA: PROBLEMAS DE REFUERZO ........oeuvieireiiesieseeiesssesessie s sae s 18
Razones trigonométricas de angulo dobIe .........oooeeiir e 20
Ficha Ecuaciones y sistemas de ecuaciones trigonoMEtriCas........cccceeieeiieiiiiiieeee e e et e e e 20
TEMA 4: FUNCIONES ELEMENTALES Y GRAFICAS.......cocviiteiiecieieiieteseee et sasse s 21
(00T Vol =T o] o T o = 1Y ol 13RS 21
EQUE €5 UNA FUNCION? ...ttt 21
éQué es el DOMINIO de Una fUNCIONT....c..eoiiiiiiiiie e st 21
éQué es el recorrido 0 rango de UNa fUNCIONT .....couiiiiiiiii e s 21
¢Qué es la ecuacion de UNa fFUNCIONT ......c.eeiiiiiiiii e s e 21
Grafica de una funcidn: representacion y desCripCiON .........occuveeeeciiieeiiee e eere e e e 21
[Ty ol 1ol T Y I PSSRt 22
FUNCIONES POLINOMICAS. ..ottt tete ettt s ettt sss sttt sssasasas s et sassetesetesessssasssasasasans 23
Rectas (funciones polindmicas de rado 1) .....c.ceeiiieeeeciii et e s s e e e e e e enes 23

Funcién cuadratica: pardbolas (funciones polindmicas de grado 2) .....ccceecvvveeeviieeeciee e 25



ies.
afonso X
osabio

Funciones polindmicas de Srado 3 .......ccccuiiiiiciiie ettt e e ere e st e e e et e e et ee e e snae e e enraeeenes 27
FUNCIONES RACIONALES ...ttt ettt ettt e e e e e s sttt e e e e e e s e aab bt e e e e e e s e aansbeeeeeassesnsbeeeaaaeaanan 29
[ 1o 1= Yo - USRSt 29
FUNCIONES RADICALES O IRRACIONALES ...ttt sttt st e 32
FICHA INECUACIONES. ...ttt ettt ettt e e e e e s sttt e e e e e s e bbbt e e e e e e saaansbeeeeeaeaesansbeaeaeaeaanan 34
FICha d@ dOMINIOS L....eiiieiieieee ettt sttt sn e r e e nre e e e 34
[ [olol [0 o TSI 1 Fo =T o Lot [ USSRt 34
IFFACIONEIES (CON FAICES) . .iiiuriiieeeiiee ettt ettt ettt e e ettt e e ettt e e ettt e e eetaeeeeaseeeeesteeeeesaeeessaeeaeasreeannns 34
FUNCION EXPONENCIAL......cucvvieireiactetetsae st sssssse st s s bbb s s s bbbt s s s s sss s s s s sesnaesenas 36
Descripcion de las gréaficas fx = ax (recordemosquea > 0y a # 1 Siempre)....c.cceceeceeeveeceeneennen 36
FUNCIONES LOGARITIVIICAS ...ttt ettt ettt ettt ssssssasss st ssssesesetesessssanasssasanans 38
Definicidn de funcion [0garitmiCa........ueeccuiiie et e e e et e e e ete e e e s nae e e erreeeenes 38
Descripcion de la grafica de cualquier funciéon logaritmica con base a>1....................... 38
Simetrias entre la funcién exponencial y [0garitmica ........cccvveeriiiicciiiee e 38
Simetria entre las funciones logax y loglax , donde a>1 ......cccceiiiiiiriiniiiieiieeee e 39

[ Tol s e [l [oT 0 01T YL T3 | FO PP TP PR RPN 40
(oY ==Y 1 o] [or= RPN 40
EXPONENCIAIES ...ttt e e e ettt e e e e e et b e e e e e e e s eesaaabeeaeaeseesastaaeaeaeeasansaareeaeeeesansraaeaeeas 40
FICHA DE PROBLEMAS DOMINIOS .......otiiiiiiiirieientesiee sttt et ettt reesne s e sene b sneesreennesmne e e s 40
FUNCION VALOR ABSOLUTO ...ttt ettt ettt s st st ssssssssssssasssssssssesstesessssasssssasasans 42
FUNCIONES DEFINIDAS A TROZOS ...ttt ettt ettt e e ettt e e e e s ettt e e e e s e saasbeeeeeeseesnnbeaeeeeeaennn 43
FICHA DOMINIOS ..ttt sttt ettt sttt et s st st e r e sn e e esene st e e sbeenreenesmneemnesne 44
FUNCIONES A TMOZOS ...ttt ettt e st e st e e st e e sab e e sane e sabeesaneennees 44
REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES .......vvivveveeeecteeeeeeteeseete et etesessass st ses et tesessss s s ssasanans 45
1. Partiendo de una funcion elemental........cocoeoieiiiiiiieneee e 46

NY (141 T T TP P TP 46
Simetria con resSPecto @ UNA FECLA ..uuviiccvieeieciee ettt e eete et e e ete e e e eaae e e e 46
Simetria con respecto @ UN PUNTO ......ccccviieiiiieee ettt et stte e e ere e e e evae e e e 48
TrASIACIONES ... ettt et b e s st e e e s b e r e e e b e nr e nares 49

2. Partiendo de la descripcion de 1@ GrafiCa......ccueeiceieeeeiiie e 49
Graficas, representacion Y deSCrIPCION .......iiii it e e e e e et e e e e e e e s erbaa e e e e e e s s araaeeeaas 50
Funciones definidas @ tr0Z0S ......c...eiiiieiiiiiiee ettt 50

(RO T g Vol oY o [oY g T={o oo o114 [or- PSSt 50



ies.
afonso X
osabio

TEMA 52 LIMITES ..ottt st a bbb s et b b ae s b s st s 51
(@fo] g To1=T 0 o T o - 15 [l o 1P PUP P 51
Tabla de iNdetermMinaciones (SON 7) ..uuiiicuiieeeciie e ceiiee ettt e e eree e etee e s e e e s e e e eeate e e s sataeeessseeeennsneeernreeeaan 51
NO SON INAELEIMINACIONES ....eeiiiiiiieriee ettt et s e s e r e neeee e eaes 52
Limites clasificados por indeterminacioNes...........ooi oo iiiiie e e e e e e rae e e e e e eeaas 53
FICR@ LIMIEES et sttt et st st b e r et e et s ene s b e e r e e nbeenneemnesneenes 54
=] o ol T T =T T Tolo PSPPSRt 54
Limites de polinomios y DE cocientes de polinomios en el 00 Y -00 ........cccccvivvieiiiiiciiiiieee e, 54
Limites de funciones en un punto, indeterminaciones del tipo 0 0.........cccceeevciieeiecieeccciee e 55
Limites de funciones irracioNales (FAICES) ...iiicureeiiiieeeeiie e ciee et e et e e e e et e e e raeee e e snaee e e snreeenanes 56
Limites de sucesiones. fracciones algebebraiCas.......cocccuuvieei e 56
LIMItES EXPONENCIAIES ..eeeiieiiieciie ettt e et e st e e et e e e e e eteeessaeeeesstaeeesnsaeeesnsaeeesnssneennnes 57
(BT T olo T W o T [ 411 o 1SSt 57
TEMA 6: CONTINUIDAD Y DISCONTINUIDAD DE UNA FUNCION......c.coovivivieiieeieeeeeeceeteteesesesesesssseesesenenas 58
(0o T AT a [ ] Te F=To =T U T o I o 10 [ 1 o TSRS 58
Tipos de discontinuidad N UN PUNTO ......uiiieeiiiec et e et e e eere e st e e e st e e e eenaaeesnnaeeeas 58
Continuidad de las funciones elementales...........cooueiriiiiiiiiiieieeee e e 59
Estudio de continuidad de una funcion definida @ trozos...........cceceiiiiiiiiiiiieii e 59
Estudio de continuidad de una funcidn con valor absoluto ........c.cceeceereenieniiiini 59
FICHA CONTINUIDAD ...ttt ettt et ettt e e e e e st e e e e e s e e aas bt e e e e e s eeaansbeeeeeeeaesnsbeaeeaeaaanan 59
TEMA 7: ASINTOTAS DE UNA FUNCION ..ottt sse s esse s 60
ASINTOLAS VEITICAIES vttt et b e r e e ne e e sreesne e reere e 60
ASINTOLAs NOFIZONTAIES ...t st be e s s e e sbeeesnee e e 60
ASINEOTAS ODIICUAS ... eeeitieiiee ettt s e e bt e b e e et e e sbaeennee e e 60
TruCOS @ tENEI €N CUBNTA ....eiiiiiiiiiiiii e sab s e saes 60
Posicion relativa de la funcidn con respecto a su asintota........ccccuvieeeiie i 61
FICHA ASINTOTAS ...ttt ssete sttt sen e nee 62
TEMA 8: TEOREMAS DE CONTINUIDAD.......cccttetinieiritenieeie ettt st ree et sinesbeesneesseenesaeesmeesneesneenneens 63
TEOreM@ dE BOIZAN0 ...ttt ettt et e s bt et et e s bt e b et et e e nbaeennneenas 63
[al el g0 gy = Tol o oI ={=To] 4 s V=] d o [or- FOu P PPR 63
TEOremMa dE WEIBISEIASS ..eecviiuiieiieieriie sttt ettt sttt ettt s e e e re e bt e e s sre e ne e neesreeanesenesreenees 63
oYL= g o] =l Yol [o] g W =0=To] 4 o 1=1 i o= NSRRI 63

Teorema de valores intermedios, regla de DarboUX .......cccoooiiiiei e 64



ies.
afonso X
osabio

[[aLa=T g oY=l = Yol o) g ==Y o V=] d g [or- RSP USE 64
FICN@ DOIZANO .. ettt st e ba e s r e e s nnee e 64
TEMA 9: DERIVADAS. REGLAS DE DERIVACION .......coucuivieiteiiecieiciete st ssssse s sae s 65
DefiniCion de deriVada........ooeeiiiiieieeeee e e e e 65
FUNCION AEIVADIE ... ettt e st s st e e b e e beesane e s 65
[a1e=T oY=l =Tol o] g ==Y o V=] g [or- RS 65
20T =d e L=l 1= V= ol o T o SR 66
TEMA 10: TEOREMAS DEL CALCULO DIFERENCIAL ....vovvveeceeeieeeeeeeeeeetete et sesssesss e sessesssssas s ssssesesenenns 67
TEOrEMA AE ROIE ...t s s e e r e n e seeesenenrees 67
Teorema del valor medio del cdlculo diferencial ..........cccveciieiininienie e 67
FICHA DERIVADAS. .ottt ettt e e e e ettt e e e e e e e b e et e e e e e e e aaaabbeteeeeeeaaunbeeaeeeeeeaaansaeneeeeaaanan 67
TEMA 11: APLICACIONES DE LAS DERIVADAS ..ottt ettt see e s sneesneene e 69
1. Recta tangente y recta NOrmMal @ UNA CUIMNVA......ocuiieriiiiee et e e estee et e e sere e e eena e e e et e e eensaeeeeneeas 69
Pendiente de UNA FECLA ...ccouiiiiitie ettt e sab e s e e bt e st e e sbeeenare e e 69
Ecuacion punto pendiente de UNA FECLA ......ccccveeeiiiieeeeiiie e rtee e eree e eeee s ste e e s s e e e eeaeeesasaeeeesreeeennns 69
Pendiente de la recta que pasa POr dOS PUNTOS.......ceeccviiiiriiieeeiiieeeere e e eceeeeeereeeeseaeeesaseeeeensreeennnns 69
Rectas paralelas y perpendiculares (0 NOrMales).......ccccuuiiieiiieieiiiie et 70
Relaciéon entre pendiente de la recta tangente a la curva y derivada........cccceeeeeeieiiiiiieee e, 70
Ecuaciones de recta tangente y recta normal a una curva en un punto......ccceecvveeeecveeeccieeeccveee s 70
FICHA RECTA TANGENTE Y NORIMAL....ceittiiitt ettt ettt ettt e e e ettt e e e e e ettt e e e e s e annbeeeeeeeeanan 70
L2 F E ol o 1T TP TP PP TSRO PRTOPPROPRRRPPTN 70
(070710 ] =] o L3S 70
Con Pardmetros (TtIPICOS ABAU) ......oci ittt e ettt e et e e e et e e e e eate e e e s taeeeetaee e eeasaeeeeareeaean 71

2. Calculo de limites Por L'HOPItAl.........uiiiiieeeceeee ettt e e e e bae e e e e e e s aaaaeeeeas 71
ODSEIVACIONES ...ttt sttt ettt st s bt s bt e bt et e e e se e s b e e s b e e s bt e nneemnesmneemeesmeenneenreennens 71
FICHA LHOPITAL ettt ettt ettt e e e e ettt e e e e e e bt ee et e e e e s e abeb b et e e eeeeananbeeeeeeseeaaanbeneeeeaeannn 72
L2 F E ol o 1T TSP PP P S PRPTOPRTOPPRPRRRPRTN 72
TrANSFOIMADIE ..t e s s 72
Logaritmico CON LTHOPITAl.....uuieiiii et e et e e e e e e et e e e e e e e abanaeeee s 72
(000 o I o =11 14 1<] 4 o 1P PPUR 72
Para 22 de Dach ..o e e e 72

3. Monotonia. Intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos relativos.................... 73

Criterio de |a primera derivada ........c.ueiiiiie e e e e e e e e era e e e e e e e taar e e e e e e e e aaaaeeeeas 73



ies.
afonso X
osabio

Criterio de 1a segUNa deriVada........occuieeeeciiiieceee e e et e e e e et e e e e ere e e enaaeeesnreeeeas 73

4. Curvatura. Intervalos de concavidad y convexidad. ............eeeeiiieiiiiiiiiec e 73
PUNTOS D@ INFIEXION. ...ttt s r e e e e e 74
FICHA MONOTONIA Y CURVATURA . .......ooiutieiteteste ettt ss s b s s s s s snans 74
FICHA Aplicacidn de las derivadas para la representacién grafica de funciones .........ccccceeecniviieeeeenne. 74
LT @ o) i1 02 L1 o T o FS SR 75
o T LI Y= (U | N 75
FICHA OPTIMIZACION ......oouieiiieeeteeeeeeeeeteeeeee sttt ettt sttt sttt et ss s st seesetetetetetensas s s s anans 76
TEMA 12: CALCULO INTEGRAL w...vcveeieicteitee ettt bbbt se st s s 77
Primitiva de Una fUNCION ....oc.eiiiei et s st e 77
Tabla de integrales INMEdIAtas.........eiiiii e e e e e et e e e e e e e be e e e e e s eeanreeeeeeeeesnnees 77
Ficha integrales iNMEdIatas.......cuiiiiiiiee et e e e e e e e et e e e eeaer e e s snteeeeenteeeennseeesnnenas 78
o T T AT T = o ol To T o T 1] ol 1SR 80
Integrales NO inmediatas importantes (Para 22) ........cooceeeeecuiiieeeiiie et eete e e etee e e e ere e e eetaee e eeareas 81
LN ey o =1 [ = T o T - L= SR 81
A) STOD 22 O et b bt h e a et sr b b sh et e et ene 81
B)Si D < dd y d tiene todas sus raices SIMPLES ...........ooooiiieeiieie ettt 81
C)Si 0D < dd y d tiene alguna raiz real MULTIPLE .......o.ooveieueeieeeece ettt 81
INTEEIAIES POI PAITES ..uveeeeiiiiieeeiiie e et e e sttt e e ettt e e e te e e esteeeeeateeeesteaeesasaeeaansteeesassseesansseeeassseeeannsseeesnsens 82
Ejemplos de elecCion ENTre U Y AV ... ... ettt e e e e e e e e rtar e e e e e e e e naaaaeeeeas 82
Integrales por cambio de Variable ..........ooii i e e e e e e e bra e e e e e e an 82
COmo elegir 1a variable adeCUAA ........eeeeciiiee e e aae e e nraee s 82

L T L3 Y=Y {1 N 83
N C=T=d & 1o L=y T oY [ - ISP 83
[ o o 11=To F- Yo 13RSt 83
TEMA 13: INTRODUCCION PARA 22 DE BACH ....cvvvveieeeceeececee ettt sttt sesasass s ssssesenenenas 84
IVIATRICES ..ttt ettt ettt e e e e s be et e e e e e e s e a b ee e e e e e e e e e uabeeeeeeeeeaannsbeeeeeeeeaansbeaeaeaeaanan 84
TIPOS DE MATRICES......eeittetteteeieeete sttt ettt ettt ettt ettt s bt e ne e et smeesr e e reesn e et e sseesanenrees 84
FILA NULA ettt e e e e e st e e e e s s b e bee e e e s s e anrreneeeeeesannnnnns 84
Matriz IdeNtidad......oovieie et e s e 84
OPERACIONES BASICAS ....ocuuiiurieieriieteesiesieesesessessessesisssessessesiessess st ss e ssessessessessessessessessensessses 84
Multiplicar (o dividir) una fila Por Un N..........cccciiiiieiie e 84

SUMAT (0 restar) dOS fillas ..ccoocuureeieiiieeeceee e e e e e e e e e enaabeaeeees 85



o MATEMATICAS ACADEMICAS 12 BACHILLERATO

fg;;ggx |,ND|CE

Tai =T o [0 0] o = Tl o1 - 1 PSPPSR 85
Combinacion liNeal de filas .....c.eieiiiiiiriie e 85
RANGO DE UNA MATRIZ. .. sasasssasasesasannsnnnen 85
METODO DE GAUSS para el calculo del rango de una matriz........c.cccceveeeeeeeereecneenns 85
Sistemas Lineales de Ecuaciones (todas las ecuaciones de grado 1)......ccccceevcveeeeiiieeeiceeeescieeeeiveee s 86
RESOLUCION DE SISTEMAS 3X3 POR MATRICES.......otiviuieeeeeieeeeeeeeeeeee st st s st n s s enseeenans 86
Resolucidn de sistemas por el MEtodo de GaUSS......cuveeeeeiieeeeciieee et 86
FICHA SISTEMAS LINEALES POR GAUSS ... . ettt e e e e e s e e e e e 87

6|Pagina



e MATEMATICAS ACADEMICAS 12 BACHILLERATO

fsabax ACERCA DE
LICENCIA

RECONOCIMIENTO-NO COMERCIAL-COMPARTIR IGUAL 3.0 UNPORTED (CC BY-NC-SA 3.0)

Este documento estd bajo licencia Creative Commons CC BY-NC-SA 3.0

ESTO SIGNIFICA USTED ES LIBRE DE:

1. Compartir — copiar y redistribuir el material en cualquier medio o formato
2. Adaptar — re mezclar, transformar y crear a partir del material original

El licenciador no puede revocar estas libertades mientras cumpla con los términos de la licencia.

BAJO LAS CONDICIONES SIGUIENTES:

1. Reconocimiento — Debe reconocer adecuadamente la autoria, proporcionar un enlace a la

licencia e indicar si se han realizado cambios. Puede hacerlo de cualquier manera razonable,

pero no de una manera que sugiera que tiene el apoyo del licenciador o lo recibe por el uso que
hace.

2. No Comercial — No puede utilizar el material para una finalidad comercial.

3. Compartir Igual —Debera difundir sus contribuciones bajo la misma licencia que el original.

4. No hay restricciones adicionales — No puede aplicar términos legales o medidas tecnoldgicas

que legalmente restrinjan realizar aquello que la licencia permite.

7|Péadgina



e MATEMATICAS ACADEMICAS 12 BACHILLERATO

ies.
“‘i??é‘éa)( REPASO CURSOS ANTERIORES

/7 7/
CALCULO NUMERICO

Propiedades de potencias, radicales y logaritmos

Potencias
Propiedad Ejemplo Propiedad Ejemplo
xn_xm _ xn+m 54.53 AN 57 xn_yn o {.l' y)n 53_43 - 203
E g 5 g * _(x) L
" g %] 1;“ ¥ 4
() =em () =s? X =1 =1
1 1 _ s xt=x 5 =5
5 n 53
Radicales
Propiedad Ejemplo Propiedad Ejemplo
nfx:m =xm.":n VS_-{:S@‘B P\j:\__zui %2%{5
v\ Ya
Wr-w G =% (O e 1 iV ~
cafy=3ry  s2=YP2-250  (x) =x {5) =s
Logaritmos
Propiedad Ejemplo Propiedad Ejemplo
logx+logv=Ilog(xy) log5+log4=1og20 log (a")=n 10g5{53) =3
o log, x log,, 8
X s (=] =10
logx—logy =log — log20-log4=1log5s  log,x=—— log, 8=
ogx—logy og[y ] 0g 0g og 2 log, z, Togy, 2
log(x")=nlogx log(2*) = 3log2 log, a=1 log;5=1

1 1
logfz—logx 1(}g3 Szglggs ]0g]=0
M
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REPASO CURSOS ANTERIORES

REPASO LOGARITMOS

Definicion

Si a>0y a#l,sellama logaritmo en base a de b al
exponente al que hay que elevar la base a para obtener

b
log b=x<a*=b

o log,8=3 porque 2’ =8,
e log,81=4 porque 3 =81.
|

>

1 1
e log, g =-3 porque 2 = g .

Una observacion de interés

Los nimeros que son potencias exactas de la base tienen
logaritmos enteros (ejemplos anteriores). Si no es asi el
logaritmo es un nimero decimal.

e log, 24 es un nimero decimal situado entre 4 y

5 porque 2 =16 y 2°=32.

Propiedades de los logaritmos

Observaciones y ejemplos

Numeros distintos tienen logaritmos distintos. O sea:
b#c=>log, b#log,c

1 | Ademas:

e Sia>1yb<c,entonces log, b <log,c.

e SiO0<a<lyb<c,entonces log b >log, c.

De lo anterior se deduce que el logaritmo de base
mayor que | es creciente (a nimeros mayores
logaritmos mayores), y que el logaritmo de base un
numero comprendido entre Oy | es decreciente (a
numeros mayores logaritmos menores).

El logaritmo de en base ¢ de a esiguala l:
log,a=1

Esta propiedad es evidente ya que a'=a.

El logaritmo de | es (), sea quien sea la base:

3 log,1=0

Esta propiedad también es clara pues @’ = 1.

El logaritmo de un producto es igual a la suma de los
4 logaritmos:

log, (b-c)=1log, b+log, ¢

El logaritmo de un cociente es igual a la diferencia de
los logaritmos:

log, (ﬁ) =log, b—log, ¢
¢

El logaritmo de una potencia es igual al exponente
6 por el logaritmo de la base:

log, b" =n-log, b

El logaritmo de una raiz es igual al logaritmo del
radicando dividido por el indice:

log, b = =2

n

Si log,r=4,3 y log, s =—1,7, calcular

2
§

log, (:\ v log,
\4)

. Iog:(%)=log:(;--.v)—log:4=
=log, r+log,s—log,4=4,3+(-1,7)-2=0,6
e log, i’?: log, 2+log3~/l-'—log1 s'=
s

=1+log, r'*.log, s’ =1 +%log: r—3log,s =

=l+12-4,3—3~(—l.7)=l+2.15+5,l =8,25

Cambiode base. El logaritmo en base @ de unnumero
se puede obtener a partir de logaritmos en otra base:
log, b
log, b=—2+2
log, a

9|Pagina
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Logaritmos decimales

Los logaritmos en base 10 se llaman logaritmos decimales y, en lugar de designarse mediante logw se designan

simplemente con log . Es decir:
log,,x =log x

La tecla log de la calculadora sirve para calcular logaritmos decimales. Por la propiedad 8 anterior, se pueden obtener,
con laayudade la calculadora, el logaritmo de un nimero en cualquier base. Por ejemplo:

log45

log, 45 = —82> _ 3 464973521

log3

El nimero e

El nimero ¢ es muy especial en matematicas. Se define como el nimero al que tiende la funcién f (\) = (l+—
X

cuando x tiende a +o0. De esta funcion podemos hallar sucesivamente f (1), f(2),.., £(100),.., £(1000),..

1

1000000
—) =2,718280469.
1000000

1000
Por ejemplo: _/‘(1000)=(|+10+.0J =2,716923932, /‘(1000000):(1+

l X
Es posible demostrar (aunque esto requiere de matematicas superiores), que cuando X —> +, entonces (l +—
x

tiende a un nimero irracional al que llamaremos nimero €. Simbdlicamente:

x -m:f(x)=(|+l) —>e=2,718281828...
X

Logaritmos neperianos

Se llaman asi a los logaritmos cuya base es el nimero ¢, y se designan mediante la abreviatura In. De este modo el
logaritmo neperiano de un nimero x es:

Inx=log, x
Su nombre proviene de John Napier, un matematico escocés, reconocido por ser el primero en definir los logaritmos.

La tecla Inde la calculadora sirve para calcular logaritmos neperianos. Estos logaritmos, ademas de su interés histérico,
son enormemente importantes en matematicas superiores.

Ejemplos

1
1. Solamente utilizando la definicién de logaritmo podemos calcular log, 64+ log, Z- log, 9-log, JZ_ Observa:

log, 64 +log, %- log,9—log, ¥2 =log, 2° +log, 2 —log, 3* —log, 2" =

1 1 13
=6log, 24{=2)log, 2=2108, 3-=log, 2=6=2=2===D====
g, 2+(-2)log, g,3-log, > 5=35

2. Utilizando la definicion de logaritmo también podemos resolver ecuaciones donde la incégnita es la base del
logaritmo. Por ejemplo log 125=3 <> X=125 =5 o= x=3.
3. Podemos expresar como un solo logaritmo ciertas expresiones, por ejemplo logh+2logc—logd . Basta aplicar

las propiedades a lainversa: logh+2logc—logd = logh +log ¢* —logd =log (h-cl)— logd = log b—;-
[¢

4. Con la calculadora y utilizando el cambio de base se pueden hallar logaritmos de base cualquier nimero.
log7938=wz3,517 H IogJ,.,127=M=ll,947
log7 - In(3/2)
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FICHA DE REPASO CALCULO NUMERICO

REPASO CURSOS ANTERIORES

RAICES

1. Simplificar:

(a) 2v12 — 3v/75 + 5v27 — 348 + 4v/3 + v243
(b) 3V/128 +2¥/2 — 5v/16 + 3v/54

2. Simplificar {/21-' + 24/ 22 - 2. f/?g- — 2y x2 -2

2v/3
V3—1

3. Racionalizar: (a)

1

b) 1+v2-+/3

LOGARITMOS Y EXPONENCIALES

1. Definir logaritmo de un nimero y demostrar la formula del cambio de base.

2. Calcular el valor delog /731.2530nocido log 2 = 0,3010.

3. Calcular los siguientes logaritmos:

(a) logs; VO (b) logz 72
4. Calcula:
(a) logg V27 (b) logyg 343

5. Calcular los siguientes logaritmos:
1 1

(a) logas

T

<

(c) log, (\ﬂ/ﬁ \1@)

Del libro de Anaya: pagina 51 ejercicios: 25, 26, 27, 29,30y 32

(d) log, L

Qo
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REPASO ALGEBRA

ECUACIONES LOGARITMICAS Y EXPONENCIALES
1. Despejar x en las siguientes ecuaciones:
@) 3*1=5 b) log,(2x —1) =4
2. Resolver la ecuacién: 22*** —5.2¥t1 4+ 1 =0

3. Conocido log 5 =0,6990, hallar log 12,5y log 0,032.

1
2x-3

=5

4. Resolver la ecuacion: 2*71 +

5. Resolver la ecuacion: 3logx — 2 logg = 2log3 +log2

POLINOMIOS, FACTORIZACION, FRACCIONES ALGEBRAICAS

1. Determinar m con la condicién de que el polinomio x* + 5x3 + mx + 4 sea divisible por x + 3.

2. Encontrar el valor de a sabiendo que al dividir x* — 3x3 + ax? — 4x + 7 entre x + 2, da de
resto 7.

3. Factorizar el polinomio: 9x* — 31x% — 14x + 8

4. Enlaecuacién 9x2 + bx + 28 = 0, determinar b con la condicién de que la diferencia de las
raices de dicha ecuacion sea igual a la unidad.

5. Simplificar la fraccion

x*—6x3+13x2—14x+6
x3 —4x2+6x—4

6. Factorizar el polinomio 4x3 + 8x% — 11x + 3

7. Calcular el valor que deberd tomar m en la ecuacién 9x2 — 18x + m = 0 para que una de las
raices sea doble que la otra.

12|Pagina
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TRIGONOMETRIA

TEMA 3: RESOLUCION DE TRIANGULOS

TEOREMA DEL SENO

a b Cc

sena ~ senf = seny

TEOREMA DEL COSENO

a2 ="+ —2-b-c-cos(a)
P=a>+c*—2-a-c-cos(f)

=a+b*—2-a-b-cos(y)
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FICHA | TRIGONOMETRIA

1.

S L

10.

1.

12.

13.
14.
15.
16.
17.

18.

19.

Calcular en radianes el angulo correspondiente a un arco de 23 cm en una circunferencia de radio 12
cm.

Un triangulo isosceles los lados iguales mide 56 cm y el _angulo desigual 87°. Calcular la longitud del
lado desigual.

Calcular el area de un pentagono regular de 45 cm de lado.

En el triangulo a = 381 cm, b = 290 cm, ¢ = 450 cm, calcular el angulo ¢ en grados y minutos.
Calcular el area del triangulo del problema anterior.

En un tridangulo 4 = 46°, a = 18 cm y b = 25 cm. Calcular el angulo B en grados y minutos.

Desde dos puntos en linea recta con el pie de una torre se ve el extremo de ésta con angulos de

inclinacion de 34°30° y 22°15°. Si la distancia entre estos dos puntos es de 30 m, hallar la altura de la
torre.

El triangulo ABC tiene un area de 21 cm2. Los lados b y ¢ tienen una longitud de 11 cm y 6 cm,
respectivamente. Hallar los dos posibles valores de la longitud del lado a.

Calcular el area del cuadrilatero ABCD: o
//'//”/I’ / .f
Calcular el area de un triangulo de lados @ =31 cm, b=42cmy c = 21 e
cm. B L /_,-" 18 cm
. . . . E 1207 /

En una circunferencia de radio 20 cm, una cuerda mide 32 cm. Calcular >

. . . /
la longitud del arco limitado por la cuerda. /D

A 12 cm

Calcular el radio de la circunferencia circunscrita a un triangulo
equilatero de 67 cm de lado.

Calcular el area de un pentagono regular de 60 cm de lado.

Obtener el valor exacto de cos 75°.

Calcular cos 3a en funcién de cos o.

Calcular el area del triangulo de lados a =38 cm, =16 cm, ¢ = 27 cm.

Calcular las soluciones de la ecuacion: Zsenx + cosecx =3 con x € [—m, 7]
1— "E-gz fa}

Demostrar la identidad:  cos 20 = ——5—
14+tg° e

Se considera la siguiente figura

Cc
Los lados del triangulo equilatero 4BC tienen longitudes de 1 m. P es el punto medio de [4B]. El arco de
circunferencia 4B tiene por centro M, el punto medio de [CP].

a. Hallar AM.

b. Hallar el angulo AM P en radianes.

c. Hallar el area de la region sombreada.



FICHA 11 TRIGONOMETRIA: RESOLUCION DE TRIANGULOS

1. Quiero calcular la altura de una casa. Desde la calle me pongo frente al edificio y me alejo para tener una buena
perspectiva, marco con una x roja el lugar. Dirijo mi mirada a lo mds alto del edificio y mido un angulo de 27°,
observo que en lo alto hay una antena, dirijo mi mirada al punto mas alto de la antena y obtengo 31°. Entro y subo
a la terraza del edificio y mido la antena que tiene 3 metros. Me pego a ella y observo que desde alli, en linea recta
con la x roja que marqué antes, hay 2 metros hasta el borde del edificio. Con estos datos calcula la altura de la
casa. Ten en cuenta que mis ojos estan a una altura de 1,6 metros.

2. Estoy viendo desde lejos cémo va a despegar y subir un globo en el que viaja un amigo mio. El quiere que en un
momento determinado averiglie a qué altura esta. En un momento me llama al mévil y me dice:

- no te muevas en ninguin momento de donde estds y mide tu dngulo de vision hacia mi globo en este
momento - lo hago y es de 25¢

- Bien, ahora voy a subir 20 metros
- mide de nuevo tu dngulo de vision - lo mido y es de 329.
- Muy bien, ahora calcula a qué altura estoy
a. dibuja un esquema con los tridangulos necesarios
b. Averigua la altura teniendo en cuenta que mis ojos estan a una altura de 1,6 metros del suelo.
3. Demuestra de forma rapida y sencilla que el area de cualquier tridngulo se ajusta a la férmula:

a-b-seny

Area del triangulo = >

donde a 'y b son dos lados cualquiera del triangulo
Y es el angulo que forman entre silos lados ay b

4. Utilizando la formula anterior resuelve el siguiente problema: Un sefior quiere comprarse una finca en un cierto
pueblo. Uno de los habitantes le ofrece dos posibles fincas A y B. Las dos tienen forma de tridngulo irregular y son
colindantes (estan pegadas una a otra) y son al mismo precio por m2 (pide por cualquiera de ellas el mismo precio
por metro cuadrado) Miden ambas fincas por la longitud de las vallas y observan que:

a. lafinca A tiene unas medidas de 18x24x28 (en metros) siendo el lado de 28 metros el que esta pegado a
lafincaB

b. lafinca B tiene unas medidas de 20x19x30 (en metros) siendo el lado de 30 metros el que esta pegado a
la finca A.

Se pide:
a. Hazun esquema de los tridngulos.

b. Calcula los dngulos de las esquinas opuestas al linde compartido
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c. Averigua cuadl es la finca mas cara

En un barco de vela se coloca el mastil principal, en alto y vertical, sujetdandolo con dos
cables de acero en tensidn: el stay o estay (se admiten las dos formas) y el backstay. El
stay va desde lo alto del mastil hasta el extremo de la proa y el backstay hasta la popa,
mirar el dibujo para hacerse una idea. Miguel tiene un velero en el que el stay mide
17,43 m y el backstay 16,44 m, ambos forman entre si un angulo de 34° 11’ 8,8".
Calcular: La eslora del barco de Miguel (la eslora es la longitud del barco, de proa a popa)

La altura del mastil

Un barco a motor se encuentra en cierto punto del mar. La situacion de los viajeros es

dramatica ya que en este momento les queda combustible para recorrer 400 metros. El capitan del barco observa
en este punto la luz de un faro con un angulo de elevacion de 82. Después de recorrer 250 metros en direccion
hacia el faro, el dngulo que forma la luz con la horizontal del mar es ahora de 229. {Qué altura tiene el faro?
éLlegara el barco a tierra?

Juan ha heredado una finca de su abuelo en la aldea. Esta en un terreno horizontal y tiene la forma de un
cuadrilatero irregular. Desea saber el area de dicha finca, para ello denomina a los cuatro vértices de la misma
con las letras A, B, C, y D, en el sentido de las agujas del reloj y mide las siguientes magnitudes:

a. Lado AB, 200 metros.
Desde A ve el punto C, desde el lado AB con un dngulo de 30°, y el punto D con 50°.
c. Desde B observa el punto C, desde el lado AB con un angulo de 125° y el punto D con 80°.

Se pide:

a. Laslongitudes BC, AC, AD y CD y un esquema de la finca.
Como Juan no sacé buenas notas en matematicas de primero, no sabe como calcular el area de la finca.
Ayudale, calcula dicha area. (Pista: calcula las areas de los triangulos ABC y ACD y simalos).

Arturo es ingeniero forestal y quiere calcular la distancia que existe entre dos puntos A y B separados por un
bosque muy frondoso, a través del cual no se pueden usar aparatos que midan dicha distancia. Para hacer la
medicidén, encuentra un punto C desde el que se ven los dos puntos A y B y mide las siguientes magnitudes:

a. Distancia AC 450 metros

b. Distancia CB 325 metros.

c. Angulo ACB 70° (es decir el angulo en C).
Calcula la distancia AB.

Margarita ha terminado sus estudios de topografia y le han encargado que mida la altura de una torre situada en
lo alto de una colina inaccesible desde donde se encuentra ella. Se le ocurre el siguiente procedimiento. Llama C
a la parte alta de la torre y D a su base. Encuentra dos puntos sobre un terreno horizontal A y B separados 50
metros aptos para tomar mediciones de angulos. Desde la horizontal AB obtiene las siguientes mediciones: Desde
A visualiza C con un dngulo de 40° y D con un angulo de 10°. Desde B observa a C con un angulo de 60°y D con un
angulo de 20°.

Con estos datos, ¢conseguird Margarita resolver el problema?, justificalo con un esquema. Si el problema tiene
solucién calcula tu la altura de la torre y la altura de su base sobre el lado AB. Haz un esquema del problema.
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10. Carmen es la capitana del barco “Stella Maris”, acaba de salir de una tormenta, los aparatos de navegacién no
funcionan y no sabe a qué distancia esta de la costa. Divisa en el horizonte un faro, que llamaremos F y mide el
angulo que forman su visual al faro con el rumbo del barco, resultando un dngulo de 30°. Mantiene el mismo
rumbo durante 15 minutos a una velocidad de 20 km/h, dejando atras el faro. En ese momento vuelve a medir el
angulo que forman su visual al faro (ahora ya a su espalda) con el rumbo del barco, el angulo es de 502. Calcula la
distancia a la que se encuentra el “Stella Maris” de la costa (tomamos el faro como referencia de costa) y a qué
distancia estaba cunado tomé la primera medicion.

11. Una vez que Carmen ha conseguido calcular la distancia a la costa sigue navegando con normalidad con el deseo
de alcanzar su puerto de destino P. En cierto momento divisa el siguiente faro G, la distancia entre los dos faros es
de 19 Km, en ese momento su barco estd a 20 Km del primer faro Fy a 4,5 km del segundo, G. El angulo que forman
FGP es de 135°y el faro G estd a 5 km del puerto. Si navega a 15 km/h en direccién al puerto écuanto tiempo
tardara en llegar a su destino?

12. Ensusiguiente travesia el “Setella Maris” desde un punto que llamaremos A recibe una sefial de peticion de auxilio
de la radiobaliza de un barco, llamaremos al punto en el que se encuentra el barco naufragado, C. Esta seiial la
recibe también el “Furia del Mar”, que se encuentra en el punto B cuyo capitan es Uxio. Puestos es comunicacion
Uxio y Carmen, estiman que el “Stella Maris” y el “Furia del Mar” estan separados 10 km. Desde el punto A, por la
sefial de radio, saben que el dngulo BAC es de 40°, mientras que desde el punto B el dngulo ABC es de 48°. Como
es su obligacion ambos barcos parten al rescate. Si el “Stella Maris” navega a 20 Km/h y el “Furia del Mar a 15
km/h, équién de ellos llegara primero?

13. Una vez con los naufragos a bordo (ya habras averiguado que barco llegd primero), hay que tomar la decisién de
a qué puerto llevarlos, es decir, encontrar el puerto mas cercano. Los posibles puertos son D y E. Desde el puerto
D transmiten por radio que observan al barco con un dngulo de 50°, respecto a la linea DE. Desde el puerto E, la
medicion es de 35°. Sin embargo, el capitan responde que con esos datos no puede tomar la decisidn. ¢Es correcta
la respuesta del capitan? Justificalo. Una vez averiguado qué puerto es el mas cercano équé dato pedirias para
saber la distancia a la que estas del puerto mds préoximo?

14. Paseando con un amigo por el monte vemos a lo lejos una torre. Queremos averiguar a qué distancia se encuentra
sin tener que llegar hasta ella. Mi companiero se aleja en direccion a la torre, 100 metros. Medimos el dngulo que
nuestra visual con la torre y obtenemos 25° y 140°. Calcula a qué distancia estoy de la Torre.

15. Dos de los lados, de una finca de forma triangular miden 20 m y 15 m, respectivamente. El angulo comprendido
entre estos dos lados es de 70°.

a. Sidesedaramos vallar la finca, écuantos metros de valla necesitariamos?
b. Siel metro lineal de valla cuesta 20 €, ¢tendremos suficiente con 1000 €? Razona tu respuesta.

16. Un pintor esta trabajando en la fachada de una casa. Para hacerlo utiliza una escalera de 11 metros que tiene
apoyada sobre la pared y forma un dngulo de 402 con el suelo. En un determinado momento la escalera resbala,
pero sin caerse. Sigue apoyada en la pared, pero ahora su altura ha bajado 2m.

a. ¢Qué angulo formara la escalera con el suelo después del resbalon?

b. ¢Qué espacio habra retrocedido el punto de apoyo con el suelo?
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17.

18.

19.

20.

De un tridngulo conocemos dos de sus lados y un angulo, a = 10 cm, b = 20 cm y A=302. Calcular los demas datos
del tridangulo y su area

Estamos en el campo y en lo alto observamos a un halcén que vuela a 120 m de altura sobre el suelo, nuestro
angulo de vision con respecto al halcén en ese momento de 602. Vemos también a una perdiz que esta a 100
metros de altura sobre el suelo, nuestro dngulo de visién respecto a la perdiz es de 302. El buitre lo ha vista y se
lanza a por él ¢lo cazara? Tener en cuenta que e buitre sélo lograra alcanzar a la perdiz si la distancia entre ellos
es menor de 150m, en otro caso a la perdiz le dard tiempo de esconderse entre los matorrales y la perderd. Es
obligatorio hacer un esquema de la situacion

Calcular sin utilizar la calculadora, el resto de razones trigonométricas (seno y coseno) de un angulo a sabiendo
que tga=1/2 y que a pertenece al primer cuadrante.

Los alumnos de 12 de Bach estais de excursidn donde habéis ido a montar en globo, en una llanura enorme. Ivan
acaba de descender de uno de los globos y observa a Tania con sus prismaticos, que estd subiendo a otro globo en
ese momento, por la lectura de su aparato de observacion sabe que él y Tania estdn a una distancia de 8 km. En el
aire hay otro globo en el que viajan Alba y Joel, Ivan los observa bajo un angulo de 202, en cambio Tania los ve bajo
un angulo de 352. (A qué distancia estd Tania del globo de Alba y Joel?

FICHA 1ll TRIGONOMETRIA: PROBLEMAS DE REFUERZO

21.

22.

23.

24,

25.

26.

Quiero calcular la altura de una torre a la que no me puedo acercar. Para ello dirijo mi mirada hasta el punto mas
alto de la torre y obtengo un angulo de 27,25°. Me acerco todo lo que puedo (10 metros) y vuelvo a medir mi
angulo de visién, obteniendo 42,71°, Calcula la altura de la torre sabiendo que mis ojos estan a una altura de 1,6
metros del suelo.

Un coche se dirige por una larga recta cuando el conductor divisa a su izquierda un pequefio torredén, en ese
momento su dngulo de visidon con respecto al pie de la torre es de 30°. Continta por la misma recta durante 1 Km
y en ese momento su angulo de visién es de 45°5'24”.

a. Calcula la distancia a la que esta el coche de la Torre desde su ultima posicidn.

b. Sia 100 metros hay un cruce que le lleva directamente a la Torre, calcula el tiempo que tarda en llegar a
ella si su velocidad es de 50Km/h

Calcula el drea de un pentdgono regular de 4 cm de lado. ¢y si fuese un poligono regular de 7 lados?

Queremos calcular la altura de un torredn cuya base es inaccesible y del que sabemos que estamos a una distancia
de 50,4 metros. Para ello medimos el angulo que forma la horizontal con nuestra linea de visidn al punto mas alto
de la torre 37,38° y lo mismo pero con respecto a la base del torredn 6,79°.

Queremos calcular la altura de un torredn de base inaccesible, desconocemos nuestra distancia al torredn y para
medir los dngulos nos subimos a un pequefio monticulo de 3,6 metros de frente a la torre. Medimos nuestro
angulo de vision al punto mas alto de la torre 55° y lo mismo al punto mas bajo 16°. Tened en cuenta que mis ojos
estan a una altura de 1,4 metros.

No hay, es un error de las soluciones, donde pone ejercicio 26 es en realidad la continuacién del problema 25
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RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULO DOBLE

sen2a = 2sena cosa

cos2a = cos? @ — sen? a

tg2a = ————
s 1—-tg?a

FICHA ECUACIONES Y SISTEMAS DE ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Resuelve las siguientes ecuaciones calculando las familias completas de soluciones y teniendo en cuenta la relacién entre
los dangulos de diferentes cuadrantes. Debe trabajarse en radianes.

1) 2senxcosx=senx V3
senx cosy = ——-
2) cos(3x) + cos x = cos(2x) 9) Ne
Lcosx seny = —
3) cos’x+2senx =2 4
4) senx+cosx =1 senx +cosy = V3
10) T
X—y==
5) cosx + V3 senx =0 2
s T 11) sen2x =senx
6) 4sen(x—g)-cos(x—g) =3
12) cosx—senx =0
7) cos (2x) + sen x = 4 sen’x 1
senx cosy =~
( B NG 13) 3
sen(x —y) = —- cosxseny = —
2
8) 4
V2
kcos x+y)= ey
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TEMA 4: FUNCIONES ELEMENTALES Y GRAFICAS

CONCEPTOS BASICOS

¢QUE ES UNA FUNCION?

Una funcidn es una correspondencia entre dos conjuntos (en nuestro caso sélo consideramos el conjunto de los nimeros
reales, R) que a cada nimero del primer conjunto le asigna UNO Y SOLO UNO de los nimeros del segundo conjunto, al que
llamaremos imagen.

Un punto, por tanto, NUNCA PUEDE TENER MAS DE UNA IMAGEN.

¢QUE ES EL DOMINIO DE UNA FUNCION?

Definicidn en lenguaje matematico: Dom(f) = {x e R /3y € R tal que y = f(x) } (no hay que sabérselo, es sélo para
que os vayais familiarizando con este lenguaje y lo sepais “traducir” correctamente)

En lenguaje corriente lo que dice literalmente es: “conjunto de los numeros reales que tienen imagen mediante f”.

Ejemplo:

1

La funcién f(x) = o estd definida para cualquier n2 real EXCEPTO para el cero, ya que % =400 ¢ R

iOjo! el infinito Si existe, pero NO ES UN NUMERO y por tanto, no pertenece a R, asi que:
Dom(f) = R — {0} = (—o,0) U (0, )

Lo que en lenguaje ordinario quiere decir “todos los nimeros reales, excepto el cero”

NOTA: Es importante que distingdis entre el simbolo A que significa “NO EXISTE” y el simbolo & que significa “NO
PERTENECE”. Sé que los simbolos se parecen y para un disléxico seria facil confundirlos pero significan cosas completamente
diferentes y es importante no confundirlos nunca.

¢QUE ES EL RECORRIDO O RANGO DE UNA FUNCION?

Es el conjunto de las imdagenes, el conjunto de los nimeros que son imagen de otro.
Lo mismo, escrito en lenguaje matematico: Img(f) =:{y e R /3Ix€R, y = f(x)}

¢QUE ES LA ECUACION DE UNA FUNCION?
Es la relacion que indica, en lenguaje matematico, las operaciones que hay que hacer para transformar x en y

Ejemplo:
La funcién “Sumar 3” se escribe en matematicas f(x) = x + 3

GRAFICA DE UNA FUNCION: REPRESENTACION Y DESCRIPCION
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Llamamos GRAFICA de la funcién, al dibujo o representacion sobre un plano que resulta de dibujar sobre un par de ejes

cartesianos (X e Y) los pares de valores (x,f(x)) que obtenemos de una tabla de valores.

DESCRIPCION

En general, estas son las cosas que se indican cuando te piden describir la y fix) =x*+2x+1
grafica de una funcion:

1.

© © N o

11.

12.
13.
14.

Le ponemos “nombre” (funcién polinémica, de qué grado, racional, irracional,
hipérbola, trigonométrica, a trozos, valor absoluto, etc., etc.)

X X3 bl
Calculamos su DOMINIO / ‘

CONTINUIDAD, en caso de discontinuidad tipo de discontinuidad (por ahora no lo
hemos dado)

DERIVABILIDAD mientras no demos derivadas nos limitamos a ver: que sea
continua (DONDE NO ES CONTINUA TAMPOCO ES DERIVABLE) y si tiene “esquinas”

PUNTOS DE CORTE CON LOS EJES:
a. ConelejeX
b. ConelejeY
SIMETRIA (cuando proceda)
CURVATURA: si es concava o convexa, intervalos de curvatura (cuando proceda)
CRECIMIENTO e intervalos de crecimiento (cuando proceda)
MAXIMOS Y MINIMOS (cuando proceda)
PUNTOS DE INFLEXION (cuando proceda)

ASINTOTAS Y RAMAS PARABOLICAS (por ahora y mientras no demos limites, lo hacemos mirando la gréfica, en cualquier caso, sélo se
dan en curvas, no en rectas)

IMAGEN, rango o recorrido (por ahora mirando la grifica)
PERIODICIDAD (cuando proceda)

A continuacioén se dibuja su grafica sobre un par de ejes coordenados, teniendo en cuenta las caracteristicas que acabamos de describir.
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FUNCIONES POLINOMICAS

RECTAS (FUNCIONES POLINOMICAS DE GRADO 1)

En general, una recta es la grafica de una funcién polinémica de grado uno.

Se expresa mediante la ecuaciéon y = mx + n siendo:

e m pendiente o grado de inclinacién de la recta. Se calcula como la tangente del angulo que forma la recta con el
semieje positivo del eje X o eje de abscisas: m = tga .

Obvio que cuando m>0 la recta es creciente y cuando m<O0 la recta es decreciente

4 b4
)

Recta descendente
90° < a < 180°
m<0

Recta ascendente
0°<a<90°
m>0

| Recta horizontal A Recta vertical
| a=0° | a=90°
m=0 m = oo

e nordenada en el origen, es decir lo que vale “y” cuando la “x” vale 0

P
(3

ad
o
w4

Para dibujar cualquier recta son necesarios y suficientes dos puntos.
Casos especiales:

e Llas rectas paralelas al eje X o funciones constantes, tienen pendiente 0, son constantes y su ecuacion es de la
forma: y=n

e Lasrectas paralelas al eje Y, NO SON FUNCIONES (es la tnica excepcidn) y vienen dadas por una ecuacion del tipo
x = k, en este caso la pendiente es o= (forman un angulo de 90° con el eje X)

e Lasrectas que pasan por el origen de coordenadas o punto (0,0) se llaman funciones lineales y su grafica es de la
formay = mx
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e Las demas rectas se llaman funciones afines y su ecuacién es laya indicada: y = mx + n
Descripcion
1. Le ponemos “nombre”:
a.  sipasaporel (0,0), funcion lineal
b.  sino, funcion afin
c. ysieselcaso especial de una recta paralela al eje X, se llama funcion constante

2. Como es una funcién polinémica se cumple que: Dom(f) = R

3. Ademas por ser funcién polinémica es continua en todo R

4.  También por ser funcién polinémica es derivable (no tiene “esquinas”) en todo R

5.  Puntos de corte con los ejes:

a.  El punto de corte con el eje X es (—%, 0)
b.  El punto de corte con el eje Y es (0, n)

6.  Simetria: cualquier recta es simétrica con respecto a cualquiera de sus puntos. ;Qué quiere decir esto? Dibuja un recta cualquiera, elige
un punto de la recta y marcalo bien, traza una cruz que tenga su centro en ese punto, ahora hazle dos dobleces al folio justo por esa cruz:
fijate bien los tramos de la recta se han superpuesto uno a otro.

7.  Curvatura (no procede en este caso por ser una recta)

8.  Crecimiento: (calculamos m, su pendiente)

a. Sim > 0= escreciente
b. Sim < 0= es decreciente
c.  Sim = 0 escribimos = es constante y paralela al eje X

9.  No tienen maximos, ni minimos

10. Puntos de inflexién (no procede en este caso por ser una recta)

11. Asintotas y ramas parabdlicas (no procede en este caso por ser una recta)

12. Img(f) =R

13. Periodicidad: no tiene

14. A continuacién se dibuja su grafica. Pasos para representar o dibujar la GRAFICA de una recta:

1. Calculada su pendiente m

2 Calculada su ordenada en el origen n

3. Calculado el punto de corte con el eje X.

4.  Dibujamos esos valores en un par de ejes coordenados y los unimos trazando una linea recta con una regla
Ejemplos:

Eje ¥ (ordenadas)

Eje x (abstisas)

4 "o s
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FUNCION CUADRATICA: PARABOLAS (FUNCIONES POLINOMICAS DE GRADO 2)

Una pardbola es la gréfica de una funcién polinémica de grado 2, su férmula es:

Descripcion

1.

2
3
4.
5

10.
11.

12.

13.
14.

f(x) =ax?*+bx+c ,dondea,b,c ER

Indicamos su nombre: parabola

Como es una funcién polinémica se cumple que: Dom(f) = R

Por ser funcién polindmica es continua
Por ser funcién polindmica es derivable (no tiene “esquinas”) en todo R
Puntos de corte con los ejes:

—b+Vb2-4ac

a.  Puntos de corte coneleje X: x = e

b.  Punto de corte con el eje Y: igualando lax = 0 obtenemos el punto de corte: (0,c)
Simetria: calculamos su vértice x = ;—Z , todas las parabolas son simétricas con respecto a la recta vertical que pasa por su vértice.
Curvatura

a. Sia>0= CONVEXA

b. Sia< 0= CONCAVA

Crecimiento: indicamos los intervalos en los que la funcién es creciente y decreciente
Maximos y minimos:
a.  Silaparabola es convexa = tendra un minimo absoluto en su vértice
b.  Silaparabola es concava = tendra un maximo absoluto en su vértice
Punto de inflexién: no tiene, las pardbolas no cambian de curvatura: o son cdncavas o son convexas.
Ramas infinitas: Asintotas y ramas parabdlicas
a.  Ramas parabdlicas:
i. Sila parabolaes convexa= lim f(x) = lim f(x) = o
X—00 X——00
ii. Sila parabolaescéncava= lim f(x) = lim f(x) = —
X—00 X——00
b.  Asintotas: no tiene

Calculamos su rango Img(f)

a.  Silapardbola es convexa = Img(f) = [—z‘ia, oo[

b.  Silaparabolaes concava= Img(f) = ]—00, —z%

Periodicidad: no tiene

A continuacién se dibuja su grafica. Los pasos para representarla:
a.  Calculados los puntos de corte con los ejes
b.  Calculado el vértice

c. Teniendo en cuenta su curvatura, representamos esos puntos sobre los ejes coordenados y los unimos teniendo en cuenta
que es una curva, no tiene “esquinas”
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Ejemplos
1. Parabola convexay = x% — 4x — 4
2. Pardbolacéncavay = —x2+2x + 6
3. Pardbola que no corta al eje X, convexa: y = x? —4x + 7
4

Parabola que no corta al eje X, céncava: y = —x2 —4x — 5

Ejemplo 1 Ejemplo 2

Pardbola convexa que corta al EJE X Pardbola céncava que corta al EJE X

E y F son las raices o punlps de corle con el eje X
G es &l VERTICE de la p
La parabola es simétrica con raspects a |a rects
vertical que pasa por su vértice

Hes el punio de corte con el e

Ay B 50 las ralces 6 puntos e core con el efe X |
C 05 0l VERTICE do fa pardbola

La paréools es simétiica oo respecio 8 la recta
weriical que pasa por su wérice

D 6 el punta de corte can el e ¥

Ejemplo 3 Ejemplo 4

Parabola convexa que NO corta al EJE X Parabola céncava que NO corta al EJE X

eje de simetria: x= - 2

P es el VERTICE de la parabola
La pardbola es simétrica con respecto a la recta
vertical que pasa por su vértice

Q es el punto de corte con el eje Y.
pardbolay = ~x* —4x —5

18 0/ VERTIGE da In sardbola

Ls paritols es senétncs oon resecto @ & rects
vertical aue pesa sor w vértce

K ol purto o corte con o oje ¥
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FUNCIONES POLINOMICAS DE GRADO 3

No tienen ningdn nombre “especial”. Su férmula es f(x) = ax3 + bx? + cx + d

Para calcular sus puntos de corte tenemos necesariamente que aplicar al menos una vez Ruffini o sacar factor comun x (en
el caso de que no esté el término independiente) para poder reducirla a una ecuacién de segundo grado.

Su caracteristica fundamental es que la mitad de la grafica es convexa (o cdncava) y en la otra se invierte la curvatura,
pasando de convexa a concava y viceversa. Son simétricas con respecto a su punto de inflexion (el punto en el que cambia
su curvatura) y derivables (sin “esquinas”)

Descripcion
1. Indicamos su nombre: funcién polinémica de grado 3
Como es una funcién polinémica se cumple que: Dom(f) = R
Por ser funcién polindmica es continua en todo R
Por ser funcién polindmica es derivable (no tiene “esquinas”) en todo R
Puntos de corte con los ejes:
a.  Puntos de corte con el eje X: Para calcular sus puntos de corte tenemos necesariamente que aplicar al menos una vez Ruffini
o sacar factor comun x (en el caso de que no esté el término independiente) para poder reducirla a una ecuaciéon de segundo
grado.
b.  Punto de corte con el eje Y: igualando la x = 0 obtenemos el punto de corte: (0, d)
6. Simetria: simétricas con respecto a su punto de inflexion (por ahora no tenéis herramientas para calcularlo asi que, salvo que se vea a
simple vista, os conformaréis con eso).
7. Curvatura: podemos dividir su grafica en dos tramos, uno cdncavo y otro convexo, separados por su punto de inflexion.
Crecimiento: indicamos los intervalos en los que la funcién es creciente y decreciente
9. Maximos y minimos:
a.  Eneltramo convexo =podria tener un minimo RELATIVO en su vértice (para calcularlo se necesita saber derivar asi que por
ahora, salvo que se vea a simple vista, lo dejaréis asf)
b.  Eneltramo céncavo = podria tener un maximo RELATIVO en su vértice (para calcularlo se necesita saber derivar asi que por
ahora, salvo que se vea a simple vista, lo dejaréis asf)
10. Punto de inflexién: tiene uno entre el tramo céncavo y el convexo, salvo que se vea a simple vista, lo dejaréis asi.
11. Ramas infinitas: Asintotas y ramas parabdlicas
a.  Ramas parabdlicas:
i. Sipasade convexaacéncava~= lim f(x) = o;lim f(x) = —
X——00 X—00

ok woN

©

ii. Sipasadecéncavaaconvexa = lim f(x) = —oo; lim f(x) = o
X——00 X—00
b.  Asintotas: no tiene
12. RangoImg(f) =R
13. Periodicidad: no tiene
14. A continuacién se dibuja su grafica. Los pasos para representarla:
a.  Calculados los puntos de corte con los ejes
b.  Sitenemos el punto de inflexién (por ahora no tenéis herramientas para calcularlos, asi que, de pedir eso en un ejercicio o en
un examen en este momento, tendria que daros yo los puntos y alguna pista sobre la curvatura o no podriais hacerlo,
obviamente en el examen del lunes como mucho podréis representar la funcién f(x) = x%)
c.  Representamos esos puntos sobre los ejes coordenados y los unimos teniendo en cuenta que es una curva, no tiene “esquinas”
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Ejemplos:

9 3 0
r) = —a'l-3a2P—3a+2 | L
Fle) — —084" =3 4+22-05

En el siguiente enlace podéis ver como cambia la gréfica de una funcidn polinémica de grado tres haciendo variar los valores
a,b,cyd

https://www.edu.xunta.gal/centros/iesafonsoxcambre/aulavirtual/mod/geogebra/view.php?id=11037
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Ejemplo practico: Gréfica y descripcién de f(x) = x3
? f

Funcién polinémica de grado 3Por ser funcién polinémica = Dom(f) = R
{

1.
3. Porser funcion polindmica es continua en todo R
4.  Por ser funcién polinémica es derivable (no tiene “esquinas”) en todo R T /
/
5.  Puntos de corte con los ejes: ; /
. . /
a. Puntos de corte con el eje X: igualamosy =0 =x3=0 = x = ?
os
B

0; punto (0,0)

Punto de corte con el eje Y: igualamosx =0 =03=0 =y =

b.
0; punto (0,0)
6.  Simétrica con respecto a su punto de inflexion, se puede ver en la grafica que 5
es el punto (0,0) /
a.  Curvatura: pasa de concava a convexa, en (—oo, 0) es concava y /
en (0, ) es convexa / it
7. Crecimiento: ver en la grafica que es creciente en todo R /’1 s
8. Maximos y minimos: no tiene | M
|
9. Punto de inflexion: (0,0) se ve en la grafica. | il
[ F) = 122 40a% + 2
10. Ramas infinitas: Asintotas y ramas parabdlicas (se ve en la gréfica)
Ramas parabdlicas: = lim f(x) = c0; lim f(x) = —
x>0 xX—>—00

a.
b.  Asintotas: no tiene

11. RangoImg(f) =R

12. Periodicidad: no tiene

FUNCIONES RACIONALES
Llamamos funciones racionales a aquellas cuya ecuacion viene definida por fracciones algebraicas (cocientes de funciones

polindmicas)

Pasos para calcular el dominio de cualquier funcién racional:
Observamos el denominador (la parte de debajo de la fraccidn) y buscamos los puntos conflictivos, igualandolo a

1.
0
El dominio estard formado por todos los niUmeros reales excepto aquellos en los que se anula el denominador (los

2.
que calculamos antes)

HIPERBOLAS
Es el caso particular de funciones racionales de grado 1. Su ecuacién viene definida de la forma:

a

f(x)=————+b dondea,b,m,neR
mx+n

A continuacién se puede ver cémo es su grafica y cOmo va cambiando segun sus parametros:

https://www.geogebra.org/graphing/sswmmtxh

29| Pagina



o MATEMATICAS ACADEMICAS 12 BACHILLERATO

1.8.5.
"’E’!i%glx ANALISIS MATEMATICO

Ejemplo

Dibuja y describe la grafica de la funcién: f(x) =2

X

1. Esuna hipérbola s
2. Dom(f) =R -—{0} :

3. Escontinuaensudominio R — {0} y discontinua en el 0, en el que presenta un salto infinito
(mds adelante veremos que a esto se le llama discontinuidad Tipo I, pero por ahora no hay
que saberlo) i

4. Es derivable en su dominio, es decir en R — {0} (mientras no demos derivadas nos
limitamos a ver que no tiene “esquinas”)

5.  Puntos de corte con los ejes:

7 s 5 6

a. Coneleje X: no tiene

gréfica de una hipérbola

b. Coneleje Y: no tiene

6. Enla grafica podemos ver que es simétrica con respecto al punto (0,0)

a. La gréfica esta dividida en dos ramas: En (—o0,0) es concava y en (0, ) es
convexa

7.  Esdecreciente en todo su dominio.

8. Maximos y minimos: no tiene

9. Puntos de inflexién: no tiene, aunque la funcién cambia drasticamente su curvatura en el
0, no alcanza ese punto ya que el 0 € Dom(f)

10. Asintotas

a.  Asintota horizontal en el eje X, esto en lenguaje matematico se escribe asi
lim2=0 y ademés lim i = 0 (Por ahora no hay que saberio)
X——00

XxX—00 X

b.  Asintota vertical en el eje Y, esto en lenguaje matematico se escribe asi:

lim 1= -0 y ademas lim 1o (Por ahora no hay que saberlo)
x—-0" X x—0tx
11. Imagen, rango o recorrido: Img (i) =R - {0} T ot \

12. No es periddica ‘

Otros ejemplos de graficas de hipérbolas - g ‘

Hipérbola J
Dom(f) = R — {2} »

Continua en Dom(f) = R — {2} 1 e
Derivable en Dom(f) = R — {2} |
Puntos de corte con los ejes (0,4) y (8/3, 0)

Simétrica con respecto al punto (2,3)
Convexa en (-,2) y céncava en (2,00)

Creciente en Dom(f) = R — {2}

© ©® N W N e

No tiene maximos ni minimos

Puntos de inflexion: no tiene of

==
i

Asintota horizontal en y=3, asintota vertical en x=2

Img (_

No es periddica

2
xX+2

.
N

+3)=R-{3}

.
@
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Hipérbola

Dom(f) = R — {2} ‘w
Continua en Dom(f) = R — {2} Pl B If
Derivable en Dom(f) = R — {2} /

Puntos de corte con los ejes: (-2,0) e

Simétrica con respecto al punto (2,0) } L
Céncava en (-0,2) y convexa en (2,00) HiEl: i E B | I i i | (/ | | |

Decreciente en Dom(f) = R — {2} ! |

© © N o 1o w N

No tiene maximos ni minimos

o
e

Asintota horizontal en y=0, asintota vertical en x=2

-
=

|
Puntos de inflexion: no tiene H ’
|

.
N

Img (-£) = R- {0}

xX+2

.
@

No es periddica
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Funciones en las que x aparece dentro de una raiz de indice PAR

ANALISIS MATEMATICO

Antes de nada aclarar que y = ++/x NO ES UNA FUNCION sino, en realidad, DOS FUNCIONES DIFERENTES:

f(x) = +Vx ylafuncién g(x) = —/x. Pasalo mismo para cualquier raiz de indice par.

Sus graficas serian:

N

\

Ambas graficas son simétricas una de la otra con respecto al eje X

0 ©® N W N

-
e

11.
12.

13.

Funcién radical

Dom(f) = [0, )

Img(Vx) = [0, )

Continua en su dominio Dom(f) = [0, o0)
Derivable en su dominio Dom(f) = [0, )
Punto de corte con los ejes: (0,0)
Simetria: no tiene

Cdncava en su dominio Dom(f) = [0, )
Creciente en su dominio Dom(f) = [0, )
No tiene maximos, tiene un minimo absoluto en (0,0)
Puntos de inflexién: no tiene

Asintotas: no tiene. Rama parabélica, toda ella, lim vx =
X—00

oo

No es periddica

Otros ejemplos:

Vx — 2

Dy=—5"

2) y=vV3x—-2+3V2x—3

x —/x

3) y= >

o ® N o 1ok W

=R e
N o

13.

4) y=

Funcidn radical
Dom(f) = [0, )
Img(—) = (~o0,0]
Continua en su dominio Dom(f) = [0, c0)

Derivable en su dominio Dom(f) = [0, o)

Punto de corte con los ejes: (0,0)

Simetria: no tiene

Convexa en su dominio Dom(f) = [0, )

Decreciente en su dominio Dom(f) = [0, o)

Tiene un maximo absoluto en (0,0). No tiene minimos
Puntos de inflexion: no tiene

Asintotas: no tiene.

lim —Vx = —0

xX—00

Rama parabélica, toda ella,

No es periddica

x +x

5

5 y=v-x+2-5

Lo que siempre hay que hacer con estas funciones es calcular primero su dominio: aquellos puntos en los

que el radicando (lo de dentro de la raiz) es positivo, resolviendo para ello la inecuacién correspondiente.
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A continuacidn se muestran las graficas de las 5 funciones de los ejemplos anteriores:

Ejemplo 1 Ejemplo 2

(O T

Ejemplo 3

Ejemplo 4

Ejemplo 5

= — " T T
T ——

—l

Todas ellas tienen en comun que son continuas en su dominio y derivables en su dominio, todas estan
formadas por una Unica rama parabdlica, no hay asintotas y pueden ser 6 cédncavas 6 convexas (una cosa
o la otra, pero no ambas cosas), sin tener puntos de inflexidn.

Pueden ser ¢ crecientes 6 decrecientes (una cosa o la otra, pero no ambas), y pueden tener extremos
relativos en su nacimiento.
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FICHA INECUACIONES

Calcula los intervalos de solucion de las siguientes inecuaciones:

1 x—1+1<3x—3
4 2
7. x+3y<0
) x—2 x—1 x-3 1
3 4 2 - x—y>0
3. x2-8x+12<0 8. 3x—y<4
4, x*+x—-6>0 lx+y>0
(4x—1 «x 9. |[1-3x|]<5
| —=2=5
3 2 )
5. 10. |x?—4x|>0
=5 % x4+ 2
; t; ~1 1 —5<0
(x+3 5x—3 )
T ex - 12. <1
6 { 2 3 x+17 +x—1
x—2 1 x+3+
3 2
FICHA DE DOMINIOS |
Calcula el dominio de las siguientes funciones:
FRACCIONES ALGEBRAICAS
3_x 4 y_x—l
1 = )
)y 3x—x2 x*+1
1 x
x—3 5 — _
2) Y= 2_9% )y x—2 x+2
2+x 6) y= (x—1)
3) y= 72 2x3 +2x +x2+1
IRRACIONALES (CON RAICES)
x +x
7 =4x2-1 11 =
)y ) Y= 317
8 _Vx—2 x+1
) Y= 12) v= 3=
9) y=+v3x—-2+3V2x-3 1
13) y=x_3+Vx+2
x —x
10 y= x?—-1 14) y= 3
Vx—2—x
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x2+1

17) y= po—
18 _3\/x—7r
) y_l—cosx

ANALISIS MATEMATICO
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FUNCION EXPONENCIAL

Llamamos asi a cualquier funcidon donde la variable independiente figura como exponente de una potencia. Se ajusta a la
formula f(x) = a9® + k,dondea > 0,a # 1ya,k €R

Por ahora las graficas que trataremos son las basicas o elementales, aquellas en las que el exponente sea un polinomio de
grado 1, de laforma f(x) = a™*" + k,dondea >0,a # 1ya,k,m,n€R

f(x) = 10*
) =2 (x) ! e :
2
1
/,/ J 1
E ? 3 2 ") 1 2
-4 3 -2 1 0 1 2
—1
-1
Las mas habituales son las que son en base 2, 10y e
e Todas son CONVEXAS
e Sja>1son crecientes.
e Sj0<a<1 son decrecientes.
P r
g 9
8 8
8 8
S 5
4 4
1 3 1 ?
fx) = 2 fx) = & ;
1 ) i
3 2 1 Q 1 2 i 4 3 3 2 1 Q 1 2 3
1 1 1

/. s 1 . o 5
Es facil comprobar que las graficas: a* y — con 1<a son simétricas una de la otra con respecto al eje Y
X
a

DESCRIPCION DE LAS GRAFICAS f(x) = a* (RECORDEMOS QUE a >0y a # 1 SIEMPRE)
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Funcién exponencial
Dom(f) =R
Continua en todo R

Derivable en todo R

a ok W e

Puntos de corte con los ejes: (0,1)
6. Lagraficade f(x) = a* es simétrica a la grafica deaix conrespecto al eje Y
7.  Curvatura: Son todas convexas
8.  Crecimiento:
a.  Sia>1son crecientes.
b.  Si0<a<1 son decrecientes.
9. Maximos y minimos: no tienen
10. Puntos de inflexién: no tienen
11. Asintotasy ramas parabolicas:
a.  Asintota horizontal en el eje X
i Sia>1 = xlirywax =0
ii. Sia<1l :)lfmax =0
b.  Asintota vertical: no tienen
c.  Ramas parabdlicas:
i. Sia>1 = lima* =
x—wm
ii. Sia<l = lim a* =
xo—00
12. Imagen, rango o recorrido: Img(a*) = (0, )

13. No es periodica
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DEFINICION DE FUNCION LOGARITMICA

Para cualquier nimeroreal a € R,con a > 0y a # 1 definimos la funcién logaritmica en base a como:

f(x) =log,x =y ;yesel exponente al que hay que elevar a para obtener x, es decir: a” = x

Las bases mas habituales son 2, 10 y e. Mostramos a continuacién sus graficas. Todas las graficas donde a>1 son

semejantes.

DESCRIPCION DE LA GRAFICA DE CUALQUIER FUNCION LOGARITMICA CON BASE a>1

R S L

=
= o

12.
13.

Funcién logaritmica

Dom(f) = (0, 0)

Continua en su dominio Dom(f) = (0, o)
Derivable en su dominio Dom(f) = (0, )
Punto de corte con los ejes: (1,0)
Simetria: no tiene

Céncava en su dominio Dom(f) = (0, )
Creciente en su dominio Dom(f) = (0, ©)
No tiene méaximos ni minimos

No tiene puntos de inflexion

Asintotas y ramas parabdlicas:

1

g(x) = logy(x)

G=(1,0)

a. Tiene una asintota vertical en el eje Y lim, log, x = —oo0
X0

b.  Tiene una rama parabélica lim log, x =
X—00

Img(log, x) = R = (—o0,0)

No es periddica

2

~
@
.
o
o

h(x In(z)

SIMETRIAS ENTRE LA FUNCION EXPONENCIAL Y LOGARITMICA

Si comparamos esta grafica con la de y = a* observamos que ambas son simétricas una de otra con respecto a la recta

y =x (mas adelante, explicaremos lo que son las funciones inversas o reciprocas y veremos que estas dos funciones son una

lainversa de la otra)
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En el siguiente enlace puedes ver como se modifican las graficas a* y log, x segiin variamos a (teniendo en cuenta que
a>0,a+ 1SIEMPRE

https://www.geogebra.org/graphing/mny9sfrv

g(w) = logy(a)

SIMETRIA ENTRE LAS FUNCIONES log, x Y logi x , DONDE a>1
a

En el siguiente ejemplo se muestran las gréficas log, x y log: x ambas son simétricas una de la otra con respecto al eje Y.
2

DESCRIPCION DE LA GRAFICA log: x
2

g(@) = logy(x)
(En la imagen es la grafica de color azul) .

Dom(f) = (0, ) ;
Continua en su dominio Dom(f) = (0, ©) :
Derivable en su dominio Dom(f) = (0, ©)

Punto de corte con los ejes: (1,0)

Convexa en su dominio Dom(f) = (0, ) :
Decreciente en su dominio Dom(f) = (0, ©)

1
2
3
4
5.  Simetria: es simétrica con respecto a y = log, x con respecto al eje X B
6
7
8.  No tiene maximos ni minimos B
9

No tiene puntos de inflexién -
10. Asintotas y ramas parabdlicas:

a.  Tiene una asintota vertical en el eje Y li%l+ logix = o
x> a

b.  Tiene unarama parabdélica lim log, x = —o0
xX—co

11. Img (loglx) =R = (—00,00)

12. No es periddica
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En el siguiente enlace puedes ver la misma simetria para cualquier valor de a>1 simplemente tirando del valor a
https://www.geogebra.org/graphing/sunggfaf

FICHA DE DOMINIOS Il

Calcula el dominio de las siguientes funciones:

LOGARITMICAS

1 +1

1) y=loga(x ~7) 5) y= ot
— 2

2) y—log%(x +1) o ) X2 —1

y_ln(x—Z)

3) y=xIn(x—-1)

7 = In(1 — x?
4) y=In(Bx*+x—-2) ) y=In(-x)

EXPONENCIALES

26) y=2x+e™* 28 3
x-1 ) y= x2+4
2\x+1
27 y=(3) 2
X
29) y=——
)y x4+ 4

FICHA DE PROBLEMAS DOMINIOS

1. Lanzamos una piedra verticalmente hacia arriba a una velocidad de 20 m/s. La altura, h, medida en metros, a la
gue se encuentra en cada instante, t, medido en segundos, viene dada por la funcién:
h(t) = 20t — 5t
Haz una representacién grafica
Calcula el dominio de definicién en el contexto del problema
¢En qué momento alcanza la altura maxima?
¢Cudl es la altura maxima que alcanza la piedra?
¢En qué momento cae la piedra al suelo?

® o0 oo

2. Una poblacién de insectos crece segtn la funciéon y = 1 + 0,5 - 2%** donde x es el tiempo medido en dias e y es
el numero de insectos en unidades de millar)

a. ¢Cudl es la poblacidn inicial de insectos del experimento?
b. ¢éCudl esla poblacién al cabo de 5 horas?
c. Calcula cuanto tiempo tarda en duplicarse su poblacion

3. Enunexperimento de laboratorio se cultivan bacterias. La funcién que nos da el nimero de bacterias N en funcién
del tiempo t (medido en horas) viene dada por la ecuacion:

N(t) = 5000 + 4000t — 1000t2
a. ¢Cudl es el numero inicial de bacterias?

b. ¢éCudntas bacterias hay al cabo de 1 hora?
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c. Dibuja la grafica en el intervalo [0,5]
d. ¢éEn qué momento desaparece la poblacion?
e. ¢En qué momento la poblacion de bacterias es maxima?

La relacién entre la sensacidn o percepcion de estimulos de una persona sana depende de la intensidad de dichos
, . .z . 3 . . Lo . e .z
estimulos y se aproxima a una funcién del tipo S(I) = k¥ Dibuja una gréfica aproximada, clasifica la funcién y

calcula dominio y recorrido en el contexto.

Con una jeringa vacia de 8 cm taponamos el orificio de salida con un dedo y apretamos el émbolo de forma que el
aire se comprima en el interior. La relacion entre la presién P (medida en atmdsferas) y la longitud | (medida en

cm) del aire comprimido dentro de la jeringuilla viene dada por la expresion [(P) = % . Se pide dibujar la gréfica,
estudiar dominio y recorrido en el contexto.

Durante la enfermedad de un paciente se observo la evolucidn de su temperatura T (medida en °C) en relacién
con los dias que estuvo ingresado y se observd que se ajustaba a la férmula:

T(t) = —0,1t2 + 1,2t + 37°C

Al paciente se le da el alta cuando su temperatura vuelve a los 37°C. Se pide: Gréfica aproximada, dominio y
recorrido de la funcién en el contexto real (no se puede devolver al paciente muerto ni congelado...por favor)

Sabiendo que una habitacidon rectangular tiene 16 metros de perimetro se pide:
a. Expresar la superficie en funcién de sus lados
b. Gréfica aproximada, ajustada al contexto
c. Describe la grafica en el contexto del problema
d. ¢Cudl es la distribucidn mas eficiente? (forma de la habitacion para que el drea sea maxima)

Partiendo de un residuo téxico de 5gr de sustancia radioactiva se aproxima que la masa que queda al cabo de t
afios viene dada por la funcién:

M(t) = 5-0,76" Dondet se representa de 1000 en 1000 afios
Hacer una grafica aproximada, dominio y recorrido

Partiendo de la ley de Weber-Fecher que mide la relacion entre la sensacion y la intensidad de un estimulo S(I) =
k - log I se pide una gréfica aproximada, dominio y recorrido
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FUNCION VALOR ABSOLUTO

x<0

Definimos el valor absoluto de un n2 como el valor numérico con signo positivo. La férmula queda asi: |x| = {;x >0

Si dibujamos su grafica:
1.  Funcidn valor absoluto

Curvatura: no procede (esta formada por dos semi-rectas)

2. Dom(f)=R

3. Continua en todo R g
4. Derivable en todo R — {0}, en el 0 NO es derivable, hace una esquina. 5
5. Puntos de corte con los ejes: (0,0) 4
6. La grafica es simétrica con respecto al eje al eje Y o
7.

8.

Crecimiento:

a.  Six >0 creciente.

b.  Six <0 decreciente

9.  Tiene un minimo absoluto en (0,0). No tiene maximo

10. Puntos de inflexién: no procede (no es una curva)
11. Asintotas y ramas infinitas: No procede
12. Imagen, rango o recorrido: Img(|x|) = [0, o)

13. No es periddica

Otro ejemplo

f(x):l-x.l,.zl_lxl flr) = |-x+2 7 1
Lo primero que tenemos que hacer es romperla en trozos
para tener una ecuacién mas manejable:

2 six<0
fX)=1-2x+2 si0<x<?2 2
-2 six>2

En el siguiente enlace puedes ver un video de 4 minutos
sobre como se calcula la ecuacién de la funcién a trozos

Funcion relacionada con el valor absoluto

Dom(f) =R

Continua en todo R

Derivable en todo R menos en los puntos (0,2) y (2,-2) donde NO es derivable, hace “esquinas”.
Puntos de corte con los ejes: (0,2) y (1,0)

La gréfica es simétrica con respecto al punto (1,0)

Curvatura: no procede (no es una curva sino que esta formada por tres semi-rectas)

© N o Aok W N

Crecimiento:
a. Six <0 constante eiguala 2
b. Si0 < x < 2 decreciente
c. Six =2 constante e igual a -2
9. Lagréfica estd comprendida entre 2 y -2 por lo que esta acotada siendo 2 su valor maximo y -2 el minimo
10. Puntos de inflexién: no procede (no es una curva)
11. Asintotas y ramas infinitas: No procede (no es una curva)
12. Imagen, rango o recorrido: Img(|x|) = [-2,2]

13. No es periddica
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FUNCIONES DEFINIDAS A TROZOS

Llamamos asi a aquellas funciones que vienen definidas por diferentes ecuaciones segun el intervalo en el que se encuentre
la x.

—X,

. . x<0 . .
Un claro ejemplo es la funcidn absoluto: |x| = X >0 gue ya vimos anteriormente.

En estas funciones hay que dibujar cada “trozo” en donde esté definido.

—3x+2 six<1
Ejemplo: g(x) ={-(x—-3)>+9 sil<x<3
6 six <4
10
1. Funcién definida a trozos. Tiene 3 tramos: en el 12 es una semi-recta E
decreciente, en el 22 un fragmento de parabola y en el 32 una semi-recta

constante

2. Dom(f) =R - (3,4] olo queeslomismo: (—»,3]U (4,0) porque en el
intervalo (3, 4] no esta definida I

3. Discontinua en:

{

a.  x=1 (elvalorasuizquierday a su derecha son distintos (da un salto

de magnitud 6)
b. Enelintervalo (3,4] porque ahi no est4 definida ¥

4. Donde no es continua no puede ser derivable, en el resto si por ser fragmentos ; i

de funciones polinémicas. \c
5. Punto de corte con los ejes: (0,2)
6.  Simetria: ninguna
7. Curvatura: en el 12y 32 tramo no tiene (son dos semi-rectas), en el 22 tramo P 2 T ! 2 } ? s $ !

es concava »; B

8. Crecimiento:

a. 12tramo (x < 1) = decreciente

b. 22tramo (1 < x < 3) = creciente
c. 3%2tramo (x < 4) = constante

9. Tiene un minimo absoluto en (1,-1). No tiene maximo absoluto, si tendria un
maximo relativo en E=(3,9)

10. Puntos de inflexién: no procede
11. Asintotasy ramas infinitas: no tiene
12. Imagen, rango o recorrido: Img(g) = [—1, )

13. No es periddica
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FUNCIONES A TROZOS

er six<0
1) y= 1
2
2 —
X<+ x+2
1
§x+1 six <0
2) y=
(x—1)?%six=0
((cosx)?—1
senx
3) ¥y=

3
— [ X >
le 211 six=>0

six <0
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REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

A la hora de representar “manualmente” una grafica tenemos estas opciones:

1. Que sea una funcidn elemental bésica cuya grafica tenemos visualmente memorizada. Por cierto: es obligatorio
saber dibujar, a mano alzada, de forma aproximada, las siguientes funciones:

e Cualquier tipo de recta y parabola
o y=+vx,y=—-Vx

1
° y:;

. y:Zx,yzzix,y:ex,y:ix

e

e y=log,x ,y=logix , Inx , logix
2 e

e y=senx ,y= cosx , y=tgx (hay un ejercicio mas adelante)

2. Que partiendo de una grafica elemental como las anteriores, podamos obtener la que nos piden mediante sencillas
traslaciones, simetrias y/o dilataciones y contracciones

. i u uncié 3 i i u ipcid ibuj .
3. Sisetrata de una funciéon més “complicada” necesitaremos su descripcion para poder dibujarla
NO nos ponemos a hacer tablas de valores “a lo loco”.

La descripcién o bien nos la dan (ahora mismo es la Unica opcidon que tenéis) o la buscamos utilizando las
herramientas de: inecuaciones, ecuaciones, limites y derivadas (estas dos ultimas se ven mas adelante)

4. Tablas de valores: Sélo para rectas y parabolas.
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1. Partiendo de una funcién elemental

Si sabemos dibujar las graficas elementales basicas (ver punto 1 de antes), podemos dibujar facilmente infinidad de graficas
simplemente desplazandolas por los ejes y también estirdndolas o aplastandolas.

Veamos cada cosa con ejemplos a continuacién.

SIMETRIAS

Una simetria es un movimiento basico en el que “reflejamos” un objeto (como en un espejo). Pueden ser de varios tipos
pero lo habitual es con respecto a una recta (eje de simetria) o con respecto a un punto.

SIMETRIA CON RESPECTO A UNA RECTA

En este caso la recta es el eje de simetria y reflejamos una curva sobre ella como si de un espejo se tratase. Ya hemos visto
varios ejemplos:

SIMETRIA CON RESPECTO AL EJE X:

Para cualquier funcidn f(x) si “doblamos” su gréfica sobre el eje X obtenemos la gréfica de su funcion opuesta —f (x).

Por ejemplo, tomemos la funcion:
flx)=—x3+Vx2+5

Su funcién opuesta (multiplicar todo por -1) sera:

—f(x) =+x3—x2+5
Dibujemos ambas graficas con geogebra, se ve perfectamente que si doblamos la hoja por el eje X, la
grafica azul se superpone sobre la roja.

En resumen:

f(x) y —f(x) sonsimétricas con
respecto al eje X, sea quien sea f

Un caso especial: las funciones log, x y log1 x, donde a > 1, a € R son simétricas una
a

de otra con respecto al eje X

Si imprimimos este folio y lo “doblamos” por el eje X, vemos que se superponen las
graficas azul y roja.

Asi que:
logix = —log, x
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SIMETRIAS CON RESPECTO AL EJE Y

Si doblamos la grafica de cualquier funcidn f (x) por el eje Y obtenemos la grafica del opuesto f(—x) (NO confundir con el
caso anterior)

. . .z X s ,
Por ejemplo, consideremos la funcién: f(x) = vx* + 6 — Pyl la funcién del opuesto seria:

f=0) =x*+6-

Dibujamos ambas graficas con geogebra y podemos comprobar con facilidad que son simétricas con respecto al eje Y

—x3+1

Fijate en la imagen de la izquierda, si doblas por el eje Y veras que la gréfica azul y la roja se superponen

En resumen:

f(x) y f(—x) son simétricas con
respecto al eje Y, sea quien sea f

Ejemplos

Las funciones exponenciales: a* y — con a > 1 son simétricas una de la otra con respecto al eje Y (fijarse en los colores
a

| \ / |
i | A [ H
L | Nt -'lxl: o |
()= & |\ | f(x) = | | ()= & | i I/ 10 =e
s =10 -y W=\ / J

de las gréficas)

éPor qué? Obviamente porque si f(x) =a* = f(—x) =a™ = a—lx asi que ambas son simétricas con respecto al eje Y

FUNCIONES PARES
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Cuando una funcion es simétrica consigo misma con respecto al eje Y, se le llama funcién PAR, en ese caso se cumple que:
f&x) =f(—x)

Ejemplos:

La funcion valor absoluto es simétrica consigo misma, con respecto al eje Y, y es por tanto una funcion
PAR. Si la doblamos por el eje Y, sus dos ramas se superponen, asi que generalmente nos ahorramos
el esfuerzo de darle muchos valores para dibujarla, simplemente dibujamos la primera ramay la otra
la trazamos a ojo por simetria

Le pasa lo mismo a las parabolas que tienen el vértice en x=0.

1

Un ejemplo muy especial son las hipérbolas f(x) = - glx) = — - que son simétricas una de la otra con respecto al

eje Yy también son simétricas con respecto al eje X.
Si doblo la hoja por el eje X |a parte roja se solapa con la azul

I Si doblo la hoja por eje Y la parte roja se solapa con la azul

Si hago las dos dobleces seguidas todas las ramas se superponen.

SIMETRIA CON RESPECTO A OTRO TIPO DE RECTA

Las funciones exponencial y logaritmica (en la misma base) son simétricas con respecto a la recta y = x.

A este tipo de funciones (simétricas con respecto a la recta y = x se les llama
reciprocas, se explicara con mas detalle cuando demos composicién de funciones
y funcion inversa)

A Otros ejemplos de simetria con respecto a una recta serian las parabolas, todas
T/ 7777777 ellas son simétricas consigo mismas con respecto a la recta vertical que pasa por
| su vértice (haz tu el dibujo en un folio y compruébalo doblandolo)

SIMETRIA CON RESPECTO A UN PUNTO

En la simetria con respecto a un punto reflejamos una grafica dos veces, para que nos entendamos, imaginaros un folio, en
él dibujada la gréfica, marcamos bien el punto de simetria y trazamos una cruz con centro en ese punto, ahora doblamos

la hoja dos veces, una sobre la horizontal y otra por la vertical. La imagen reflejada que se obtiene es la simétrica con
respecto a ese punto.
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Ejemplos

Esta grafica es simétrica consigo misma con respecto al punto (1,0).

Prueba a doblarla por el eje X y luego déblala por la recta vertical x=1, veras
gue las dos ramas se superponen.

Cualquier hipérbola es simétrica consigo misma con respecto a su Foco
En la imagen de la izquierda la hipérbola que se muestra es simétrica consigo
misma con respecto al punto (2,3) que es su punto focal.

CASO ESPECIAL: FUNCIONES SIMETRICAS CON RESPECTO AL ORIGEN DE COORDENADAS: FUNCIONES IMPARES

Si una funcion es simétrica con respecto al origen de coordenadas se cumple que
, f(=2) = ~f ()
Y en ese caso se le lama FUNCION IMPAR. Dibujarlas es facil ya que nos limitamos a dibujar la primera rama y la otra la
trazamos a ojo por simetria.
Dos ejemplos muy conocidos de funciones impares son: y = i y=x3

TRASLACIONES

Ahora obtendremos graficas a partir de otras simplemente moviéndolas por el plano. De forma esquematica:

f() +a © "SUBIR" a unidades f(x +a) < aunidades ala IZQUIERDA
EjeY

f(x) —a < "BAJAR" a unidades

Eje X
f(x —a) © aunidades A LADERECHA

2. PARTIENDO DE LA DESCRIPCION DE LA
GRAFICA

Lo Unico que se necesita es comprension lectora,
saber interpretar lo que nos dicen y dibujarlo.
Ejemplo: “dibuja una pardbola convexa que
tiene su vértice en el (0,0)”

Cuanto mas complicada sea la grafica mas
detallada necesitaremos la descripcion.
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GRAFICAS, REPRESENTACION Y DESCRIPCION

FUNCIONES DEFINIDAS A TROZOS

Dibuja y describe las siguientes funciones:

—3x+2 six<1 3 six < -—1
1. f(x)={—(x—3)2+9 sil<x<3 6. f(x)=4x?+1 si—1<x<1
6 six <4 4x — 2 six>1
3x —4 x+2 six<1
2. y=| 2 | 7. f(x)=42x?-3 sil<x <3
3x+6 six >3
x2
3. y=——4| x+2 six<1
4 7. f()={2x2-3 sil<x <3
2x+1 six<1 3x+6 six >3
4, f(x)=§—(x—2)2+4 sil<x<3 8. f(x)=lx+2|—|x|
-3 six>5
x+2 six<1 9. f() =¥
5. f(x)={x2—3 sil<x<3 1
6 six >3 10. f(x) = |;|

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Dibuja las graficas de las funciones seno, coseno y tangente, y describelas detalladamente.
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TEMA 5: LIMITES

CONCEPTOS BASICOS

° MATEMATICAS ACADEMICAS 12 BACHILLERATO
1.4

Limite LATERAL de una funcién Limite de una funcién Limite LATERAL de una
por la IZQDA. ] funcién por la DRCHA.
lim f(x . lim f(x

lim £(x) lim (x) o] %)
Es el valor al que tiende la funcion Es el valor al que tiende la Es el valor al que tiende la
cuando x toma valores muy funcién cuando toma valores de funcién cuando x toma valores
proximos a a pero MENORES que X muy préximos a a muy préximos a a pero
a MAYORES que a

Para que el limite de f(x) exista, deben existir los limites
laterales en a y ser iguales

lim f(x) = lim f(x) = limf(x)
x—-a~ x-at x-a
Para calcular el valor del limite sustituimos x por el valor que nos den y operamos.

110J0ij la expresiéon lim la arrastramos todo el
x—-a

ejercicio HASTA QUE SUSTITUIMOS x por su valor

TABLA DE INDETERMINACIONES (SON 7)

00 oo0 1ioo
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NO SON INDETERMINACIONES

(o= =, G "0 | o) =
(+o0)* = oo, (k > 0) s
(+0)k =0, (k<0) Eizg . Eizg ; i:
k¥® =400, (k> 1) (=) + (+0) = —o0
k=° =0, (k>1) k-(+oo)=+00, (k>0)
ke =0, (0<k<1) S ca) s e (i)
k™ = +o0, (0<k<1) Ces S D
k(=) =40, (k<O0)
k k
—=0 —=0
+00 -
k = =0 too — =
o- " o “ (+00)** = +oo, (+00)7% =0
o0 +00 (+0)F = +oo, (k >0)
6=oo T=+oo (+0)k =0, (k<0)
o k*® = 4oo, (k>1)
=+, (k > 0) k== =0 (k>1)
. ke =0, (0<k<1)
0, (k> 0) k™ =40, (0<k<1)
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LIMITES CLASIFICADOS POR INDETERMINACIONES

LIMITES EN UN PUNTO
192 Factorizamos (Ruffini con el punto del limite, las veces que sea necesario)
Polinédmicas 22 Simplificamos
32 Recalculamos el limite
TI(I;O 12 Multiplicamos y dividimos por el conjugado de la raiz
- Con raices 22 Factorizamos y simplificamos
0 32 Recalculamos el limite
Otras L'Hopital , férmula: limM =lim f:(x)
x»agd(x) x-ag )
TIPO ;. . p
K 12 Calculamos limites laterales por separado, serdn +00 6 —
— 22 Para el signo cogemos numeros proximos por la derecha y por la Izqda.
0 32 Sjlos limites laterales son iguales entonces existe el limite y sera igual a ellos. En otro caso Alim
TIPO 12 Transformamos el producto en una fraccion, dividiendo por la inversa de una de las funciones
22 Obtenemos g
0o 32 Aplicamos L'Hopital
LIMITESEN EL +
Grado del numerador MAYOR 0 & 00 El .sigpo del cociente de los coeficientes
principales
Polinémicas Grado del numerador MENOR Lim=0
TIPO Grado numeradory Lim = coci - o
o denominador IGUAL im = cociente de los coeficientes principales
o Con raices Como en polinomios pero ji0OJO!! Debemos de tener en cuenta la influencia de la raiz
para calcular el “grado” del numerador y denominador
Otras L'Hopital lim ) _ lim f:(x)
x—ad(x) x-ag'x)
TIPO | Sin raices Operamos y lo transformamos en una divisidn de polinomios reduciéndolo al caso 2
00 — 00 | Con raices Multiplicamos y dividimos por el conjugado de la raiz
12 Transformamos el producto de funciones en una fraccion, dividiendo por la inversa de una de las
TIPO funciones
22 Obtenemos g
0- 0 32 Aplicamos L'Hopital
LIMITES EN EL —

Transformamos en x = 400 cambiando x por - x y recalculamos el limite

CASO ESPECIAL:, TANTO PARA LIMITES EN UN PUNTO COMO PARA LIMITES EN EL INFINITO

TIPO
100

lim[f (x)]9® = Imr-1lg(x)

LIMITES

CON PARAMETROS

Ver casos practicos en la ficha de limites
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FICHA LIMITES

EJERCICIOS TEORICOS

Demuestra las siguientes igualdades, justificando razonadamente cada paso:

1
1) lim — =0 donden € N

x—oo X

k
2) lim— =0 dondek €R conk #0

x—oo X

3) lima,x™+ -+ a;x+ ay = lim a,x™ donde a,,...,a;,a0 E RyneN
X—00 X—00
+oosia, >0

—oosia, <0 donde a, E R,a, #0 yn €N

X—00

4) lim a,x™ = {

5 SiPx)=ax"+-+ax+ayy Q(x)=byx™+ -+ bx+ by son
polinomios reales de variable real, de grados respectivamenteny m =

{& sin=m
'bm
. P(x) _ 0 sin<m a,
x—00 Q(X) 400 si a>0
sin>m= a
k —o si——2<0
b,

LIMITES DE POLINOMIOS Y DE COCIENTES DE POLINOMIOS EN EL OO y -00

Calcula:
Lol 3 8 i 3—-2x
i gy - Jim S5
o —2x? o 1 3x*—4x +8
2. lim o— C e T 2% 1 9
] -1 10. lim x3 — 3x? + 25x
3. lim x—00

x—ox2 —1
11. lim x3 —3x? + 25«x

1 X——00
4., llm -3
o 12. i 3
2x - 1 ' xglgo xZ + 5
5. lim >
¥ X+ 5—x
13. lim
x2 + 5 x—oo X — 5
6. lim 1
e 14 tim 23
2 —3x C e 7x — 2
7. lim
== X +3 2x2+1
15.
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6 i 5x3 — x2
' xgrgo x2 4+ x5
17 3
" x—ex2+5
18.  lim ==

19.

20.

MATEMATICAS ACADEMICAS 12 BACHILLERATO

21.

22.

23.

24,

ANALISIS MATEMATICO

x——00 X+5

. x%43x
lim - X
X—00 x—1

. x%—4x
lim - X
X—00 x—2

LIMITES DE FUNCIONES EN UN PUNTO, INDETERMINACIONES DEL TIPO%

4x
1. i
xl—r% x2 — 2x
o 2x%+3x
2. lim ——
x—0 X
. x?>—-1
x1—>rnl x—1
x3+1
4. x——1 X2+x
x4+ 2
5. li
xl>n}2 xZ —4
x+3
6. lim ———
x—-3x2+4x+3
- x*—1
’ x1—>rnl x2 -1
2
8. lim =—
x—1x-1
x%+x
9. lim
x—0 X
2
10.

im —
x——2 X%+2x

x3

L P TP

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

24.

i x2—x—6
im—————
x-3 x2-3

i x2—3x+2
*oix? —2x + 1

i x?—2x

025 + x2

I x3 +x?
im —

x--1x%2 4+ 2x + 1

y x—1
A —2x+ 1
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LIMITES DE FUNCIONES IRRACIONALES (RAICES)

Calcula:
o Vx?+3x o x* =1
1. lim——— 14. lim
x—0 X x-1x — 1
CoVx2+4+4-2 1 -1
2. lim———— 1+ x
x-0 x 15. lim
x-0 X
vx+4-2
3. lim———— . x+5
x>0 X 16. lim ——
o VIxE —x § 2
Vv2x+3 -3
4, lim——— Va3 F 3x2
x—3 x—3 17. lim —————
x>0 x+5
. x—=25
5. }}Eé\/;_g, 18. ;i_{g)(Vx+5—x)
x2
6. lim—— 3x2 + 1
X0 2 _ 19. i —
Va4 +3x2 -2 Frard Ix2+x+2
. 2—=+x-3
7. lim—— 2x — 10
x-7 x2—49 20. lim—
*5\x 14— 3
8 i 3—x
- lim—— Vi—-x — V1+x
*9 9 —x 21. lim
x—-0 X
X T3-42
9. Ilim ———
x—--1 x+1 3x2+1
22. lim /2—
- ¥ —16 x—00 | X2+ x+ 2
' x1—>r{164,_\/}
23. lim+/x2%2—-2x—x
X—00
2=+
11. lim
x4 x —4 24. lim+/x2 +x+4—x2—x
X—00
x++vx—20
12.  lim —— Vx+2 — 2
216 x—4 25. lim——— =
x=2 x—2
x% —+/x
13. lim Vx
=1 yx =1

LIMITES DE SUCESIONES. FRACCIONES ALGEBEBRAICAS

Calcula:
Lo an® —n? 3n’+1 _ 3n? -1 4n*
"o\ 2n6 41 m2+1 ol n3 2n* + 3
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n®+7 2nd +1
3. limIn 7. limIn({=——
n—oo 2n n-oo 2n3 +n
n+l n-—1 2\(n+1D(n-1)
4. i ( ) i (_>—
oo n—1+n+1 8 ‘rlll—I}l;lOlnTl (n+1)?
_ n*(1-n) 4 4n®—n? 3n%+1
5 lim|———+— 9. lim _
n—-oo 2n2 —-n—1 n2 n—-oo 27’1_6 +1 n2 +1
6 i n*+1 N —n’ C [(3n%2-1 4n*
Coabw\2nt +1 0 3n% +n+1 10. Aﬂ( n3 .2n4+3)
LIMITES EXPONENCIALES
Calcula:
x —3\3* 2 x2-2
1. lim ( ) 6 lim 2x°+1
xow \ 4x " xow\2x2 + 3
4x% +1 mx3 2_
2. lim <4x2 2) 71 2x2 —1\" 3
X—00 _—
Coabe\2xZ + 1
2n?-1
3. lim9 nZ-1 6 i (X1 3x
n—-oo
' xl—l;g <2x - 1)
n+1
4, 1lim0,1 n? x + 2\ 2%
o i (12)
X—00 x —_—
2 1 n+21
2n° + n
5. lim (2 oo+ 1\
n-o 10. lim ( )
x—>o \x — 5

LIMITES CON PARAMETROS

1. Calcula k para lim (VX2 +kx +5 — VxZ—3x) =4
xX—00

2. Calcula a para lim (Zx —V4x? + ax + 1) =1
X—00
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TEMA 6: CONTINUIDAD Y DISCONTINUIDAD DE UNA FUNCION

De forma intuitiva podriamos decir que una funcién es continua si podemos “dibujarla sin levantar el lapiz”. Ahora
daremos una definicién formal.

CONTINUIDAD EN UN PUNTO

f(x) es continua en un punto x = a si existe el valor de la funcidn en ese punto y coincide con el limite f(a) = lim f(x)
x—a

La funcion SIEMPRE es discontinua en los
puntos que NO pertenecen al dominio.

f(x) es continua si lo es en todos los puntos de su DOMINIO

TIPOS DE DISCONTINUIDAD EN UN PUNTO

. SALTO INFINITO. En este caso alguno de los limites laterales es infinito (obviamente el punto NO pertenece al
dominio)

1. SALTO FINITO. En este caso los limites laterales son finitos pero distintos (a la diferencia entre ambos se le llama
magnitud del salto)

1. FALTA EL PUNTO. Discontinuidad de tipo “evitable”, en este caso existen ambos limites laterales y son finitos
pero la funcién no esta definida en ese punto.

Iv. PUNTO DESPLAZADO. Discontinuidad de tipo “evitable”, en este caso existen ambos limites laterales y son
finitos pero no coinciden con el valor de la funcién en ese punto.

YA : YA V) i
1
|
|
: /O
1 /
: / 1 “] b
|
1
> X B e i + > X - > X
¢ a a a
1
a)lim f(x) no existe b) lim f(x) no existe ¢) lim f(x) existe d) lim f(x) existe,
X=a X=-a Xwsa X=—sa
y f(a) no esta pero f(a) estd pero f(a) no estd f(a) estd definida,
definida definida definida pero lim f(x) # f(a)
Xwea

FIGURA 2.3.1 Cuatro ejemplos de f no continua en a
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CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES

Todas las funciones elementales (ver tema 1) son continuas en su DOMINIO

ESTUDIO DE CONTINUIDAD DE UNA FUNCION DEFINIDA A TROZOS

En las funciones definidas a trozos estudiamos por separado la continuidad de cada una de las funciones que la
componen, después estudiamos la continuidad de la funcidon en los puntos de unién de esos trozos, calculando los limites
laterales en los mismos, teniendo en cuenta que a la derecha e izquierda la funcién es diferente.

ESTUDIO DE CONTINUIDAD DE UNA FUNCION CON VALOR ABSOLUTO

Primero tenemos que definir la funcidn a trozos y luego hacemos lo mismo que en el caso anterior.

FICHA CONTINUIDAD

Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

_ x
1) x—2 > six<O0
—15x* + 3x% 4 18x2 — x5 + 5x3 — 6x 5 fx)={*"~
X 3x+1 six=0
2) x2+4
_x+1
3) f(x)z{x2+1 six<1 6) f(x)_—xz—l
—2x+4 six=>1
7)) f(x)=|x—-2]+1
x?—1 six<0
4) f(x)=492x—-1 si0<x<?2 —3x+2 six<0
x+5 six=>2 8) f(x)= -2 six=0
= x
six>0
x+2

9) halla el valor de k para que la siguiente funcién sea continua en todo R
_(—x% 42 six<-2
f(x)_{kx six > -2

10) halla el valor de a y b para que la siguiente funcion sea continua en todo R

2x+1 six < —2
fx) ={ax*+bx si—2<x<4
x—4 six >4

11) halla el valor de a para que la siguiente funcioén sea continua en todo R
_(x*+ax+a—1 six<2
f(x)_{ln(x—l) six>2
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TEMA 7: ASINTOTAS DE UNA FUNCION

Las asintotas de una funcidn son lineas imaginarias hacia donde tiende la funcién pero sin llegar a tocarla. No siempre una
funcidn tiene asintotas. La posicion de la grafica con respecto a las asintotas es muy valiosa a la hora de dibujar la funcién.

ASINTOTAS VERTICALES

Son rectas verticales (no son funciones) y su ecuacién es x = b, donde b es el valor que cumple que el limite de la funcién
f(x) o alguno de sus limites laterales es +o0 ¢ — o0

Los posibles candidatos son los puntos que
NO pertenecen al dominio

ASINTOTAS HORIZONTALES

Son rectas horizontales (paralelas al eje X) tienen la forma y = k donde k es un nimero que cumple alguna de las
siguientes condiciones:

lim f(x) =

y/o
Jim £ =k

ASINTOTAS OBLICUAS

Una asintota oblicua tiene la forma y = mx + n siendo m la pendiente de dicha recta y n la ordenada en el origen, se
obtienen mediante las formulas:

C)) .
s L s = i 1) — e

TRUCOS A TENER EN CUENTA

e Siuna funcién (que no sea por trozos) tiene asintota horizontal, NO puede tener oblicua

e Silafuncion es un cociente de dos polinomios tendra asintota oblicua si el grado del numerador es uno mas que
el grado del denominador

e Hay que calcular los limites para las dos ramas (+0) por separado, siempre dentro del dominio de la funcidn. En
el caso de cocientes de polinomios no es necesario, ya que si existe serd igual para ambas ramas
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POSICION RELATIVA DE LA FUNCION CON RESPECTO A SU ASINTOTA

MATEMATICAS ACADEMICAS 12 BACHILLERATO

ANALISIS MATEMATICO

POSICION RELATIVA
a CONDICIONES Y
2 X
TIPO DESCRIPCION COMO SE CALCULAN DE Y SUS PASOS A SEGUIR EJEMPLOS
ASINTOTAS
Si lim  f(x) = +oo la funcion se aproxima a la 0 QT,ﬂUzMO 9 ZQka{X)
18 Buscamos puntos de NO as?r&]c(na or la DRCHA. de k desde el 4+ !
DOMINIO, puede ser k ¢ P ’ : lim f(x)=-c0 |
rectas Dom(f) o, sies a trozos, ! i :
1 1k v
; . que no pertenezca al Si liI{L f(x) = —oo la funcién se aproxima a la ! \‘: i, .
P x> T Il =+o0
ASINTOTA verticales ;i:nr:;zlo de alguna de sus Miramos el signo del limite | asintota por la DRCHA. de k desde el —co & X D=kt
VERTICAL ecuacion > ) infinito a la IZQDA. y |
22 miramos si se cgmple DERCHA. de k o B . o lim f(x)=+oo o lim f(x)=-c0
X = k alguna de las condiciones: Si xll)r’?_ f(x) = +oo la funcién se aproxima a la x—k x—k*t
x=k k es n?Q real LT,} fG) = teo asintota por la IZQDA. de k desde el +o0 : '
L ] '
i /) 2 N T
X [}
}il,}l f(x) = £ Si lir’? f(x) = —oo la funcién se aproxima a la : ¥
— x—k~ 1k '
asintota por la IZQDA. de k desde el —c0 ! . i
rectas ° ; i5 i ol limite ti ; - ‘ 2
) Calculamos los limites de la 12 Construimos la funcién Siel .|I’mlte tleE'\de a 0 por valores m?gatlvos 0" la o iiirio i ok
horizontale . ) gl =f(x)—k funcion estard por DEBAJO de la asintota. | hj XKoo X—o0
¢ funcién en el £oo0 y miramos ° NS
ASINTOTA ) . 22 comprobamos Sl 8 g = m. Clm s -
S si nos da un numero real k lim g(x) =0 T k e
HORIZONTAL ecuacion lim f(x) = k o g(x) = b il N X
uaci x-0 32 Observamos para cada lim f{x)=k
— k ) y/o limite si Si el limite tiende a 0 por valores positivos 0" la ":’ ‘
y= k y= }_{T}o fO=k lim g(x)=0% 6 0~ funcidn estara por ARRIBA de la asintota. o R
k es n? real xoke
12 Construimos la funcién 0 9
12 calculamos m = 0 gx) =f(x)—k Si el limite tiende a O por valores negativos 0~ la l <
p Cualquier 20 b funcién estara por DEBAJO de la asintota. | N
ASINTOTA 9 m= tim L® ™ o . A
o BLIC UA I’eCta con ° xoto X x—too dl
22 calculamos n 32 Observamos para cada o . + . \'
y=mx+n m=+*0 n= “T [f(x) — mx] limite si Siel '||’m|te tler\de a 0 por valores p?5|tlvos 0% la \
xoxe . ot o4 (- funcidn estard por ARRIBA de la asintota. | \
11111 gx)=0t60 | ‘
x—+oo
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FICHA ASINTOTAS

Estudia las asintotas de las siguientes funciones y la posicidn relativa de la funcidén con respecto a sus asintotas. En base a

la informacidn obtenida haz un boceto de la grafica de la funcion.

D

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

x+1
x—2

f&) =

x%>—-9

x—3

y:

2x + 3
x—2

fGx) =
f(x) = (x — 1) - e* (este es para més adelante, se hace por reglas de derivadas usando L Hopital)

x4+ 4
x—1

fx) =y4x?+1

3

x2—1

fl) =

f&) =

3

x
f(x)=m

Halla los valores de a y b sabiendo que la gréfica tiene una asintota vertical en x = 2 y una asintota oblicua de

pendiente 2, para la funcién:

ax®+3
x+b

f&) =
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TEMA 8: TEOREMAS DE CONTINUIDAD

TEOREMA DE BOLZANO

Dada una funcién f(x): R — R entonces:

si f(x) es continua en [a, b
fe) [a, b] }:EICE(a,b)t.q. fe)=0
y fl@)-fb) <0
Dicho de otra forma, si tenemos una funcidn que opera sobre nimeros reales y que devuelve un nimero real entonces se
cumple que: si f es continua en un intervalo cerrado y en los extremos de dicho intervalo cambia de signo, entonces tiene
que existir al menos un punto en el que la gréfica de la funcién corte el eje X.

INTERPRETACION GEOMETRICA

fla)} -

il — - - - - - — —

TEOREMA DE WEIERSTRASS

Tiene dos formas de expresarse:

Forma 1. Si f(x) es continua en [a, b] = f(x) esta acotada en ese intervalo
Forma 2. Si f(x) es continua en [a, b] = f(x)alcanza sus maximos y minimos absolutos en ese intervalo

INTERPRETACION GEOMETRICA

Teorema de Weierstrass

) 0 Un méximo My un minimo 1
Premisa

Funcién continua en [a,b] /\/
i
i
|
'

- -
M m b

»
»
L X

a Méximo y minimo en 9 Varios maximos y minimos e
extremos intervalo

extremos intervalo
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TEOREMA DE VALORES INTERMEDIOS, REGLA DE DARBOUX

f(x) continua en [a, b]

k € (f(a), f (b))

MATEMATICAS ACADEMICAS 12 BACHILLERATO

}:»ace(a,b) t.q flc)=k

ANALISIS MATEMATICO

INTERPRETACION GEOMETRICA

Teorema de los valores intermedios

Premisa

Funcién continua en [a,b]

Dos cortes con y=k,
f(c)=f(d)=k

2 4

0 Un corte con y=k, f(c)=k

A

fla) +

fib) -}

-3 Funcién no continua

(No se cumple teorema)

fib) -+

FICHA BOLZANO

1.

Demostrar que la ecuacién x3 + x — 5 = 0 tiene al menos una solucién en el intervalo (1,2)

Demostrar que la ecuacion x

2009

— e* 4+ 2 = 0 tiene alguna solucién

. , . 5
Demostrar que las curvas f(x) = sinxy g(x) = ise cortan en algun punto del intervalo (27r, 7”)

Justifica si las funciones siguientes estdn acotadas en el intervalo que se indica:

4
a) f(x)= 7 en el intervalo [1,3]

by f(x)=

3x

x —

2

en el intervalo [0,3]

Sea la funcion f(x) = 2x + 1 ¢Se puede afirmar que toma todos los valores del intervalo [1,5] ?
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TEMA 9: DERIVADAS. REGLAS DE DERIVACION

DEFINICION DE DERIVADA

fla+h)=f(a)

Se define la derivada de una funcién f(x) en un punto a como f"(a) = }mel) A

FUNCION DERIVABLE

Una funcién se dice DERIVABLE en su dominio si existe su derivada en todos los puntos del dominio (el limite existe y es
un n? real)

Para que una funcién sea derivable es necesario que sea continua

0 Derivabilidad =gl Continuidad

INTERPRETACION GEOMETRICA

La recta tangente a y=f{x)
,en el punto (g, f(a))

Es la recta que pasa por

(a, f)a))

Y=f(x)
- flath)f(a)

H J Cuya pendiente es igual

f(a) i — g - . |- Af’(a),queesla
: A Derivadaen el punto a.

fla+h) - f(a)
h

N : "
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REGLAS DE DERIVACION

Donde u(x) y v(x) son funciones reales de variable real, n € Ny a € R son nimeros

a=0
x'=1
Polinomios (ax)' =
ax)' =a
(™) =nx"?!
Suma w+v) =u+7v
Resta u—-v) =u -7
Producto w-v)y=u-v+u-v
(u)’_u’-v—u-v’ (1)'_ 1
v/ v? x)  x?
Cociente
(1)’ B ul
u/ — u?
Potencia ) =n-u"t-u
I 'U.’ ’ 1
Vi) == VE) = o=
Vu) =5 7= Vx) =5 =
Raices
n " u'
() =
. u u
Logaritmos (Inw)' = m (log,w)' = o log,(e)
Exponenciales e =e*-u (av)' =a*-u'-Ina

Potencias con

. WY =v-ut-u+ u-v-lnu
exponenciales

!

u
(senu) =u'-cosu (arcsenu) = ——
V1 —u?
(cosu) = —u'-senu (arccosu) = ——
Trigonométricas V1 —u?
! ul
(tgw)' = o u' - (1+tg?u) (arctgu)’ = T3
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TEMA 10: TEOREMAS DEL CALCULO DIFERENCIAL

TEOREMA DE ROLLE

f continua en [a, b]
f derivable en (a,b) ; = 3c € (a,b) t.q.f'(c) =0
f(a) = f(b)

TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO DIFERENCIAL

f continua en [a, b]

on S = f(@)
f derivable en (a, b)} = Ee B (@i ea )= b

—a

FICHA DERIVADAS

1. Calcula las derivadas de las siguientes funciones y simplifica

a) y=1In /i—i

b) y= itagx

x+1

sen®x - cos®x —arccos\x
) y= 3

d) y = In(cosx)? — V4x? — 5x + 3 - 5673%°

) y= (se:x)x

2. Estudia la continuidad y derivabilidad de f(x)

_(x%+3 six<1
fe) = {—sz +6x six>1

3. Estudia la continuidad y derivabilidad de la funcién:

x| six<1
x-el™™ six>1

fe ={

4. Calcula los valores de ay b para que la funcidon f(x) sea derivable en x = 2
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_(2x% + ax six <2
f(x)_{bx2+7x—4 six>2

5. Calculalos valores de a y b para que la funcidn f(x) sea derivableen x = 1

six<-—1

f&) =

2 _

8 Rl

six>-—1

6. Demuestra que x3 + 6x2 + 15 — 21 = 0 tiene una Unica solucién en el intervalo [0,1]
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ANALISIS MATEMATICO

TEMA 11: APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

1. RECTA TANGENTE Y RECTA NORMAL A UNA CURVA

PENDIENTE DE UNA RECTA

Es el grado de inclinacién de la recta sobre el eje X, se puede calcular como m = tga donde a es el angulo que forma la
recta con el semieje positivo OX.

Recta ascendente Recta descendente
0°<a<90° 90° < a < 180°
m>0 m<0

| Recta horizontal Al Recta vertical
i a=0° | a=90°
m=0 m = oo

ECUACION PUNTO PENDIENTE DE UNA RECTA

Sea r una recta que pasa por un punto P(x,,Y,) Y tenga de pendiente m. La ecuacion de la recta viene dada por la
férmula:

Y = Yo = m(x — xp)

PENDIENTE DE LA RECTA QUE PASA POR DOS PUNTOS

Si consideramos una recta cualquiera que pase por dos puntos
P(x1,y1) y Q(x4,y,) basta con aplicar la definicién de tangente de
AY un angulo para obtener la férmula:

Pendiente m de una recta

xX2)=y,
Y2—N
X2 —X;

X1)=y;
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RECTAS PARALELAS Y PERPENDICULARES (O NORMALES)

Sean dos rectas r y s con pendientes m y m' Entonces se cumple:

rlls em=m

1
risem=—-——
m

RELACION ENTRE PENDIENTE DE LA RECTA TANGENTE A LA CURVA Y DERIVADA

La pendiente de la recta tangente a una curva f en un punto a es

m = f'(a)

ECUACIONES DE RECTA TANGENTE Y RECTA NORMAL A UNA CURVA EN UN PUNTO

y—f(a) =f'"(a)(x —a) recta tangente

(x—a) recta normal

1
y—fw)=—fxw

FICHA RECTA TANGENTE Y NORMAL

BASICOS

1. Dada la curva de ecuacién f(x) = 2x% — 3x — 1 halla las coordenadas de los puntos de dicha curva en los que la
tangente forma con el eje OX un angulo de 45°.

2. Dada la parabola f(x) = x? hallar los puntos en los que la recta tangente es paralela a la bisectriz del primer
cuadrante. Encuentra la ecuacidn de la recta tangente y normal en dichos puntos.

3. ¢Enqué punto de la curvay = Inx la tangente es paralela a la cuerda que une los puntos (1, 0) y (e, 1)?
4. Dada lafuncion f(x) = tgx, hallar el angulo que forma su recta tangente en el origen, con el eje de abscisas.
5. Calcular los puntos en que la tangente a la curva f(x) = x3 — 3x2 — 9x + 5 es paralela al eje OX.

6. Se hatrazado una recta tangente a la curva f(x) = x3 cuya pendiente es 3 y pasa por el punto (0,-2). Hallar el punto
de tangencia.

7. Buscar los puntos de la curvaf (x) = x* + 7x3 + 13x% + x + 1 para los cuales la tangente forma un dngulo de 45°
con el semieje OX.

COMPLETOS

8. Calcular la ecuacion de la tangente, y si es posible de la normal, a la curva f(x) = In (tg 2x)en el punto de
abscisa:x = /2
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Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva: 9x2 + y? = 18 que sean paralelasalarecta: 3x —y + 7 = 0.
Calcula también las ecuaciones de las rectas normales correspondientes.

Muy Completo (ideal para examen final) Hallar el drea del triangulo determinado por los ejes coordenados y la
tangente alacurvaxy = 1l enelpuntox = 1.

CON PARAMETROS (TiPICOS ABAU)

11.

12.

13.

14.

Determinar los valores del parametro b, para qué las tangentes a la curva f(x) = b2x2 + 3x + 9 en los puntos de
abscisas x = 1, x = 2, sean paralelas.

Hallar los coeficientes de la ecuacién y = ax? + bx + c, sabiendo que su grafica pasa por (0, 3) y por (2, 1), y en este
ultimo punto su tangente tiene de pendiente 3.

La gréfica de la funcién y = ax? + bx + c pasa por los puntos (2, 3) y (3, 13), siendo la tangente a la misma, en el
punto de abscisa 1, paralela a la bisectriz del primer cuadrante. Hallar el valor numérico de a, b, c.

Dada f(x) = ax3 + bx? + cx + d, determina a, b, c, d sabiendo que la curva pasa por los puntos (-1, 2) y (2, 3), y
gue rectas tangentes en los puntos de abscisa x = 1y x = —2 son paralelas al eje OX.

2. CALCULO DE LIMITES POR L’"HOPITAL

Sean fy g dos funciones reales de variable real que cumplan las siguientes condiciones:

12 fy g deben ser continuas y derivables en un intervalo abierto al que pertenezca el punto a
22 lim f(x) =limg(x) =0
X—a X—a

32 g’(x) # 0 para cualquier x del intervalo

49 Existey es finito el chl—r>r¢11 ;gi 2 lim f(x) — lim f(x)
x=ag(x) x-ag'(x)

Entonces se cumple:

OBSERVACIONES

12 Laregla de L'Hopital también se puede aplicar si x = +o

22 Se puede utilizar para resolver indeterminaciones del tipo% y

H+ |+
8|8

32 Sjal aplicar L'Hopital una vez nos volvemos a encontrar con otra indeterminacion igual, y las funciones siguen
cumpliendo las condiciones, se puede volver a aplicar L'"Hopital las veces que sea necesario.

49 Para resolver las indeterminaciones co — co y 0 - 00, también se puede utilizar L'"Hopital pero primero habrd que
. . . S .0, %o . , .
transformar las funciones hasta conseguir una indeterminacion del tipo ;0 Y luego aplicar L'Hopital

52 Elresto de indeterminaciones «?, 09, % se pueden acabar de resolver por L'Hopital si previamente hacemos el
logaritmo del limite y tenemos en cuenta que lim In f(x) = Inlim f(x)
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FICHA LHOPITAL

ANALISIS MATEMATICO

BASICOS
ool sen 2x 5 i e*—e x?
) B e ) Pl xZ — 1 9 }cl—{%m
2N i senx . X'COoSXx —senx 1
) M o M= 10)  lim(cos )7
~ Inx . 1—2x—e*+sen(3x) 1
Ve R X2 e
2x3 2x2 -1 logx

4) lim———— 8) lim 12) lim g

x-0 X — Sen x x>0  @2% x-0 cotg x

13) lirr(l)(cotgx -arcsen x)
X—
TRANSFORMABLE
14) i ! ! 17) 1 ! ! 20) 1 ! !
) x50 (E_senx) ) 50 (;_ex— 1) ) b (m_x— 1)
15) lim (x-Ilnx 18) lim (senx-Ilnx ¥
) x—>0+( ) ) x—>0+( ) 21) lim [cos (;)]
X—00
i —x. 1 e
16) xl—lHloo[e (x + 3)] 19) lim( _ )
-i\x—1 e¥—e

LOGARITMICO CON L'HOPITAL

1 i x
lim xx 23) xll)r(l)gr(senx)

X—+ 2

22)

24)  lim(tgx)*°
X%

2
25) lim (2* — 1)»+1
X—00

CON PARAMETROS

26) Sabiendo que el limite existe y es finito calcula el valor del pardmetro a y el valor del siguiente limite:

In(x +1) —a-senx + x - cos(3x)

}cilr(} x?
27) Halla ay b sabiendo que la siguiente funcién es continua en todo R
x+cosx—a-e*
fG) = x:

b six=0

six#0

PARA 22 DE BACH

28) lim x'n(2-¢9
x—0

29)

1

lim(1 — cos 2x)"® )

X—-T
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3. MONOTONIA. INTERVALOS DE CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO, MAXIMOS Y MINIMOS RELATIVOS

CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA
Si f'(x) >0 = f(x) CRECIENTE

Si f(x) < 0 = f(x) DECRECIENTE

a € Dom(f)

]{D((E%;E((Z,IENTE alaizqda. de al = f tiene un MINIMO relativo en a

f CRECIENTE a la drcha de a

a € Dom(f)

]]:(SI(QEC:I]?NTE ala izqda. de a 1 = f tiene un MAXIMO relativo en a

f DECRECIENTE ala drcha de a)

CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA

a € Dom(f)
f'(a@)=0 = f tiene un MAXIMO relativo en a

f(@)<0

a € Dom(f)
f'(@)=0 = f tiene un MINIMO relativo en a

f(@>0

4. CURVATURA. INTERVALOS DE CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD.

Sif”(x) >0 = f(x) es CONVEXA

Sif”(x) <0 = f(x) es CONCAVA
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FUNCION CONVEXA FUNCION CONCAVA
— o .
‘ \
\ 4 )
“ f(x) = x2 ]
|

v

A 4

PUNTOS DE INFLEXION

f (@)
)#0

(a } - (a, f(a)) PUNTO DE INFLEXION

FICHA MONOTON/A Y CURVATURA
1. Dadalafuncién f(x) = ax®+ bx? +cx +d

a. Calcula el valor de los pardmetros sabiendo que tiene un extremo relativo en (0,1) y un punto de inflexion
en (1,-1)

b. Calcula el valor de los parametros sabiendo que presenta un extremo relativo en el punto de abscisa x =
0, que (1,0) es un punto de inflexién y que la pendiente de la recta tangente en dicho punto es -3

2. Hallalos valores de a, b y c sabiendo que la grafica de la funcidn siguiente tiene una asintota oblicua de pendiente
2 y un extremo relativo de abscisa x=3

ax®>+b
x+c

fG) =

FICHA APLICACION DE LAS DERIVADAS PARA LA REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

En las siguientes funciones estudia sus caracteristicas (dominio, puntos de corte, asintotas, maximos, minimos, curvatura
etc.) y luego haz una grafica aproximada de su grafica segun los resultados que has obtenido:

1. f(x)=x5+x3 2. flx)=x3-3x2+2
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+1 2 —
3, f(x)=2xx_3 7. f(x)=z2+’1“
+1 Z—
4 f(x) =xx2 8. f(x) =%
x?+1 2
5. f)=—13 9. f(x) = Zxx— 3
2
10, f(x)z%
2 —x?
6 f0) ="

5. OPTIMIZACION

PASOS A SEGUIR:

1.

Hacemos un dibujo e identificamos las incégnitas.

Calculamos la expresién de la FUNCION QUE QUEREMOS OPTIMIZAR (dependerd de dos variables x e y.
Expresamos la CONDICION entre las variables que nos da el problema.

En la CONDICION que acabamos de escribir (3), despejamos una de las variables en funcién de la otra.
La sustituimos en la FUNCION QUE QUEREMOS OPTIMIZAR (2)

Derivamos LA FUNCION A OPTIMIZAR e igualamos a cero.

Comprobamos, utilizando la segunda derivada, si se trata de mdximo o minimo

Resolvemos la otra variable en la CONDICION y damos la solucién al problema.
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FICHA OPTIMIZACION

Halla las dimensiones del rectangulo de area maxima que se puede inscribir en una circunferencia de radio 5 cm.
(sol:v50cm,v50cm)

Halla dos nimeros tales que el cuadrado de uno multiplicado por el otro sea maximo, sila suma de dichos nimeros
es 40. ( Sol:80/3, 40/3)

Averigua cuales son las dimensiones de un campo rectangular de 3 600 m2de superficie, para poderlo cercar con
una valla de longitud minima. (sol: 60m,60m)

Con 1 m?de cartdn cémo construirias una caja del mayor volumen posible. (sol: 2/3x2/3x1/6)

Una hoja de papel debe contener 18 cm? de texto impreso. Los margenes superior e inferior deben ser de 2 cmy
los laterales de 1 cm. ¢ Cudles deben ser las dimensiones para que resulten hojas con un coste minimo? (sol:5x10m)

Un agricultor sabe que si vende hoy su cosecha podra recoger 50 000 kg, que le pagaran al precio de 20 céntimos
por kg. Por cada dia que espere, la cosecha disminuird en 800 kg, pero el precio aumentard en 3 céntimos por kg.
¢Cuantos dias debera esperar para obtener el mayor beneficio? (sol: =28dias)

Un vendedor de boligrafos ha observado que si vende sus boligrafos a 15 céntimos, es capaz de vender 1 000
unidades diarias, pero que por cada céntimo que aumente el precio, disminuye en 100 unidades la venta diaria de
boligrafos. Por otra parte a él le cuesta 7.5 céntimos fabricar un boligrafo. Averiguar qué precio ha de poner para
obtener el maximo beneficio.(sol: 12'5 cént)

Se desea construir el marco para una ventana rectangular de 6 m? de superficie. El metro lineal de tramo horizontal
cuesta 20 euros y el tramo vertical 30 euros. Calcula las dimensiones de la ventana para que el coste del marco
sea minimo. Determinar el coste del marco.(sol: 3m, 2m, 240€)
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TEMA 12: CALCULO INTEGRAL

PRIMITIVA DE UNA FUNCION

ANALISIS MATEMATICO

Sea f(x) funcién, F (x) es PRIMITIVA de f si se cumple F'(x) = f(x), en ese caso [ f(x)dx = F(x) + C

TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS

Sencilla Con regla de la cadena Vale para todo
xn+1 un+1

Polindmicas fk dx =kx+C fx” dx = +C ju” du = +C
n+1 n+1

Logaritmicas

1
f—dx =In|x|+C
x

fo
f?dx—ln|f|+C

1
f—du =Injul+C
u

Exponenciales

fexdx=e"+C

feff’dx=ef+C

feu du=e“*+C

ax
faxdx = +C
Ina

frae=-" 4c
faf x_lna+

au
ja”du= +C
Ina

Arco Tangente

1
fmdx =arctgx + C

szdx =arctgf +C

Seno fsenxdx=—cosx+C ff’ sinfdx=—cosf+C fsinudu=—cosu+C
Coseno fcosxdx=senx+C ff’ cosf dx =senf +C jcosu du=senu+C
fdx =tgx+C ff’d—t +C fld—t +C
coszx ¥ cos? f x=tgf coszy W T B
Tangente
f(1+tg2x)dx=tanx+C ff’(1+tg2f)dx=tgf+C f(1+tg2u)du=tgu+C
A f ! d +C f f dx = arcsen f +C j ! d +C
rco seno X = arcsen x —dx = u = arcsen u
V1 —x2? J1—-12 V1 —u?
A f ! d +C f r dx arcos f + C j ! d +C
rco coseno X = —arcos x —dx =— u = —arcos u
V1 —x? J1-f2 V1 —u?
fl

1
fmdu =arctgu+C
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B NUMEROS Y POTENCIAS SENCILLAS

a) jl dx b) jz.& c) f«'zdx
d) [2xds O [xd ) [3xdx
g}j?xdx h}szir i) f%r’ﬂ.ﬁ

B POTENCIAS DE EXPONENTE ENTERO

a) _|‘{_11x-1 dx b) fx-l de -
o) j% . d) J‘% dx
| a J| (x = 3)3

® LAS RAICES TAMBIEN SON POTENCIAS

a) J.% x12 dx
b) J% Jede s
c) J"? Jx dy =

d) f%x‘”z dx

£) [54x d -

® ;RECUERDAS QUE D (lnx) = 12
X

3 [Lae = n]x] b) L -
- 1
o) dexzfn{rqﬂ d]jh'tﬁdx

ANALISIS MATEMATICO
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B ALGUNAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

a) [r.'m' x dx

b) [lca.rxaﬁ:

c) _[4:&.1 (.t + %) dx
d) |cos 2x dx

e) [{—mm x) dx

f) jmx.a'.'t

g}jm[x—ll.’}dt

b [ 2ede

i) f{nrgllr}if

) [1g? 25 ds

B ALGUNAS EXPONENCIALES

a) _[.e"'] dx

i::l' [62:'* 1 dx

Pagina 79|87



o MATEMATICAS ACADEMICAS 12 BACHILLERATO

ies.
afS?S&gI)( ANALISIS MATEMATICO

PRIMITIVAS. EJERCICIOS BASICOS

1 Halla:
3 .[xéit b} .[{5-"5—3#3*'1!—3}& c) f%;ﬂ[‘r
=3 { -
? [ = n[3
> M+ "5.1:5
. B . ;
J} f{'a@#-}]‘i& k}f%..'{?x_ﬁlzdt I fSri+ﬁxI—f1x+?3 g
x
& 3
m}f%;& n}fﬁf}_i":x “}flt +06x = 3‘&_

¥t

ﬂ] Jv?xé—5#2'+3-f—4£&

2a) f[ix-ifgx]dr b) f{ﬁmxi-ﬂ'}n*x c) '[{3 tgx—5 cosx) dx d]J{lﬂx-ﬁ"}it

- + 2
afie v ofSte af5.
‘laljmzxﬁx h}flf;xz cjj_h'_"{;:z

dx dx [ de
d}J‘ 25 + 92 . JA3+11::!' ﬂJ J1-922

dx dx w [ de
S}Jv'll—ﬂ.t;z o \"lli—ﬂxz ¥ J V3 =222
i) [r‘""_zd:
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INTEGRALES NO INMEDIATAS IMPORTANTES (PARA 22)

ff’lnfdx=f(lnf—1)+C jf’-tgfdx=—ln|cosf|+C f%dx=ln|senf|+€

INTEGRALES RACIONALES

. . . . . D(x
Las llamamos asi cuando estén formadas por el cociente de dos polinomios f%dx

Distinguimos tres casos en funcién del grado:

A) SI 0D = 0d

Dividimos los dos polinomios y aplicamos laregla D = d - C + R (Dividendo = divisor por cociente mas resto) Si divimos
esa expresion por el divisor, d, nos queda:
D C4 R
d ' d

Aplicandolo en la integral, obtenemos integrales inmediatas:

ffee I}

B) SI D <dd Y d TIENE TODAS SUS RAICES SIMPLES

Descomponemos en factores d(x) = (x — a;)(x — ay) - (x — a,,) y planteamos:

D A B . . . .
7= ey T Goap + e+ e calculamos los numeros A4, B, ..., N y los aplicamos a la integral, que queda asi dividida
en integrales inmediatas:
fD f 4 +f 5 + +f N Aln| | + Bln]| | + -+ Nln|
—= ———=Aln|lx —«a nlx —a nlx — a
d (x —ay) (x —ay) (x —ay) ! 2 "

C)SI dD < dd Y d TIENE ALGUNA RAIZ REAL MULTIPLE

Descomponemos en factores d(x) = (x — a;)(x — a,) = (x — a,)* (la Gltima se repite k veces) y planteamos:

p__ A4 B N NN
d (-a) G—ay) (x—ap)  (x—ay)? (o — an)”

Calculamos los numeros 4, B, ..., Ny, ..., N}, y resolvemos integrales logaritmicas y polinédmicas.
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INTEGRALES POR PARTES

MATEMATICAS ACADEMICAS 12 BACHILLERATO

ANALISIS MATEMATICO

Se aplicalaregla [ u dv = uv — [ v du (un dia vi un viejo vestido de uniforme)

Seguimos los pasos:

Elegimos como u la funcion que aparezca primero en la palabra

y la otra serd dv

Polinomios

Arcos.. Exponenciales

Logaritmos Senos,cosenos

Calculamos du derivando u (ponemos dx al final ya que estamos derivando con respecto a x)

Calculamos v por la integral de dv

Aplicamos la férmula [ udv = uwv — [ v du

Se repite el procedimiento con la nueva integral hasta llegar a una integral inmediata

EJEMPLOS DE ELECCION ENTRE u Y dv

La integral original . Aplicamos férmula
g J Elegimos Calculamos las P
f udv variables reciprocas uv — f vdu
R sin2x
o du = (2x — &)dx (x?—4x) — 2 (2x — 4)dx
2 _ — 2 .
Ipo f(x 4x) cos 2x dx du - x 4’; _ % dx = sin2x| En este caso hay que repetir la regla con la nueva integral, cada
I Polinomio - Seno o cos ... v=cosZxdx | v= [ cosZxdx = 2 vez se reduce 1 el grado del polinomio (en el siguiente paso ya se
termina)
Tipo f x = =
P (x + 5)e*dx ; _x -:dS du_ z{(x (x+5)ex—fexdx=(X+5)ex—€x+c
I Polinomio - Exponencial v=eax v=e
Tipo 2 Inax dx B du = 2x dx x?x(Inx — 1) — f x(Inx — 1)2x dx
11 Poli io-E ial dv =Inxdx v=x(nx—1) repetir la regla con la nueva integral, cada vez se reduce 1 el
OHnomLo - Lxponencia grado del polinomio (en el siguiente paso ya se termina)
Tipo farct x dx u = arctgx __1 1 In(1 + x2
P & dv—lgx du—1+x2dx arctgx-x—fx—zdx=x-arctgx—¥+(]
v Arcotg * Polinomio B v=x 1+x 2
Tipo fe" - cosx dx u=e* du = e*dx e’ senx — J(senx)e"dx
vV E ial-S dv = cosx dx v =senx Ciclica, repetimos y en siguiente paso volvemos a obtener la del
XPOnenciat: Seno o cos.. principio, despejamos y obtenemos el resultado

INTEGRALES POR CAMBIO DE VARIABLE

Consiste en sustituir una parte del integrando por otra funcidén o variable de forma que podamos resolver la integral por
alguno de los métodos anteriores.

COMO ELEGIR LA VARIABLE ADECUADA

Si en el integrando aparecen Sugerencia
Raices cuadradas t = VPolinomio

Raices no cuadradas

t = Y/polinomio

Siendo n = minimo comun indice de las raices

Funciones exponenciales

t=e™

Siendo n = menor indice de los exponentes del integrando

Funciones logaritmicas

t=Inx
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PASOS A SEGUIR

1.

Elegir el cambio de variable adecuado (ver tabla)
Despejar x en la ecuacidn anterior
Derivar ambos lados de la ecuacion

Sustituir t, x, dt en la integral original y ordenarla (la x deberia desaparecer y quedar la integral dependiendo sélo
de t)

Resolver la integral por los métodos anteriores (por partes, racional etc.)

Volver a ponerlo todo en funcidn de x deshaciendo el cambio de variable en la integral ya resuelta.

INTEGRAL DEFINIDA

Definimos el valor absoluto de la integral entre dos limites como el area de la regidn delimitada por la grafica de f, el eje

de abscisas, X, y las rectas x = a,x = b, incluido el signo. Como es un area, debemos tomar el valor absoluto (no tiene

sentido hablar de areas negativas) por eso es muy importante ver el recinto dibujado y elegir bien los limites de integracion

para evitar las dreas negativas o que se cancelen unas con otras.

Si F(x) es una primitiva de f(x) entonces:

b
[ feax=r - F@

a

PROPIEDADES
f:f=—f:f f:(f+g)=f:f+f:g

J:f=0 Vce(a,b)=>abf=LCf+£af

-Lbk-f=k-fabf
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ALGEBRA

TEMA 13: INTRODUCCION PARA 22 DE BACH

MATRICES
Una matriz es una “caja” de numeros ordenados en filas y columnas.
Ejemplo:
6 3 Matriz cuadrada de 3 filas x 3 columnas. Las filas se miran en
2 0 horizontal y las columnas en vertical. Se llama “cuadrada” porque
5 — * Diagonal principal el n2 filas = n2 columnas

Las que nos importan son las matrices cuadradas 3x3 y 2x2. Mas
adelante veremos que nos van a servir para solucionar sistemas de ecuaciones de forma rapida y sencilla.
En los siguientes apuntes se trabaja siempre sobre FILAS (que suele ser lo mas habitual) pero se podria
hacer exactamente lo mismo con columnas. Eso si, o trabajamos siempre con filas o siempre con columnas
(no mezclar)

TIPOS DE MATRICES

FILA NULA

Si todos sus elementos son O (es decir, es una fila de ceros).

1 -2 3
En el ejemplo siguiente la F2 es nula: ( 0 0 0)
-3 4 5

MATRIZ IDENTIDAD

Matriz cuadrada que tiene todo unos en la diagonal principal y el resto son ceros.
1 0 0
I=10 1 0
0 0 1

MULTIPLICAR (O DIVIDIR) UNA FILA POR UN N¢

OPERACIONES BASICAS

Hay que multiplicar TODOS los elementos de esa fila por ese n2.

Ejemplo:

1 2 =1\ ,, (1 2 -1
3

01 3|]—(0 1 3
-1 5 —2 4 10
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SUMAR (O RESTAR) DOS FILAS

Se suman elemento a elemento. El resultado se escribe en la 12 fila que indicamos, por ejemplo si hago
F5 )+ F; , sumo ambas filas y escribo el resultado de la suma en (F3)porque es la que se indicé de primera.

Ejemplo:

INTERCAMBIAR FILAS

12 =1\ . (1 2 -1
()—><—1 25
0 1 3

COMBINACION LINEAL DE FILAS
2:-1—-3-(=1) 2-2-3-2 2-(—1)—3-(—1)I> (Is —2 1>

0 1 3 0 1 3
-1 2 5 -1 2 5

El resultado lo escribimos siempre en la fila que se indica primero, en este ejemplcF;

RANGO DE UNA MATRIZ

Es el numero de filas linealmente independientes.

El rango de una matriz y el rango de
la matriz transformada mediante
combinaciones lineales es el mismo.

METODO DE GAUSS PARA EL CALCULO DEL RANGO DE UNA MATRIZ

Queremos transformar la matriz original en la matriz identidad, la idea es, mediante combinaciones
lineales y permutaciones, llegar a transformarla haciendo unos en la diagonal principal y ceros en el resto.

Paso 1: fijamos la COLUMNA 1, C; (columna jojo!, NO fila)
Paso 2: Hacemos 1 en el elemento correspondiente a la diagonal principal
Paso 3: Hacemos 0 en los otros dos elementos de esa columna

Paso 4: repetimos el mismo proceso en las otras columnas

r(A) = n de FILAS NO NULAS
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SISTEMAS LINEALES DE ECUACIONES (TODAS LAS ECUACIONES DE GRADO 1)

A cualquier sistema de ecuaciones lineales, podemos asociarle dos matrices:

ax+by+cz=d; a;, b ¢ a, by c¢|d;
{azx +b,y+cz=d, LamatrizA = (az b, Cz) y lamatrizampliadad*=|a, b, ¢, | d,
azx + b3y + c3z = dj as; bs c3

as; by c3|ds

RESOLUCION DE SISTEMAS 3X3 POR MATRICES

e Sir(A)=r(A") =3 =n2deincégnitas = S.C.D. existe una Unica solucién

e Sir(A)=r(A*) =2 < n2deincégnitas = S.C.I. existen infinitas soluciones

e Sir(A) # r(A*) = S.I. NO tiene solucion

RESOLUCION DE SISTEMAS POR EL METODO DE GAUSS

1. Dado cualquier sistema lineal le asociamos una matriz y su matriz ampliada (la que se
obtiene de afiadir la columna de los términos independientes)

2. Porel método de Gauss intentamos diagonalizar la matriz, incluyendo en las operaciones la
columna de la ampliada.

3. Porel nimero de filas nulas sabemos el rango de la matriz y podemos discutir el sistema.

4. En el caso de S.C.D. la solucién se obtiene como la ultima columna (la del término
independiente de la ampliada) una vez hayamos diagonalizado la matriz.

Ejemplo

x — 2y + z = 1 y encontrar su solucidn, si la tiene
x+y+z=4

(%1 14>F16F2—21
A= —211—>11
1l 1 14 1l 1 1

1

0

0

2x+y+z=4
Estudiar el sistema ;

N w
\_/
o
&
N
//
O O
O = O
= oG

3

|

s
R
S O =
= o
o O

o
=
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r(A) = r(4*) = 3 = n2de incognitas, Sistema Compatible y Determinado

X 0
la soluciéon es (y) = (1)
z 3

En lugar de diagonalizar la matriz, el método se
puede abreviar y triangularizar (haciendo ceros
debajo de la diagonal principal)

FICHA SISTEMAS LINEALES POR GAUSS

10.

x+y+z=2
x—y+2z=1 solucibonx =-9,y=4,z=7
2x+y+2z=0

x—y=2 1
2x+y+2z=0 solucibonx =1,y =-1,z = —3
x—y+2z=1
x—y+z=1
x+ 2y —z =0 solucién: No tiene soluciéon, S.1I.

2x+y =3

x+2y+3z=1

2x+2y+6z=3 2
y+z=1
2x + 2y + 2z = 4 solucion: S.1.,no tiene solucion
x+y+z=0

yt+z=1
—x+y+z=0 solucibnix=1,y=1,z=0
x—y+z=0

y+z=1
2y + 2z =2 SCI (infinitas soluciones)x = —A,y=1—-1z=21conA€ER
x+z=0

3x+y+2z=15
2x+4y +z =20 solucion:S.C.1.x =—-5—21,y =30+ 1,z = A, con AeR
x+7y =25

xX+y+z=26
1,4x + 1,25y + 1,5z = 35,2 soluciéon:SCD,x =8,y =12,z=6
1,25y +z=15z+y

3x—6y=1
2x —y — 6z =1 solucion: S.1.no tiene solucion
x—3y+2z=1

ALGEBRA

1
x+3z=2 solucién: SCI (infinitas soluciones) x =2—-34,y=—=,z=Acon 1 ER
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