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UNIDAD 4: 12 PARTE: LIMITES
22 PARTE: ASINTOTAS O RAMAS INFINITAS

32PARTE: CONTINUIDAD.

12 PARTE: LIMITES.

INTRODUCION

Recordatorio. Definiciéon de Sucesion: Una sucesién es un conjunto de nimeros que se pueden
enumerar. Cada uno de los nimeros se llama término y cada sucesién viene dada por su término
general que esaquel que te proporciona el valor del término sabiendo su posicién. ai, az,.......an

LIMITE DE UNA SUCESION: El limite de una sucesién de nimerosreales de término general anes un
ndmero real “a” cuando para valores muy grandesde n, los términos de la sucesion se aproximan a

au_n

d

Se escribe lim a,, = a y se lee: El limite cuando n tiende a infinito de anes a.

n—-oo

Ahora bien, si consideramos la expresion algebraica de una funcién como una sucesion, los limites
de las funciones cuando x tienden a infinito coinciden con el limite de la sucesién.

LIMITE DE UNA FUNCION:

El limite de una funcion es un concepto fundamental del analisis matematico.

1. Limite de una funcidn en el infinito.
El limite de una funcién cuando x tiende a infinito puede ser + o — infinito o ser un nimero real
L

Iim f(Xx) = 4ee Se lee: El limite cuando x tiende a mas infinito de f(x) es méas

revd
infinito
Significa: la funcion toma valores grandes positivos cuando la x
toma valores grandes positivos. (1° cuadrante)

lim f(x) = —ee Se lee: El limite cuando x tiende a més infinito de f(x) es menos

X—>tos
infinito.
Significa: la funcidn toma valores grandes negativos cuando la x
toma valores grandes positivos. (4° cuadrante)

lim f(x)=¢ Se lee: El limite cuando x tiende a mas infinito de f(x) es ¢

X =400
Significa: ¢ es el valor al que se aproxima f(x) cuando x toma

valores muy grandes positivos: y =¢ es una asintota
horizontal



https://es.wikipedia.org/wiki/An%C3%A1lisis_matem%C3%A1tico
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lim f(x) = +ee Se lee: El limite cuando x tiende a menos infinito de f{x) es mas

X ——oc
infinito
Significa: la funcion toma valores grandes positivos cuando la x
toma valores grandes negativos. (2° cuadrante)

lim f(x) = —ee Se lee: El limite cuando x tiende a menos infinito de f{x) es

X —4—oo
menos infinito.
Significa: la funcion toma valores grandes negativos cuando la x
toma valores grandes negativos. (3° cuadrante)

lim f(x)=¢ Se lee: El limite cuando x tiende a menos infinito de f{x) es ¢
X =)—o0

Significa: ¢ es el valor al que se aproxima f{x) cuando x toma
valores muy grandes negativos: y =¢ es una asintota

horizontal
\\\\ |
4y 2 | o -
lim f(x) = +eo lim f(x) = —eo lim f(x)=1
X —> —oo X — —s0 X —3 —oo

CALCULO DE LIMITES

Antes de empezar con limites de funciones concretas vamos a ver cuanto es:

lim 1 Pensadlo!!

n-oon

1.1.- Limite de una potencia.

boo ik > 0 oo sik > 1
lim n* =11 sik=10 fim k" =10 si —1< k<1
T 0 sik <0 T No existe sik < —1

Ejemplo:

1 2\*
a)limx3=oc b) limx3=1im—=0 ¢) lim3*=c d) lim(—) =0

xX—00 X—00 xX—>0 X X—00 x—oo \3

1.2.- Limite de un polinomio.

n— oo n

lim(an* + a,_n*"+ ... +amn + ay) = lima,n* = a, - limn*
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limax™ + bx™ 1+ - +p =limax"=alimx"=a- o = {_Oo sta< 0
xX—00 X—00 X—00 +oosia>0

Ejemplo:

a)lim3x3+4x2—-6=3-limx3 =40 b) lim—-5x3+ 4x?2 — 6 = —

X—>00 X—00 X—00

1.3.- Limite de un cociente de polinomios.

o0

En este caso esdonde nos podemos encontrar con la primera INDETERMINACION -

Unaindeterminacidon esunaexpresion que no nos permite calcular ellimite, ni siquiera saber
si existe o no. En estos casos hay que buscar alternativas para resolverlas.

Ejemplos:
i 3x3+4x2—6_00_1d B i 3x3+4x2—6_00_1d
Olm—e 6 ~—w I ) e 426w T
im0
O Era—6 o "
L o
INDETERMINACION - Para solucionarla se comparan los grados de los polinomios. Grado del

numeradord(Num) y grado del denominador §(Den).
19) Si Grado (Num)>Grado (Den) entonces la solucidn es: + o - oo

29) Si Grado (Num) <Grado (Den) entonces la solucién es : Cero;0

Coef principal del Num

39) Si Grado (Num)=Grado (Den) entonces la solucién es: —
Coef principal del Den

3x3+4x%-6 . 3x3+4x%2-6 3 ) 4x%-6
— =4 b) lim ———— == c¢) lim

Ejemplos: a) lim = = — =
! P ) x—00 4x%2-6 x—00 5x3—4x2—6 5 x—00 3x3+4x2-6

Otra forma mas tediosa de resolver estaindeterminacién es dividiendo todas las expresiones
entre la mayor potencia de n o x dependiendosi os hablan de sucesién o funcién. Hay veces
gue cuando hay raices se usa esta forma para evitar fallos de grados habituales en el
alumnado.

6x3-6

Ejemplos: a) lim —/———= = = Ind — Potencia del Num x3 ,potencia del denominador x*
x—>003x*+4x2—-6 o
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6x3—6 _ 6x> /x4 6/x4 / 6/x4 0

lim ——————= lim = lim =—=0

- 4 2 — —00 4 2 — 00 4' 6

x>03xt +4x2 —6 x-03X /x4+4x/ 6/x4 X503 4 /xz /x4 3

b) lim "L — ® _ Ind  Grado Num? Grado Den?? ¢Cudl es la solucién?
A el o rado Num? Grado Den?? ¢Cual es la solucién®
6n —1

6n? — 1 61/, 6

lim —————=lim = lim =— =00

n=eyn¥+6n +1 "*wm THOO\/ a1,

Pagina 229 Ej 11, 12. Pagina 244 Ej 47, 48

INDETERMINACION o — 00

Esta indeterminacién aparece al calcular limites de diferencia de cocientes de polinomios o

diferencia de radicales.

- Siesdiferencia de cociente de polinomios se realiza la operacién algebraica y se obtiene un
cociente de polinomios ya estudiado.

. n?+1  n?
Ejemplo: lim ( - —) =?77?
n—oo n n+1

- Si la indeterminacion procede de una resta de radicales se soluciona multiplicando y
dividiendo por el conjugado.

oy (RN _ | neaew?
Ejemplo.rlll_tzlo(\/n 2 ﬁ)—%l_r)r(}o (Vn2+vn) ylll—{go(\/nTh/_)

Pagina 230 Ej 13, 14. (Ap a) son os exemplos) Pagina 244 Ej 49, 50
INDETERMINACION 1

Se conoce como la indeterminacion del numero e porque se utiliza la sucesién cuyo término general

cuando n se acerca a infinito es el numero e.

n
La sucesion a,, = (1 + —) es una sucesién creciente cuyos términos 2; 2,25; 2,37037... se acercan
n

al nUmero 2,718281. Este niumero se denomina Numero e

Es por esto que para solucionar la indeterminacién 1 se buscard encontrar una expresion genérica

deltipo lim (1 + )n =e

n—oo
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. . 1\1/5 ] n \2n . g n+2
Gemplo:a) lim (1+2)" b) lim (1+757)" o lim (05)
n 1
. 1 E . 1 n /5 1/
) llm(1+_) = lim (1+—) =e /5
n—>oo n n—00 n
2n
n 2n 1
. _n o A _
b) Illl—>lg(1+n2+1) lim| 1+77——
n
241
: n_n #-Zn
i lim——2n
=n1}or<)11 1+32 +1 = en>on2+1°" = ’7?
n
c)lim(—) :lim(1+ _1) _ lim<1+ 27 ) s
n-ooo\n—1 n—oo n—1 Jm —

Pagina 231 Ej 15) 16) Pagina 244 Ej 51

2. Limite de una funcién en un punto finito. LIMITES LATERALES

El limite de la funcidn f(x)en el punto a, es el valor al que se acercan las imagenes (y = f(x))
cuando los puntos del dominio (las x) se acercan al valor a.

Definicién: Decimos que el limite de f(x) cuando x tiende al punto a es Lsi la funcién toma valores
cada vez mas cercanos a Lcuando x toma valores cada vez mas cercanos al punto a.

Lo expresamos mediante: ]
lim f(x) =L

x—a

Ejemplo: Sea f(x) = x? — 1 calcular lirr% flx) = lirr;(x2 —-1)=22-1=3
xX— g

No siempre es tan facil calcular los limites de una funcién en un punto. Para saber enfrentarse a
todos es importante conocer la definicidn de limites laterales.

LIMITES LATERALES

Se trata do observarlo que ocurre cuando nos acercamos a un niumero por su derecha, se designara
con un superindice +, y lo que ocurre cuando nos acercamos por su izquierda, se designara con un

superindice - .


https://www.matesfacil.com/BAC/limites/concepto/T0.png
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El limite de una funcién f(x) cuando x se acerca a un punto c por la izquierda es un n2 real L,
cuando para valores de x préximos a pero mas pequefios que el, la funcién se aproxima a L.
lim f(x) =L

X—=C
El limite de una funcion f(x) cuando x se acerca a un punto c por la derecha esun n? real L,

cuando para valores de x préximos a ¢ pero mas grandes que el, la funcién se aproxima a L.
lm;rf(x) =1L

X—=C
Los limites laterales también pueden dar como resultado + o — infinito, cuando al acercarse
x al punto por la derecha o por la izquierda el valor de f crece o decrece cada vez mas.

Finalmente decimos que EXISTE limite cuando x tiende ac y su valor es L, lim f(x) =L,
X—C

cuando existen los limites laterales y son iguales.

YA

\| |

)
<Y

<Y

YA

x<V

El ejemplo mds claro para entenderlos limites laterales es con funciones definidas a trozos.
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x%2 six<0
Sea f(x) = {—x si0 < x <2 Caleular @) f(0)y f(2) b) lin(}f(x); c) linzlf(x);
X—> X—

Vvx—1 six>2

Antes de seguir con las indeterminaciones vamos a ver este video que luego concretaremos



https://www.youtube.com/embed/5mjX7g9EbGY?feature=oembed

