gﬁg Seguro que en alguna ocasién has vivido
' una situacién como esta. Hay unas zapatillas
deportivas que se ponen de moda y que
todo el mundo quiere. Al principio hay poca
gente que las lleva porque son muy caras
y no todo el mundo se las puede permitir.

Pero va pasando el tiempo, y cada vez que
paseas por la calle ves mas gente que lleva las
zapatillas que te gustan. Al pararte frente

al escaparate de una tienda resulta que

el precio de las zapatillas deportivas ha
disminuido. Aunque, por desgracia,
siguen siendo caras para el dinero
que has podido ahorrar.

El tiempo sigue pasando y sigue habiendo
cada vez més personas que las tienen. Pero
es que ademas el precio sigue bajando.

Ha llegado tu momento, por fin te las puedes
comprar. Aunque a lo mejor siguen bajando
su precio y podrias ahorrarte unos euros.
Pero... jy si el precio no bajase mas?
;Deberias esperar?

Si conforme la marca de zapatillas
deportivas vende maés, abarata el precio...

¢COomo se puede saber cuando
el precio se quedara estable?




No clvides

L La primitiva de una funcion
~ noesdunica.

ACTIVIDADES

1. Asocia cada funcién con una primitiva suya.

a) fix) = 5x* — 3x% + 2

b)) =x"+x—2

- 0) X = 12¢ + 6x

266

Funcion primitiva de una funcién

Se llama funcién primitiva de f(x) a otra funciéon F (x) que cumple que

F'(x) = f(x).

EJEMPLOS

@‘ Comprueba que F(x) = x® es una funcion primitiva de f(x) = 5x*.
F'(x) = 5x* = F'(x) = fix)
La funcién F(x) es una funcién primitiva de f(x).
éi‘g Comprueba que G(x) = x5 — 1y H(x) = x® + 5 son funciones primitivas
de f(x) = Bx*.
G'(x) = 5* — 0 = 5x* H'(x) = 5x* 4+ 0 = 5x*
\ Las funciones G(x) y H(x) son funciones primitivas de f(x).

\

_J

Si F(x) es una funcién primitiva de f(x), cualquier otra funcién primitiva de

f(x) es de la forma F(x) + k, conk € R.

Para demostrar esta propiedad tenemos que ver que si F(x) y G(x) son funciones
primitivas de f(x), entonces F(x) y G(x) solo se diferencian en una constante, k. Es

decir, se verifica que F(x) — G(x) = k.
F(x) es una primitiva de f(x) = F'(x) = f(x)
G(x) es una primitiva de f(x) = G'(x) = f(x)
Como sabemos que la derivada de una resta es la resta de las derivadas:
F'x)—G'x) =0 —{ [F(x) — GX)" =0

f—gl' = — g’
La tnica funcién cuya derivada es 0 es la funcion constante:
[Fix) — Gx)I’ =0 = F(x) — Gx) =k

} - Fx)—Gx)=0

EJEMPLO
3 Comprueba que cualquier funcion del tipo F'(x) = x%+ k,conkE€R,
es una funcién primitiva de f(x) = 5x*.

F'(x) = 5x° + 0 = 5x* — F'(x) = f(x) para cualquier valor de k
K Asl, F(x) = x® + k, con k € R, es una funcion primitiva de f(x) = 5x%,

_/

v v' ) FX) o 4x3 + 32 s funciqnes. | 3 ’ v
W||)F(X)=X5“‘X3+2X.+3"‘_v, -y f(X)=8X3—4X+5 T c) f()():36x+1 ;
: X5 X ' 8x? il E: 3 :
) ) = — 4 — — ; ) e : ol I
WA = S 2k b) 00 = = e

{

T R

2. Determina una primitiva para cada una de las siguientes




Integrales indefinidas H?

'Integral de una funcién

Date cuenta
La integral de una funcién f(x) es el conjunto de todas sus primitivas,

La integracion es el proceso

Y se representa como | f(x) dx. Se lee dla integral de f(x) diferencial de x». de calculo de las primitivas de

Por tanto, si F(x) es una primitiva de f(x): una funcion.
Es decir, la derivacion
f fx)dx = Fx) + k y la integracién son procesos
inversos. .
Ak se le llama constante de integracién. ) 2 £10)
Integracion
EJEMPLO

€ Resuelve estas integrales.

. a) |4axdx = x4+ k
porque [x* + k] = 4x3

b) fe*dx=e*+k
\ porgue [e*]” = eX

Propiedades de la integrai

Suma y resta: f [ glldx = f f(x) dx =+ fg(x) dx

Producto por un ntimero: f[k fe)ldx =k - f () dx

_— e e e e emee Se escrike asi

EHIRAPLG

; A veces, escribimos para

' Resuelve las siguientes integrales.

i abreviar: ) :
a) f(SX“+2x)dx:f5x4 dx+f2x aX = x>+ x?+4-Kk, porque [x* + x2 + k)’ = 5x4 + 2x

T ffO()dx¥ff
f(f+g)=ff+fg fgmdx:jg

b) f3e" ax = 3fe"dx = 3e*+k, porque [3¢"]” = 3¢~

T

3.‘ Calcula la integral de las siguientes funciones. o ) o 4Si f f(x) dx=F(x)+kyfg_(x)dx=G(x)+k, halla:
=2 1 @) =g D, e T T e e e R
b) f0 =2cosx . f) A =5—dx—cosx a) f[f(X)Jrg(X)]dx 0) _ﬂ;f(x)—Zg(x)} dx
) ) = & — senx g) f(x)=5é"+2005x il B0 ' : b
d) fix) = 2x — ¢~ h) fix) = 7senx + 4 cos x 3 b) f[2f(x)‘—g'(x)]dx e d f[_.fo(Hb'g.(X)]dX il
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Integrales de .ﬁinciohes elementales

m Integral de la funcién constarite

La integral de una constante es igual a esa constante multiplicada por X.

fcdx=cx+k,conk e R

EJEMPLO

-
_

| s - .
X @ Resuelve las siguientes integrales.

a) Jde=5x+k b) f—de: —5x + k

m integral de las funciones potenciates

Date cuenta

3 Xn+1 , f(X)n+1
Para comprobar los resultados n+ —1 f x"dx = e +k J-f(X)“'f x) dx =T i1 +k
de estas integrales hay que
derivar.
J‘cdx=cx+l<—+[cx+k’=c . o ‘ N
EIEMPLG \
Xn+1
fx”dx= +k -
n+1 {/ Resuelve estas integrales.
Xn+1 ]’ (DA)X"
__)l +k = _:Xn 6+1
n+1 badx =——+tk=—=>
pAF1 a) fx dx é+1+k 7+k
X—2+1 X—-1 1
—_— = -2 — - -
b)f dx = f dx = 2+1+k _1+l< X+l<
14 k2 3
c) J-\f)?dx=fx%dx= )1(2 +k:-X§2—+k= 2‘/3)(— +k
2t 2
X1+ 1 X3+ X 1
e = — -3 —_—— e — —_ -
d) J(x 3)dx fxdx 4)< ax i > 8X2+l<
e) J'(3x2—7)4 6x dx Sifix)=3x2—7— f(x)=6X
@ —7) B2 —=7)°
2 __ 7\4 - —
f(3x 7)* 6x dx 1 +k 5 +k
1 B =N 1
———-6xdx:f3x2—7‘46xdx: +k=— +k
\ n .[(3)(2—7)“ ( ) —4+1 3(3x2—7)°
ACTIVlDADES N »
s 5 Calcula Ia |ntegral de las sugunentes funcnones iR 6 Resuelve : ~ ] ‘ e
a) f(x) x2+3x Ohd s b) f(x)—— )f(x 3«/_ a) J.(1—x)2dx : ‘b)f(1'—'x2)2dx 0) fzx«/x2+3dx
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£

te faita i Yackor numrics

{  p Halla esta integral: f(3x4 — 2Px3dx

PRIMERO. Se elige el tipo de integral al que corresponde.
En este caso, es de tipo potencial: f )" (x) dx

) =3x" — 2 - f(x) = 12%°
SEGUNDO. Si falta alguno de los factores numeéricos en la integral para completar
la derivada, se multiplica y se divide por él.
— 2)3X3

o . (3x*
Se multiplica y se divide por 12 — 0

TERCERO. Se saca de la integral el factor numérico que no se necesita para completar
la derivada, f'(x), y se resuelve la integral.
1 1 Bx—=2* 3x*—2)*

L 4 913, 19x30fy — -
> (3x* — 2)% - 12x3ax 2 2 + k 23 + Kk
/

12dx

En una integral siempre se puede introducir o extraer un numero como factor,
pero nunca un término que contenga la variable x.

EJEWMIPLO
(i Resuelve las siguientes integrales.

2X _2 .
a) f——dx = f2x(3x2— 172 dx Sif(x) = 3x2 —1 - f'(x) = 6x
V3x2—1

_1 1 _1 1 (3.)(2—1)‘%+1
f2x(3x2—1) 2dx:—f6x(3x2~1) 2qdx = — - + k=
3 3 1
—=+1
i 2
H 1
| 32— 1)2 Vaxz —
I =;_( )+k=2 3x 1+k !
i 3 7 3 |
2 ‘
? b)f(v3x+1)2dx Sif(x)=\/3x+1—>f'(x)=2_\:/_‘_°_"___
X

Se necesita vx para completar la derivada de la funcién. Como no se puede
introducir ningtin término con x, se desarrolla la potencia del polinomio.

f(x/§+1)2dx=f(3x+2s/§+1)dx=f3xdx+2x/§fx%dx+f1dx=

2 \
=£+$x/ﬁ+x+k

Integrales indefinidas m

No civides

Crkefo
Eff(x)dx=f ) ax -
S
o (Ko S
; T s A f(x)
,_kadX |

2
'\% . /
ACTIVIDADES ‘
- 7. Halla las siguientes lntegrales. L a’ 3 "8. Calcula la integral de las siguientes funciones.
o) fx(xﬂS)dx o e £ ) = ) fﬁx’—ﬂdx ' 0 |e*ax
b f(x_é)("z“‘“”’dx s S D) fxx/x?—?dx g f(x+1)ex'+2"“dx




m integral de tipo logaritmico

Se escribe asi

[ 1 L e pra - 1 f'(x) .
g’j Como no existen los logaritmos n=-1 J;dx =In|x|+k f ) dx =In|f09| +k

de nGmeros negativos, al - -
'_ _calcular integrales de tipo

logantmlco se toman valores ey \
absolutos SR e T EJEMPLO
—dx-ln|x|+k € Halla la integral indefinida i3 ax.
1 fix) = "x) = =— = —In ax + 3|+ k
Sif) =4x +3 - f(X) =4 f4x+3 f4x+3 T | 3]
LN
l{
i 2k : R
! '»\
ff %c‘e‘ffst’:riv e una integrat del tipo g ; ‘1 E
z | Calcula las integrales. a) ———dx b) f—g—-— dx f
; — 2 (1 —2x%°

PRIMERO. Si N # 1, se expresa la potencia del denominador con exponente negativo,
y se calcula f'(x).

an=1 )J- J‘5x1—2xz) Sadx
o) =1—2¢ > f() = —4x —1—2x2—>f'(x)

NMa elvides sEGUNDO. Si falta alguno de los factores en la integral para completar la derivada,

I se multiplica y se divide por dicho factor numérico.

!
f i ) . . - t
f()():)) dx —— Integral . Enambas integrales se necesita multiplicar y dividir por — !
Ueiiboy | 5x (—4)5x 5 [ —4x ;
logaritmico )] S ax = . ax = — - ax ;
0 gin =1 ! 1—2x (—=4)(1 — 2x?) -4 )1 —2x ;
f ) Integral de 5x 4 5 !
100 una funcion . b) f — = f —5X(1 — )X = — f —4x(1 — 22 dx
potencial i =24 —4 —4
i
3 TERCERO. Se resuelve la integral resultante.
H
=——f 2dex———ln|1—2x2|-|-k
5x 5 (1—2x)73""
=—=|-&(1 -2 = —— —————+k=
b)f(1—2x2 j X 4 —3+1 K
(1—2x1)"2 5(1 — 2x3)72 5
=—= +k= +k=—"——+k !
4 -2 8 8(1 — 2x3)? :
.. — B ——m——— g g s -m,j“

ACTWIDADES ‘
9. Resuelve estas mtegrales de t|po Iogarltmlco '  ‘ 10. Halla las sngulentes mtegrales
. Kbl e e b A 453
a dx P S o) S ‘ a ‘ -
)f2x2+1 i )f 2+2x R ) 4+2 o < i B f,/—‘xa
‘X3+3_ <x“+2)2 i F




m integral de las funciones exponenciales

a* S gfW
S il ™. flx)dx = —— + k
Ina Ina

EJEMPLO ';
9 Resuelve estas integrales de funciones exponenciales. f

2){
a) [2%dx = =— +k z
n2 !

b) |2%-2.6xdx

3x2—2
SifX) =3¢ — 2 - f(x) = 6x f23x2‘2-6XdX= 2|n2 +k
)

faf.f’=a_f ’
Ina !

c) |e>dx

Sif) =3x > f) =3

Para que sea de tipo f e’ f" se necesita un 3 dentro de la integral.

e¥.3 1 1
Ky = = — | p3x. = — . poX
! fe ax J. 3 ax 3fe 3adx 3 e¥ 4+ k

d) |5x%e* dx

Sif) =3 - f(x) = 3x? 5

i Para que sea de tipo fef -1’ se necesita un 3 dentro de la integral y sobra un 5. f

! ~ 2 XJ
! J5X29X° ax = 5]3(‘8 dx = iJ-ex’-3)(2 ax = £~ex’ + k
: 3 3 3
| _x
e) f 7 2dx
. X 1

fi = —— 5 f —

Sifix) 5 f'(x) 2

. . 1 .
! Para que sea de tipo f a’-f se necesita un 3 dentro de la integral.

X

- ) 1 72
7Pk = )77 —d =277 —dx=—2.1— 4k
-2 -2 In7

ACTIVIDADES _ ‘
" 11. Calcula las siguientes integrales. ‘ _ _ 12 Halla estas integrales de ﬂjncionés exponenciales.
a) |32dx L JIEG) f(?) OIS a) | 7% 2xdx i C) de
b) |e**'dx d) f(e‘3X+e"f2)dX SR o W (TP ¢ : d) fe'_xzdx» : i

Integrales indefinidas é;;k

/

b
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m Integral de las funciones trigonomeétricas

ACTIVIDADES

13. Calcula estas integrales de funciones trigonométricas.

2

: a) fsenzxdx c),f

b fcos(x+1)dx

272

J-sen X dx

eJEMBL

SR
2

d) fsen (%x) ax

—cos X +k fsen £(x) - f'(x) dx = —cos f(x) + k

fcosxdx———sen x+k fcos £(x) - f'(x) dx = sen f(x) + k

f('l +tg? f(x)) - f'(x) dx =tg f) + k

J‘ 1

cos? f(x)

f(1+tgzx)dx=tgx+k

J

) dx =tg FX)+ k

) dx=tgxt+k
CoSs® X

o~

19
Resuelve las siguientes integrales.
a) fsen (x +2)dx

Sif)=x+2->fK=1 jsen(x+2)dx=—cos(x+2)+k

. b) f cos él)l: 3X) dx

Sifix) = In3x = f'X)

J

c) f(1 +tg? (2 — X)) dx

3

A
X X

cos (N34 dx—lfcos (N30~ ox =~ sen (N 3+ K
3x 3 x 3

Sifp) =2—x— f(x)=—1- Senecesitaun —1 dentro de la integral.

1+ 822 — X (—
J(1+tg2(2—x))dx=f[ g(_1x)] (
—tg2—x)t+k

p
) dx = —J-['I +tg22— X)) (=N dx =

. . 1
=2 5 fx) = % — Se necesita un —y sobra V3.

2

1 X
-—_ =2 —
2dx v3tg2+k

dx=2\/§f !
X X

c0S%—
2

_J

14. Halla las integrales de funciones trigonométricas que
aparecen a continuacion. '

b 4 i
)} oe——d
0 é) Jcos%x+1) 0

b) f ’33e‘n(2x+1)dx d) jcosz(xz—:»‘) ax

0 J‘o(+1)ﬁcoso(2+2x)dx

4

/

_



Integrales indefinidas Eg}

EXA integral de tipo funcicnes arco

1 1
1 dx = arcsenx + k ———=f'(X)dx = arcsen f(x) + k
f\/i—xz f\/'l—fz(x)

—1 —1
—F———=dx =arccosx + k f\—-f'(x)dxzarccosf(x)—!-k
v1—x? V1—13x)
1 1 )
f1+X2dx=arctgx+k fm-f(x)d)(:arctgf(x)-kk
§
EJEMIPLO

EFQ‘ Resuelve estas integrales de funciones trigonomeétricas.

5
a) | ———1d.
)J-W—(sz X

SifX) =5x - f(x) =5

At . . e A A .M/"

5 1
\dx=f\-5dx=arcsen5)(+k
fx/1—(5x)2 V1—(5x)2

3
b) f ——dx
V1—4x?
SifAX) = 42 — fix) = 2x — f'X) = 2 — Se necesita un 2 dentro de Ia integral.

2

3 3 1 3
\dx=3f\dx:—f\~2d)(=—arcsen2x+l<
f\/1—4x2 21— 2 1T 2

6

c)f ! .. ax
T+IN2(x24+1) x2+1

SIfX) =In02+ 1) - fx) = xziﬂ — Se descompone 6en 3 - 2.

i

f & dx=3f 2
THIN20E+1) X241 THIN202+1) X241
=3arctgin(+1)]+ k

1 T
@ f(H—e‘”‘)eX dx*f1+e-2x o

|
|
i
i
f
SIFM =e™ > f) =e™ > fg = —gx= g
|

1 1 1
—dx= | — =—]dx=
f(1+e‘2’3ex f T+e % ( eX) X

1 1 1
=— —=— =-arctg —+k
f1+e‘2" ( e")dx aCtge"

N )

ACTIVIDADES

15, Resuelve estas integraies de tipo funciones arco. : - 16. Halla la solucién de las siguientes integrales.
: 1 ’ x Pt : ‘ X Ayt
ERa) fﬁ—dx S b)f\._—dx ] i a)f ax b)f ax
en PRI SRR Ll el A Y12 =32 i i 1ot 7




4 Inte'gra”ci(’)nv por partes

La integracién por partes se emplea para transformar integrales de tipo
u(x) - v’'(x) dx, donde la funcién v’(x) es facil de integrar, en otra expresion en la

que aparece una nueva integral mas sencilla de resolver.

Se escribe asi
e , _ Para integrar por partes aplicamos la siguiente férmula:
“ La derivada de una funcién v(x) - .

T se puede expresar como v’(x), fU(X) v'(x)dx =u(x) - v(x) —fV(X) u'(x) dx

- como hemos hecho hasta ahora,

0 como dv, notacion que
utilizaremos para el método

_ de integracion por partes.

v(x)ax = dv

. LR e [u(x) - vV = () v(x) + ulx) - v/(x)

De forma abreviada, escribimos: fu dv=u-v —fv -du
Para demostrar este resultado partimos de la derivada de una funcion u(x) - v(x):

Integrando en ambos miembros de la igualdad y despejando, resulta:

f[u(x) v dx=uX)vX) =fu’(x) -v(x) dx +fu(x) v/ (x) dx

fu ) vxdi=uXx) v —fv(x) U’ (x) dx

i ‘\ £ . oo o 3 e % % 5 . bR 4 e o
w°| Reselver una integral por paites

%- Calcula esta integral: fln X dx

PRIMERO. Se determinan los dos factores en la funcidn que hay gue integrar, teniendo
en cuenta que uno de ellos, la funcién dv, debe ser facil de integrar.

Mo chvides . Eneste caso, a la hora de elegir dv, se puede optar entre dos opciones:

. onn = = - =
Este método es il para dv=1Inxdx - v J.ln X dx, que no se sabe calcular.

el célculo de integrales de tipo:

ody=dx >V =fdx, que es una integral facil de calcular.
Px)- e . ,
f 4 e‘ o fP(X) In.gx Por tanto, se eligen dv = dxyu = Inx.

fp(x) - Sen x ax fP()(). COS X dx SEGUNDO. Se calculan vydu.
v 1
donde P(x) es un polinomio, dv=dx v —fdx =X u=inx = du={nx’= X ox

y también para el calculo ) ) ) .
de las integrales de tipo: TERCERO. Se aplica la férmula para la integracion por partes: Ju-dv=u-v—|v-du

J‘e"-“senxdx 'fex'COSXdX J‘lnxdx=x-Inx—f(x'%)dx=x-lnx—fdx=x-Inx—x+k=x(lnx—1)+k

* ACTIVIDADES - | o SR
" 17. Caleula las siguientes intégra]es. 5 e : 18, Resuelve mediante el método de integracion por partes.
i 'a) f(xiz-vl-?x)e‘”‘f”idx A b)' fxz-cos3xdx L ) J‘Z(z'lnx“dx { , R L) fx2-2"dx '
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Integrales indefinidas [£1
Integrales de funciones racionales

Para integrar funciones racionales descomponemos la funcién en una suma de
fracciones algebraicas cuyas integrales resulten mas sencillas de resolver.

m Si el grado del numerador es mencr que el grado
del denominador

Para resolver ( Pl
J QX
polinomio del denominador Q(x). Podemos obtener los siguientes casos:

dx, con grado [P(x)] < grado [Q(x)], se calculan las raices del

El polinomio de! deneminador solo tiene raices reales simpies

P(x
Para calcular f QEX; dx, con Q(x) = (x — a)(x — b)....x — n), lo descomponemos: Date cuenta
- Pe) _ A L B e e ConA, B, ..., N € R y calculamos: Una integral racional en la que el
Qx) x—a x—p X—n e y : denominador solo tiene raices
reales simples se puede
de:fidx+fidx+"'+f N dx descomponer en una suma de
QX X—a X—b X—n integrales de tipo logaritmico,
b ST € !
SIOER redtpe gf Atk i
| !
! . 2x +1
| B e i
. Calcula esta integral f X —bx ¥4 dx s
" PRIMERO. Se factoriza el polinomio del denominador, } i
| PRMER P ow Recuerda
X 5+452—-4.4 5£3 X1=4 ;
i X=NX+4=0- x= = =9, _ i . R — N
i 2 2 Xa=1 ! Dos polinomios son iguales
X—5X +4=(x—a)(x —1) | cuando los coeficientes de los
- sEGUNDO. Se descompone la fraccién como una suma de fracciones cuyos numeradores terminos del mismo grado
| Son constantes y los denominadores son cada uno de los factores del polinomio Q). } también loson. G
g A+ __A . B K+1 AX—N+Bx—4) ‘ X T=AX= B —4)
X=+4 K=4) K—1)  x—_sx14 X —4Kx—1) f —>2==fA+f48} ‘
! TERCERO. Se calculan las constantes, igualando los numeradores y resolviendo el sistema ! :
! que resulta. |
| 2=A+B A=3 ;
! _ _ _ _ A i
[ XHI=AKR=N+BX—4) > 2 +1=(A+B)x— A 43“’1:—A—45}_’B=—1} |
i
| cuarro. Se resuelve la integral utilizando la descomposicion obtenida. f
% 2+1 — ’
z\dx=f 3 dx+f ! dx=3In|x—4|=In|x —1|+k f
; X —=5x+4 X—4 X—1 j
ACTIVIDADES ‘
19. Resuelve estas integrales racionales. 20. Calcula las integrales racionales.
X2—1 g X2+ x—2 X*—5x2+4 o =2 —x+2
/
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El polinomio del denominador tiene una raiz real multiple

Date cuenta P
Para calcular | —— dx, siendo Q(x) = (x — a)", hacemos la descomposicion:

l Una integral racional en la QX)
que el’denomln’aqOr solo tiene PGJ = A £ ...t ——— con A, B, ..., N € R, y calculamos:
una raiz real multiple se puede Qx) x—a x—a)? a)"
descomponer en una suma
de integrales en la que una de P) dx = J- f dx + ...+ J.
ellas es de tipo logaritmico, QX (x —a)? x— a)”

y el resto, del tipo potencial.

03/0[ resolver gna integral racionat en fa que el denominador

‘ elo tiene una rafz real miltiple

i

i 2x +1

. © Calcula esta integral: dx
; 9 fx3—6x2+12x—8

i pRIMERO. Se factoriza el polinomio del denominador, Q(x).
1 -6 12 -8
2 —8 8
[1 =4 4 0 - x¥-6¢+1x—8=K— 2K —4x+4) =
' =X -2 —2P=Kx—2

L PK .
SEGUNDO. Se descompone la fraccion m como una suma de fracciones cuyos

L — 4

2

numeradores son constantes y los denominadores son cada una de las potencias !
sucesivas de la factorizacion de Q(x). f
241 _ A B C 1 AK—2'HBER-2FC f
x—2° Xx—=2 -2 x-2° x—2)?° x—2)7° I

| TERCERO. Se calculan las constantes, igualando los numeradores y resolviendo
el sistema que resulta.

i A+1=AKX—22+BKX—2+C - 2 +1=AX2+ (B —4A)X +4A— 2B+C
; 0=A A=0
; 2=B—4A - 1B=2 f
2 1=4a—-28+C] |C=5 :
; x+1 0 2 5 2 . 5 |
x—2° x—2 (-2 «k-2° Kx—-2* (-2° ]

CUARTO. Se resuelve la integral sustituyendo la expresién original por la descomposicion
obtenida equivalente a ella.

241 (2 5 \. [ 2 5 _
fx3—6x2+12x—8 dx—f((x—z)2 - (x—2)3>dx f(x—2)2 dx+f(x—2)3 ox

=2fa—2)‘2dx+5fu—2)‘3dx=
2 5

:_x—z_z(x—z)2+k

[ S —

ACTIVIDADES
21 Resuelve estas lntegrales racnonales LA Vi 22 Calcula las integrales racnonales
: i =2 i s ot v, fx 2
e SOy i R ax o)
a) J’(x 1)3 b) f - x)2 : '- ) fx3+6x2+12x+8 : )
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Integrales indefinidas [}
El polinomio de! denominador tiene raices reaies simples y miltiples

En el caso de que Q(x) tenga raices reales simples y multiples,

Px) ; '
descomponemos 060 €omo una suma de fracciones algebraicas en la que
X

los numeradores son constantes y los denominadores son cada uno de los
factores de Q(x), en el caso de raices simples, y cada una de las potencias
sucesivas de la factorizacion, en el caso de raices multiples.

2x+1

X —5xT+gx—a X

i+ Calcula esta integral:f

© + PRIMERO. Se factoriza el polinomio del denominador, Q(x).

!
| 1 =5 8 —4 |
{ 1 1 —4 4 |
g T 1T % | Recuerda
! 2 2 —4 | i ¢ ;
'] ——2 O - X3 _5X2 + 8X . 4 - (X o 1)(X _ 2)()( o 2) — Para determlnal’ IaS ralF:eS
=X — I — 22 | enteras de un polinomio de
| grado mayor que 2 podemos

P i ! » 0y
SEGUNDO. Se descompone la fraccién o0 oMo una suma de fracciones en la que ‘ utilizar la regla de Ruffini.

los numeradores son constantes y los denominadores son los factores
correspondientes a las raices simples y mdltiples de Q(x).

i 2 +1 A B c '
! X—5+8—4 x—1' x—2 x —2)2
B AO<—2)2+B(X~1)(X—2)+C(X-1)
X =1 —272
! TERCERO. Se calculan las constantes, igualando los polinomios del numerador.
‘ 2X-|~1=A(X—2)2+B(X—1)(X—2)+C(X—1)
2X+1:AX2—4AX+4A+BX2—3BX+ZB+CX—C
2X+1=(A+B)X2+(—4A_3B+C)X+(4A+ZB—C)

0=A+8B J IA=3 2% + 1 3 3 5
Cr —

2=—4A— 3B+ =—3 - — _ o
1=4A+2B—C C=5 X—5x+8—4 Xx—1 x—2 x —2)2

CUARTO. Se resuelve la integral aplicando la descomposicion obtenida. é

2 +1 3 3 5
adX=)——adx— ax + ax =
fx3—5xz+8x—4 fx—1 fx—2 f(x—Z)2

=3ln]x—1|—3lnlx—2|—Tiz+k

ACTIVIDADES
3. Resuelve esta integral racional. : 24. Calcula la integral racional.

2 : - . _‘2
4x? — 2x J‘ X2+ 7x e

X +2)(x —3)2 dX X=x2—x+1
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Recuerda

@ Lamtegral de una fraccion
lgebraica d e
‘ age raica etlpO 2;+a2_ es.
. MX+N
.  TRAPTE, dx
X +a %

d dx =
Z+a2 : fx2+az

M
«=—In|x2+a2|+—arctg— i

No olvides

El factor x, en la factorizacion de
un polinomio, corresponde a la
raiz 0. Asi, si un polinomio tiene
el factor x2, significa que O es
una raiz doble del polinomio.

ACTIVIDADES

; 25 Resuelve estas mtegrales racmnales

a—‘
I y)J-xz\+1d

278
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El polinomio del denominador tiene alguna raiz no real

PX)
Q)

de segundo grado, x* + a%, descomponemos

Para calcular f dx, siendo Q(x) un polinomio con un factor irreducible

)
en una suma de fracciones

(
Q)
, Mx+N
algebraicas en la que a x* + a? le corresponde la fraccion W

y}J resolver una integrai racional en la gue el denominador
tiene raices no reales

2

. X
- Halla esta mtegral:f 3

4
_1dx

PRIMERO. Se factoriza el polinomio del denominador, Q).

1 0 0 0 —
1 11 1
1 11 1 0
—1 -1 0 —1
170 100 S =1 = 00— DE DK+ )

7

seGUNDO. Se descompone la fraccion g_(()x()) como una suma de fracciones, teniendo en
. Cuentaquea cada factor irreducible de segundo grado de Q(X) le corresponde un
i numerador de primer grado, Mx + N.
X+4 __A B Mx+N _
Xt =1 -1 x+1 x4
A(X+’I)(x2+’l)+B(X—1)(X2+1)+(MX+N)(X—1)()(+’l)
X—=NX+NKE+
TERCERO. Se calculan las constantes, igualando los polinomios del numerador.
X2-|-4=A(X+’I)(X2+’l)+B(X—1)(X2+1)+(MX+N)(X—'I)(X+’1)
CAa=A+B+MA+A—B+NX2+A+B—Mx+A-B—N

A=
0=A+B+M 5
1=A—B+N B=— X+4_5 1 5 1 3 1
0=A+B—-M M=0 =1 4 x—1 4 x+1 2 x*+1
4=A—B—N
__3
) 2
cuARrTo. Se resuelve la integral aplicando la descomposicion obtenida.
o o
x4 =1 X+1 X2+1
3
= — X_1 —_—— ==
k 4Inl | 4|n|x+1| 2arctgx+k
26. Calcula las mtegrales racuonales
3x — 2 i1
b J' f ax f
) 2+x2‘ ) x3 x2+3x 3 b xz(x2+1

/




Integrales indefinidas I

m Si el grade de! numerador es mayor o igual
que el grade del deriominador

P(x) - . .

0w dx, con grado [P(x)] = grado [Q(x)], dividimos el polinomio

del numerador P(x) entre el polinomio del denominador Q(x), y obtenemos como

resultado un polinomio més una fraccién algebraica en la que el grado del nume-
rador es menor que el grado del denominador.

Para resolver f

- ) Px) _ R(x)
PX)=QX)-Cx)+ R(x) - —Q(X) C(X)-f—*Q(X)

siied G la glde ef g

" " :
ATy prpien mf rviem el o el X e oo
igual aue ¢l Keerbpls Uit QO

2x4 —4x% 4+ 4x +1
x3—3x+2

i Calcula esta integral:f dx

- . PX)
PRIMERO. Se divide el numerador entre el denominador y se descompone ——

comO'ﬂX—)—C(XHR—(X) o
el QW)
| 2 — b A+ 1 P — 3 4 2
| =2+ e —ax  ox
, 2% +1
* 2 MMt 2041 g
X3—3x+2 X3—3x+2 i

SEGUNDO. Se resuelve la nueva integral racional que se obtiene en la que el grado
i del numerador es menor que el grado del denominador.

{ X3‘3X+2=(X—1)20(+2)
| Operando resulta:
24 4 "
2% +1 _ i 1 L 1
X=3+2 X=1 (=12 x+2

2
iidx=f—1‘dx+f ! dx+f LV
=342 X—1 x —1)? X+2

1
=|I’]|X—'||—X—_1—+IHIX+2|+/<

TERCERO. Se Utiliza el resultado obtenido para proceder a la resolucion de la integral

| 2
§ planteada inicialmente. f
! i
i — Ax2 2 H
| X—3x+2 XP—3x+2 ,
=x2+ln|x—1|—ﬁ+ln|x+2]+k =
ACTIVIDADES ‘
- 27. Resuelve estas integrales racionales. ' 28. Calcula las integrales racionales. .
2 -2 : —2x5 41 ] x6—1 s
a ax b) |— ax a) f—\ ax b) f ax

Xt —2x2 41
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Integracion por cambio de variable

Date cuenta La integracion por cambio de variable o método de sustitucion consiste en
a _ definir una variable t como parte de la funcién de x que queremos integrar. Susti-
Si hacemos: tuyendo, la integral se transforma en otra de variable t, méas facil de integrar.

x =gl
y tomamos derivadas en ambos

| b) Se considera:t = 1+ 3x* = df = 6X adx
SEGUNDO. Se sustituyen t y dt en la integral.

miembros, tenemos: i S
=g JP| Resalver una integrat 0o diante un cambio de variable i
Por tanto, resulta: E
f fx) dx = J' flg(tl g () dt i Calcula estas integrales. [

1 X

d. ——d i
a)fxinx x b)fx/1+3x2 * %
| primero. Se define t, teniendo en cuenta que parte de la funcidn que se va !
R f a integrar tendré que responder a la derivada de t. %
| ;
i 1 ) 1 !
| a) como " es la derivada de Inx, se toma: t =Inx > dt = " ax :

No olvides i ;
p— { a)f 1 ogx= —1—-idx=jldt
Ef ;kh Los métodos de integracion i xinx l—m—1)il Ut |

"~ (por partes, por cambio | - o
de variable, e integrales de :

funciones racionales) ) f__x__ ax = lJ'_J__ X dx = 1 j o
son técnicas que nos permiten ! VY14 3x? 6J y14 3% ‘—Eﬁ 6J vVt
transformar unas integrales en ! t

otras mas sencillas de resolver.

| TeRcERO. Se resuelve la integral de variable t que se obtiene.

1 1 |
a)fxlnxdx—f?dt_mltHk |
X 101 1t e
b)f———-.—:dx=—f——dt=--——+k=——+k
Girae | elyi el 3
2

cuarTo. Se reemplaza, en la primitiva que se ha obtenido, t por su expresion en x.

! a)f ! dx=f%dt=lnlt|+k?n||nx|+/<

g xinx 1
‘ t=Inx !
i
X 11 Vi Y1+ 3¢
| b _ X k= | —dt=— k= tKk
g Vi+3x 6J vt 3 p 3
{ t=1+3¢ 5
ACTIVIDADES
29. Resuelve mediante un cambio de variable. 30. Resuelve las siguientes integrales.
X . : X242 : arc tg x
ca) | x-27 % ax c) | x-In(1+ x3dx gy ) e C) f———dx
ERL A o Sl 2 ‘ Vx4 6x TGt :
| In®x . : . B R ‘ X ‘ : dx :
‘ b) f— ax d) f‘——‘__ dx Ll b) J. dx d) f : dx
W x BT e cdAEx (arc sen X*N1+x*
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Alguncs cambios de variable frecuentes

= Para calcular una integral de tipo f sen" x cos™ x dx:

- Sin es impar, aplicamos el cambio de variable t = COS X.
—-Sinesparymesi impar, aplicamos el cambio de variable t = sen x.

~Sinymson pares, aplicamos las férmulas trigonométricas:

1—cos 2x 2 14 cos 2x
sen? XIT cos XzT

= Para calcular una integral de tipo f Va® — x* dx, aplicamos el cambio de
Varlable —=gsent.

EJEMPLG
{£ Calcula estas integrales.

n=3 - nesimpar

I
J

i

]

i

i

|

i a) | senx cos®x dx
! Se aplica el cambio: t = cos x — gt — —sen x dx

!

i fsen3x COS* X ax = ~fsen2x COS*x(—sen x) dx =

! = —fﬁ — C0S?X) COS® X(—sen x) dx =
|
!

A - COS® X cos® x
= == =_ 0 A
f(1 )t ot 6+8+/< 3 + 3 + k

b) | sen?x cos? x dx M=2ym=2 - nymson pares.

! 2 2

i 10, 1 /‘1J~fos/'"

i =— .dx—— cosZZde ——— X =
:—Z(—— <f1dx+fcos4xdx)=§—;<x+lsen4x>+k

c) fﬂ —X?dx Se hace el cambio de variable: x = sent — dx = cos tat

f\/’l—x2 dx=fV1—sen2tcostdtzf\/cosztcostdt:fcosztdt

) ) . - 1+ cos
Se aplica la formula trigonométrica: Cos%t = # f V1= g = 2rC ;enx %
+cos 2t 1 t n 2t
f'l\dt:f_df‘i-l cos 2t dt =— 4 €12t Sen2@rcseny)
2 2 2 4 4
arcsenx . sen2(arc senx) arcsenx | xvVi—x2
= + +k =l "
2 4 2 2
L /
ACTIVIDADES ‘
31. Calcuia estas integrales. 32. Halla la solucién de las integrales.
V2 — x2

a) | sen®xcos?x dx

b) J-V4¥x2dx a) |sen’xdyx .

5
|
i

Date cuenta

Integrales indefir

Como sen 2x = 2 sen x COs X,
entonces sen 2(arc sen X) es:

sen 2(arc sen x) =
= 2sen(arc senx) cos (arc Senx)

X

V1— x2

De este modo, resulta:

b)

+k
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