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SOBRE LOS RESIDUOS CUADRATICOS

En el tomo VI, afio 1901, de /" Infermédiaire des mathé-
maticiens propusimos la cuestion siguiente: -La suma de los
residuos cuadrdticos de un nlmero primeo p - 3 es siempre
miiltiple de p; pero esia propiedad no es exclusiva de los
niimeros primos (ejemplo los nimeros compuestos 14y 13).
2 Qué condicion ha de cumplir un nimero compucsto para
gozar de dicha propiedad?

Dos respuestas se dieron a esta cuestion, la una comple-
tamente erronea, por haber interpretado mal la pregunta, y
la otra debida al ilustre matematico suizo Sr. M. Lerch, pro-
fesor en la Universidad de Fribourg, que respondia parcial-
mente & esta dificil cuestion. Més tardé, este mismo profesor
volvié 4 ocuparse del asunto en un notable trabajo publica-
do en la Revista italiana Anpnali di matematica pura ed
applicata, bajo el titulo «Sus quelques applications des
sommes de Gauss«, en el que también ftrala otros puntos
importantes. La propiedad que en el enunciado de la cues-
titn se cita para los nimeros primos, mayores que tres, se
puede demostrar de un modo completamente elemental.
Basta recordar que para un ntmero primo p los restos cua-

driticos son en numero p; 1 y todos resultan de la serie

| G R (f_~:?—_l')f? que siendo la suma de los clemen-
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tos de ésta, congruente con la que se busca, hastara demos-
trar la propicdad para la expresion

p(p—D(p 1)
S .

lo cual es inmediato, pues siendo 24 primo con p debe divi-
dir al producto de los otros dos factores y la citada expre-
sion serd, por lo tanto, miltipla de p.

Obsérvese de paso que el hecho de dividir 24 i (p — 1)
(p -+ 1) 0 sea p* — 1, demuestra por incidencia la conocida
proposicion de que siendo p primo y mayor quc fres se ve-
rifica la congruencia

p: =1 (méid. 24),

& en otros términos: Ef cuadrado de un namero primo ma-
yor que tres disminuido en una unidad es siempre divisible
par 24.

Pero cuando se trata de ndmeros compuestos, ocurre, que
si bien los restos cuadraticos se derivan como antes de las
series

j3, 2% 88 = (%) si 1 es par,

123 ... "—_2-..] ) si n es impar;

estns nameros no dan por precisidn restos diferentes como
en el caso de ser el modulo primo y, por consiguiente, la
anterior demostracién no es aplicable. Se impone en general
¢l empleo de doctrinas elevadas de esta rama de la ciencia.
Fi Sr. Lerch, fimitdndose al caso de ser n impar ¥ a otras
circunstancias que restringen-la cuestion, utiliza como punto
de partida la célebre igualdad de Gauss,



}'1 Vn, (1)
[

en la cual nos fmpar ¥ ademis moy o son primos entre st

La igualdad (1), Namada Swma de Giauss, fué consecuen-
cia de los trabajos del gran analista acerca de la determina-
cion de la suma de polencias de las rafces primifivas de una
cenacion binomia, tenfendo por exponentes los cuadrados
de los niimeros inferiores & un mddulo dado, investigacion
i que tambitn se consagraron otros eminentes matematicos,
como Dirichlet, Cauchy v Kronecker. En la Memoria del ed-
lebre gedmetra de Giittingen, Teorfu de la division del ceren-
fo, se determina el cuadrado de la suma, pero se presenta
incertidumbre acerca del signo al pasar de la potencia d 1a
raiz, dificultad que al fin vencid en un trabajo posterior
(Summalio guarandam serferfum singularim ) por la trans-
formacitn de la mencionada suma en un producto de senos,

En la expresitn (1) el factor \ nes precisamente positivo
{m .
y el l\_- } es e simbolo de Legemdre, pero con I extension
n
que le dib facobi, y sobre el cual creemos conveniente decil

algo 4 los lectores que no estén familiarizados con esta clase
de investigaciones.

Legendre representds por el simbolo [ L )5. la unidad po-
i

sitiva O negativa, seglin sea m (1o divisible por n), residuo
& no residuo cuadritico del nimero prime n, es decir, segan
sea O no posible la congruencia

¢ =t (mod. i)

Son consecuencia inmediata de la definicion las igualdades

o =1

(—"l) (E-}z +1 L m i :!I i }[HII’:[!. Pl
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asi como también el que un conocido teorema de la Teoria
de los residuos cuadrificos se exprese por la siguienie
igualdad:

£ i (T it n\{ I’
( p ) [_.nr\”p)(_n)
Se ve también que si se tiene m =n (mad. p) resultara
(ﬂ.) (i \
P p/
Fl simbolo de Legendre juega importantisimo papel en la
Teoria de los mimeros, y en particular la bellisima proposi-

cion llamada Ley de reciprocidad, que se traduce en la si-

guiente igualdad:
po=1 i =l

-

en la que p €5 un nimero primo impar (es decir, distinto
de 2) y positive y q un ntimero impar cualquiera no divisi-
ble por p.

Jacobi introdujo una gencralizacion importante en el
simbolo de Legendre. Si el nimero impar P, descompuesto
en factores primos, da la igualdad ? = BPEPE s 80
tendréi por definicidn:

()=

debiendo dar al primer miembro el valor + 1 & — 1, segun
el que le corresponda al segundo, es decir, en vista de si los
factores primos, de los que m €s a0 residuo cuadratico, estan
en nimero par o impar. Claro esti que si P es primo s¢ cae
en el simbolo de Legendre, y que i P — 1, el simbolo vale
la unidad positiva.
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la generalidad de las firmulas en que entre el simbolo
de Legendre exige gue se admita que, sim es divisible por
el nimero primo p, se venfigue

l U

: ] = M),

y mis generalmente gue si m ¥ F no son primos entre si, se

estahlezca
( i 0
%)

Volviendo # considerar la igualdad (1), ubservaremos con
el Sr. Lerch que, i se le da & su primer miembro in forma

[ TR . |
n ¥ =
i

e "
=

se puede establecer la siguiente:

L TLE VR 1
Mo — ”‘r'l. " | = L

e " ( : ) i o "-,-"fil"-.
it = 1} i
siendo »" y o los cocientes de dividir & y n por su maximo
comiin divisor ., puesto que, evidentemente, la suma se
compone de d grupos iguales.

Por medio de diversas transformaciones, ¥ teniendo en
cuenta la conocida relacidn de Dirichlet y kronecher,

£ i ! fiyn — &% 1 :
—;E;' i -‘]—1'1'['!"'7('_.,.) we " ()

lNega el Sr. Lerch i la expresion

" 1 I3 e 1
] ] E{ it )| — =g
|.'|—liI it L A \ 2

_EJLE‘-)-"? CH=l) .55+ (3)
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en la cual d recorre los divisores de n de la forma 4x 3
v ¢* es el mayor divisor cuadrado del nimero # (que ya he-
mos dicho es impar); ¢ es, pues, un nimero impar que
puede valer la unidad. En cuanto al simbolo 5. se liene
w=2parad >4y, =6 parad = 3.

En la igualdad (2), la cantidad — & es un discriminaile
qegativo de la forma cuadritica ax’ bx 4 cy® (algunos
autores le Naman deferminante, en vex de discriminante,
palabra que, segin creemos, introdujo en la ciencia el ma-
tematico inglés Salmon), y el simbolo C/(— &) indica el ni-
mero de clases positivas y primifivas de las formas cuadri-
tricas para un discriminante pegativo dado. Conviene recor-
dar que dos formas son equivalenfes cuando ¢l sistema de
niimeros que representa la una es idéntico al que representa
la otra, v que es condicidn necesaria, pero no suffeienfe, para
la equivalencia que los discriminantes respectivos sean igua-
les. También debe lenerse presente que un sistema de for-
mas equivalentes constituye una clase. Asimismo debe sa-
berse que se lama forme primitiva, segin Gauss, aquella
en que los tres cocficientes son primos relativos, y que una
forma es posifiva cuando lo son los coeficientes extremos:

Si en la igualdad (3) se hace m — 1, resulta;

T e U n(n - q)
. e b3 e B b
u:Iu "--:IEL‘. n 2
_,,5_2 Cll—d) e (4)
o T

Esta relacidon demuestra, considerando ahora todos los
residuos cuadriticos fguales y desiguales que da la serie de
un sistema completo de restos respecto al madule n, que
su suma es divisible por n si n no lo es por 3, pues si lo

fuese, hay en el segundo miembro el término — {;— puesto
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2 2 ! it
que — = —, ¥ |3 suma ¢s congruénte con —
T 6 4 3
segiin el madulo n,
Podemos llegar al mismo resultado & que lega el sefior
Lerch por una via mis elemental, pues la suma de cuadra-

dos (congruente con la de residuns cuadriticos ) es

nin—1)(2n — 1)
E .

S =

y al ser el namero impar it no divisible por J, es primo con b,
y se tendrd: § — multp. .

Si n es miltiplo de 3, no se puede hacer ¢l razonamiento
anterior; pero se puede establecer haciendo n — 3p:

. 3p(18p: —9p — 3
18p: —9p —J

vy se ve que el factor I
i

g5 entero, pues ts

Ip+ 1

igual & 3p? . resulta, pues, S ﬂ multp. .

Ohien§ = - —‘;- ( mdnd, o).

Puede también observarse que, aun en el caso de ser
par, si lo que se pretende es estudiar como antes I suma de
todos los residuos cuadriticos fguales O desigriuales que on-
gina un sistema completo de restos, li investigacion es com-
pletamente elemental, y se Ve que, en este caso, no puede
ser esta suma miltiple de n. En efectos sin=3p(ppar),
los factores (it — 1) ¥ (2n— 1), del valor de 8, son primos
con 6, y resulta:

i i
i = — (mod. 1)
5 5 {
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sin=23p-10n-=3p -+ 2, se ve inmediatamente que se
verifica

g= (mad. n),

L

o | =

pues los factores (n — 1) ¥ (2n — 1) son ambos impares y
uno de ellos es precisamente miltiplo de 3.

En el caso en que se desee la suma de los residuos cua-
driticos diferentes enfre si, pero precisamente primos con el
modulo, es evidente que, llamdndola 5, se puede establecer
la igualdad

L

rS () (1) o
() ()

en la cual py, pa, .. .. p,son los diferentes factores primos
del nimero #, que suponemos impar, pues al variar v de |
d i, cuando pase por un valor no primo con n, el pentltimo
factor se hace cero y, por lo tanto, el sumando correspon-

diente, sucediendo lo mismo 4 uno de los fm:tun‘:s( ] +( B ) )
P

cuando pase por valores que no sean residuos cuadriticos.
En cambio, cada vez que v tome el valor de un residuo pri-
mao con el module, ¢l sumando correspondiente se convierte
en 2, v

Pero en la igualdad anterior no es posible estudiar la na-
turaleza de la suma s; de aqui la importancia de lo que esta-
blece el Sr. Lerch, después de diversos & ingeniosos desarro-
llos, ¥ que es la siguiente:

1 . 2
25:511;{;1}—"“:’.7—”{’!{ d) My (n),  (6)

en la que



My () --(l (2 ))( (’F':T')J““'{' (f.:;”.n,

El examen de las formulas (6) v (7) dice que cuando el
namero impar 1 no tigne el factor 3, entonces =, vale siem-
pre 2 y, por consiguiente, n divide al segundo miembro de la
(6} y, por lo tanto, & s por ser primo con 27, Ahora, si n es

divisible por 3 aparece el sumando ; M. (n) (puesto que

=, = 6); sin embargo, este término serd nulo si hay al menos
otro factor de la forma 3% <+ 1, y entonces s serd divisible
por a. Pero si al ser n miltiplo de 3 los demis factores son
de 1a forma 3% - 2, entonces se tiene:

a0y — ;_; an ‘.[“-,.-“J_ )

) hien
i
2 2 mod. m,
3
vy, finalmente,

§= % (mad. n).

Falta ahora, para responder por completo d la cuestion
propuesta, obtener en ¢l caso de # par la suma de los resi-
duns cuadraticos diferentes y primos con el mddule, y sobre
fodo, y este es ¢l verdadero espiritu de la cuestion, estudiar,
ya sea A par O fmpar, 1a suma de los residuos cuadriticos
diferentes endre si v primos d no, indistintamente, con el mé-
dulo gue se considere,
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