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Consideremos fres focos luminesos, de igual intensidad,
colocados en los virtices A, B y C de un tridngulo equilite-
ro, ¥ otro de infensidad snma, situado en su centro . La
cuestion que nos proponemos estudiar es:

Encontrar los puntos del plano
igualmente iluminados por los tres
primeros que por el cuarto,

También puede considerarse esta
investigacion como un problema de
afraccion, segln la ley de Newton,
¥, en fin, si se la quiere revestir de
un ropaje completamente geoméirico,
puede enunciarse asi: Plasrs L

Encontrar el lugar geométrico de
los puntos del plano de un tridngulo equildtero, tales, que
¢l cuadrado del vector dirigido & su centro sea media ar-
mimica de los cuadrados de los vectores relativos 4 sus
viértices.

La ecuacitn que plantea el problema serd, evidentemente,
la siguiente:

(*) Esta cuestidn me fué sugerida por una pregunta de mi hija
Pilar, relativa al asunto, no presumiends que la respuesta ocasio-
nase tantos caleulos,

La preseate Memoria ha sido enviada & la Academia, en cumpli-
miento dé un precepto reglamentario, que atafie 4 los deberes de los
Correspondientes naclonales, los cuales han de presentar, cada dos
aflog, un frabajo original.
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habiendo representado por 2a el lado del tridngulo y elegido
los ejes que aparecen en la figura 1.
Haciendo operaciones se llega i la siguiente ecuacion:

3(xt 4 ) —4aV3 x (2 —3 %) 42 (@ + ) —
16 a*
i e )
3

Y si para evitar irracionales se pone en funcidn del radio
J2 de 1a circunferencia circunseripta al tridngulo, resulta, en
definitiva,

(x* Ly —2Rx(x2—3)7) . R(x2 4y — R =0..... (1)

Se trata, pues, de una cudrfica cuyos puntos en el infinito
son evidentemente los puntos cicficos y la curva es bitangen-
te 4 la recta del infinito en dichos puntos. Se deduce del pro-
pio enunciado del problema (y la ecuacion en coordenadas
polares lo justificard) que las alturas del tridngulo son gfes
fernarfos de simetria. Esto permite establecer d priori que
la curva no puede tener punfos dobles, propiamente dichos,
ni de retroceso.

En efecto, es sabido que una cudrtica no puede lener mas
que tres puntos dobles sin descomponerse en curvas de gra-
do inferior. Caso, pues, de tenerlos, seria sobre los ejes de
simelria; es decir, en los vértices, pues si los tuviese en olros
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puntos, la triple simetria exigiria que la existencia de uno
trajese consigo Ia de utros cinco. Ahora bien; los vértices no
lo son, porque la interseceidn de la curva con el cje de las x
ta los cuatro puntos simples, que tienen 1as siguientes ahs-
cisas:

x.—%w’ﬁﬂl : xL.———-‘_? (V5 - 1)

: R o kK s
H=—=-0+V -3 h=ri—V=3)

reales los dos primeres ¢ imaginarios log otrog dos, siendo
muy digno de notarse que las abscisas de los puntos redles
son 103 lados de los decdgonos estrellado y canvexo, corres-
pondientes 4 la circunferencia circunserita al tridgngulo, o
que permite sn inmediata determinaciin por medio de Iy re-
gla y el compils.

La formula de Pliicker

c=m{m - 1)— 2d —3r,

nos da, por consiguiente,

Asi como Ia

i=3mi{m —2) —6d —8r

establece que = 24, es decir gue tiene B curva 24 puntos
de inflexidn,
Llevando estos datos & Ia tercern frmula

=¢le— 1) — 20 =34,

resulta que ¢l nimero de mngentes dobles ¢s 28, e ellas 4
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reales, como se ve claramente en la figura 2%, y, por consi-
guiente, 24 imaginarias.

Resumiendo, resulta para lo que pudiéramos Hamar la
filiacidn de la curva:

Cudrtica de clase 12 y género 3, bitangente 4 la recta del
infinito con 24 punfos de inflexitin y 28 tangentes dobles y
presentando tres ejes de simetria. Claro estd, que aunque ci-
tamos todas las circunstancias, algunas son forzosa conse-
cuencia de otras, en virtud de las formulas de Pliicker.

Si queremos comprobar que la curva es de clase 12, va-
mos A ver las tangentes que se le pueden trazar por un punto,
que por comedidad elegiremos en el infinito sobre el eje de

las y. Sabido es que los puntos de contacto de estas tangen-
tes, estardn en la interseccion de la curva con la primera po-

lar del punto en cuestion, que tiene por ecuacion (tomando
el radio por unidad):

fo=4p3f4xty412xy+2y=0
que se descompone en las dos siguientes:

{
2yiL2xt46x+1=0

la interseccidn de la cudrtica con la y = 0 (es decir, el eje de
las x) da los cuatro puntos que ya anteriormente hemos con-
siderado, v las otras langentes paralelas al eje de ordenadas,
tendrdn los puntos de contacto en la intersecciom de la se-
gunda linea, que se ve es una circunferencia, con la curva
propuesta. Pero 1as abscisas de estos puntos son las raices
de la ecuacion de cuarto grado.

Ox' 4325 4+ 36x%4 12x+4+5=0

una de ellas infinita, como debia suceder, pues no debe ol-
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vidarse que fa curva es bitangente a la recta del inhinito, y
las otras responden & la ecvacion de tercer grado

32x* 43624+ 12x4+5-0.

Esta ecuncion tiene una raiz real y dos imaginaras, pues
la expresion 4 p* = 27 ¢ aplicada & la ecuacidn transforma-
da, que es

da un resultado positivo.
La raiz real tiene por valor;

.:_%[V—JI-VZII* 11\:,f 31 ‘-,,'3:1:-_; 3]

4 cada una de eslas abscisas carresponden dos puntos de
contacto (respondiendo i las tangentes dobles), cuyas onde-
nadas se obtendrian por medio de la ecuactin

2y 2% + b+ 1=0.

Resulta, pues, que hay cualro puntos de contacto sobre el
cje de las x, seis, simiétricamente colocados respecto al de
las y, y por Gltimo, los dos punfos ciclices: es decir, en to-
ial 12, que es lo que corresponde & [a clase de la curva.

El circulo que hemos considerado, y que por la intersec-
cifin de so circunferencia con la curva da los puntos de con-
taclo de las tangentes dobles, paralelas al eje de las y (una
real y dos imaginarias), tiene por centro el punto cuyas co-

ordenadas son:




y su radio tiene por valor:

Tratemos de encontrar la ecuacidn polar de la curva, lo-
mando como eje polar el de las x, y por polo ¢l anlerior ori-
gen, haremos pues,

X=jpCos5w »  Y=pSenw
y resulta:
Jpt—6RpPcos' w18 R coswsen® w - 3 ¢ p? —3 Ki=0
O bien
g* — 2Rp*cos*w 4 6 Ra%cosm (] —cos?w) | e — V=0
de la que se deduce:

et —2Rp (4008w — I cosw) + R 2 — R =0
¢ finalmente:
' —2RP 053wt REp—Ri=0, (2)

Esta ecuacidn demuestra, como ya habiamos anunciado al
principio, la triple simetria de la curva, pues su ecuacion

-
e

polar no cambia poniendo en lugar de m, w -} y ade-

mias entra el coseno.

También nos permite 1a ecuacion (2) observar que, pues-
tu que queda verificado para el valor ¢ = R (radio del cir-
culo circunscripto) y los valores de «, 20° — 100”7 -- 140° —
220" — 260° - 3407, podemos obtener inmediatamente sefs
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puntos sobre la circunferencia circunscripta; pero nolese que
no vs consiruccion exacta por la geomelrin canopica de e
regla y ef compds, puies, poe, el formar un angolo de 200 no
¢s factible exactamente, y la divisifin que marca el transporia

dor es, ann fedricamente, aproximada (* ). No debe sorpren

dernos el encontrar la mayor parte de los puntos de la cur-
va, no construibles por la geometrin elemental, pues el exa-
men de la ecuacion polar hace ver que lleva fatalmente en-
carnado el problema de la triseccion del angule. Bs decir,
que se trata de una curva friscctriz, como decian los an-
tiguos.

Podemos ohservar de paso, gue los punlos que acabamos
de considerar sobre la circunferencia circunscripla pertene-
cen también 4 la interseccitn de dicha circunierencia con la
ciibica, que tiene por ecuacion:

2Rx(x*—3y") — R (x* + y) =0

& en coordenadas polares:

e IR
Y 2c083wm

que 5 una curva conocida lamada espiga (** ), algebrica

(*) Siendo 20 la dieciochava parte de la circunferencia, e 14 que
entra ¢l factor primo fres elevado al cuadrada, resulta la division
aproximada, pues estd perfectamenie demostrado que no pusce divi-
dirse In circunferencia en ui niimers de partes en el que eatre 14 po-
tencia superior i L unidad de un nimero primo impar

(**| En rigor Aubei Hamo espigas & las que traduce 1 ecuacion:

P sen me

pero es ficil ver que se pasa de unas 4 ofras por un cambio conve-
niente del eje pelar.
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cuando ¢l coeficiente de w que figura bajo el coseno es ra-
clonal (como en este caso), v franscendente en los demds, y
se compone evidentemente de tantas ramas como indica el
citado coeficiente cuando es entero (tres en esle caso), y en
el caso de ser fraccionario, y supuesto irreducible, el valor
que indica el numerador ¢ su doble, segiin sean ambos tér-
minos de la misma o distinta paridad. En nuesiro caso salla
i la vista que la recta inclinada 30" sobre el ¢je de las x y
su simetria son asinfofos de la curva, Las espigas son cua-
drables: pero su rectificaciom depende de fnfegrales elipticas
de primera y segunda especie.

Aun mas generalmente puede observarse que la curva
que estudiamos es el lugar geométrico de las intersecciones
de la circunferencia

x4yt =KR"
y la citbica

Ix(xt —3y)=(K 4+ K DR

siendo K un pardmetro (numérico) variable.

Basta para convencerse de ello, eliminar K entre ambas
ecuaciones.

La ecuacion de dicha linea de fercer orden en coordena-
das polares es:

2c053 w

F

que representa una curva andloga & las espigas. Haciendo
variar K se obtendrian cuantos puntos se quisieran de la
curva que estudiamos; pero claro esti que este seria un
procedimiento puramente tebrico,

Bajo el punto de vista practico hay que determinar grafica
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O numéricamente diversos puntos de la cudrtica que moliva
este esludio, para lo cual serd Gl su ecuacion en conrdens-
das polares. Conviene empezar por detenminar varios punios
cuya construcciin sea factible por medio de la regla y el
compés; pero ante todo debe ohservarse, en vista de 1o que
Nevamos dicho, que la cudrtica esti por completo encerrada
en la ¢orena que determinan las circunferencias que henen
por centro el del tridngule y por radios respectivos,

E.aE—1 ¥ f'f"‘.l'lg-i 1y

siendo dichas circunferencias triplemente tangentes a la cur
va en los seis virtices, Basta, por olra parte, observar que
shlo hay que ocuparse de determinar puntos de una medna
hoja, es decir, la parte comprendida en el dngulo CoX 4 en
el Col (fig. 1.%).

Encontremos, por de pronto, 1a juterseccidn de la curva
con ¢l eje de las y. Haremos en la ecuacion (1) x=0, v Ia
ceuacitn bicuadrada que resulta tene por expresion:

}rl ET }l’ E. — ﬁ

cuya raiz real positiva es:

F= VE % I:‘-,rg - 1)

es decir, Ia MEDIA GEOMETRICA entre &l lado el docagono
convexe v el radio de lo cireunferencia circunscripia. As)
pues, refiriéndonos @ la figura 2%, bastard describic so-
bre d, &, como difimetro, una semicircunferencia, y su inter
seccion con oy marcard ¢l punto ¢,. S¢ tendran, pues, lodos
los puntos andloges, encontrande la intersecciin de la circun-
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ferencia de radio oe, con las perpendiculares levantadasa las
alturas en el circuncentro del tridngulo.

Flgura 2."

La interseccion de la curva con el lado BC se obtendra

haciendo
R

X = —

2

pues la apotema del tridngulo equildtero es igual 4 la mitad
del radio, y de este modo se obtiene:

R V’;ﬁ—ﬂ}

y por consiguiente

oct =R V2.R(V3 — V2);
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es decir, que oc es media proporefonal eatree of fodo del co-
drado y el exceso sobre éste del del feidngnlo equilifero, wm

hos inscriptos en of circunciclo def tridagenfo dado. La cireun

ferencia descripta desde o como centro, con este radio mar-
ciard en su encuentro, con los lados de dicho triingulo, otros
sefs puntos de la curva, No debe
exfrafiar que s¢ hayan encon-

trado por la Geomelria elemen- fr" \ N &
fal varios puntos de la curva, | . ..'. _.....' [
pues sus veclores forman con | g J [

el gfe pofar ingulos que son ter- P4

cera parte de olros, cuya frisec- St

citin es posible. Flaars 2

Procediendo en la misma forma se podrin encontrar nue-
vos puntos; pero vamos d dar una construccidn general,
aunqgie aproximada, para encontrar lodos [os que se deseen,
De la ecuacion (2) deducimos:

EEMEW&—%—-[F{—%__}

.l
El segundo micmbro puede construirse ficilmente por me-
dio de terceras proporcionales, una vez fijado . graficamen-
le, y s¢ obtendrd un segmento gue llamaremos [, ¥ la ecua
cidn s¢ reducira i
Reos3w— |

y 5i tomamos una longitud om==/ (fig. 3.}, ¥ levantamos la
perpendicular mM en la circunferencia de radio ¥, se tendra
el angulo 3w, y dari un punte de la cudrtica la interseccion
N de la circunferencia de radio » con ¢l vector 0P que for-
ma ¢l dngulo w., Como ya dijimos, esta construccion s
aproximada, pues exige dividir un dnguelo en tres partes
iruales.

Para obtener los puntos de igflexion de la curva, habra
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que éncontrar la ecuacion de la fressrana, cuya intersecciom
con la propuesta dard exclusivamente los puntos de jn-
Mexidn, ya gue, segim hemos dicho, esta curva no tiene pun-
tos dobles.

De la ecnacion de la curva, wne vez fiomogenizada, de-
ducimos:

I x 4x3 - 4xy* + b2y —bx?'z 4 2x2¢
fy =4y 4-dxty+ 12xyz 4 2y2°

f: omm— 223 e Gx)R e 2228 o 227 — 42D
f..“= 12 2 |:""t}” — 12xr L 2zt
J'g=f"pm=8xy + 12yz

jrll_fg :Irlﬂ=ﬁ_}': Ex: —|" 'i.tf

fra. = 12)% L 402 4 12x2 -| 227

.fhr_- '=f“_-u.= sz}r__l_ 4}1:
[a=2x*4 2yt — 12

Y por consiguiente, 1a ecuacion de la hessiona serd:

:ﬁxﬂ--|- 2yt—bGxz+2* dxy +-6yz 3yt—3x* 4 3x2z
4xy 4+ 6yz Gyr-2x%+ 6xz 2 Bxy+ 2yz
3y — 32+ 2xz  Gxy4 2yz x*+ yr—62

que después de cilculos, verdaderamente largos, nos llevo
definitivamente a la siguienie ecuacion para la hessiana

42y — (108xF 4 18xz-4- 40520 p* + (342x* — 113"z +
4 540xt 2 D1 2x 2 — 1662y 4-6x"+ 6x*z - 45 x4 ' —
— 276X P - 26T —T2x2 + b2 =0

las 24 soluciones comunes & esta ecuacidn y & la (1) nos
darian las coordenadas de los puntos de inflexion; pero va
comprenderd el lector que hemos renunciado 4 esta investi-
gacion, completamente tfedrica, al tralarse, como en este caso,
de curvas cuya ecuacion es complicada, mis que por su
grado, por el niimero de lérminos que la constituye.

=10
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El radio de curvatwra de la curva que estudiamos no
afecta forma sencilla en general; vamns, sin embargo, i de
terminarlo, para luego hacer aplicacidn i los vértices de a
Curvi.

Derivando la ecuacion (1) respecto & x, se obtiene:

-

x
— 60+ 6y 4 128 2L 2x 2y S 0
X

47 4 4xy 44Xty i;-’l+ ay A¥
X

Volviendo i derivar respecto i x, resulla:

12—y - {t.v ﬂ.r LA, (JJ'J' 4x%y, .P,—t—

ax rl'.'l.'-
fdy n'r ; oy
412yt J + . X gox 43y, £
dx dx: oax
AN joey Y o N2 Y g
—|—12x( o x ) et dx? : dx J e o

De la primera, deducimos:

dy — 4x* — 4xt - B’ — Byt —2x
if x 22y 445"+ 12xy 2y

y de la segunda, resulta

— i uﬂ-mﬂr-u-[ Wity — 24y

_L-i.l ot |-.:.:—”'I-
m' {8
dx? E iy = P xp ==y

Substituyendo estos valores en la conocida expiesion del
radio de curvatura, poniendo en la segunda derivada el va-

lor obtenido, para la primera y hechas reducciones, se en-
cuenira:
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[-:r':l R g 12 e T o (e A = B e J-E:rl] L

R — :
P BB o il ai-:r-‘L— PanE i [P 3 e LA 20 [ -l — - +:t.~':|J
(AN 02 4 12k D R AR Gt o O e 21

haciendo y == 0, se obliene '
(4x® — 6% - 2x)? 2 -3y 4x

P e — = ———

T (4x 12X+ D) (4" —6x"+2x)*  2x* 4 6x 1

si ademas hacemos

x=—-(V5+1)

tendremos el radio de curvatizra en el vértice de la derecha;
hechos los cilculos y restableciendo el radio, resulta en va-
lor absoluto

F=E—E2‘Hﬁ u,ﬁ}:gf(za,?a?}

Para el vértice de la izquierda se obtendria

= [ s
F=?E2'Ha'1 111,1',}5}._ -’;_'IF{?L-J'-?_ ‘r}

Vamos 4 encontrar también la ecuacién de la cudrtica en
coordenadas baricéntricas, que real-
& mente s en este caso la forma mds
. natural y eleganie de resolver el pro-
blema; pero no la que debe preferir-
se, por prestarse mal estas coordena-
das d todo lo que atafie & propieda-
des méfricas.
Representemos, segin costumbre,
por S el & rea del fridngulo fundamental, y por =, B, v las
coordenadas de un punto cualquiera M (fig. 4.%) del lugar

Figura 4.5



B T, e

geométrico. Sabemos que la distancia o entre dos puntos
estd dada por la fdrmula

F
' = — E Lﬂt{ﬂl = ﬂnj{'l"l ~ Yol

i

En este concepto, la distancia MA del punto M al vérti-
ce A (S, 0, 0) serd, teniendo en cuenta que en el caso en
que estamos @ = i = ¢

MAL S =—a[af 4 ay + By — (2 -+ 1) S|

y analogamente

MBSV = —d[of +ay+ iy — (24 7) §]
MCh5 = —a*[af  av+ 3y —(a+§ S
g

MO St = ﬂ"[ﬂ§+ﬂ7+."-,—l3—

La ecuacion del lugar serd, suprimiendo en [0s denominado-
4
res el factor comin — -;_t' y representando por w 3 ex-

presién = 4 ay -+ 2y:

i s I 1 9
w—@+NS w—(G NS w—(e+HNS Ju I

y quitando denominadores

Jw — (247} S]fw—(a | HF]|[Iw—35]4
+ o —(F 4 )5 [w —(a+3) 5] [Iw — 5 +
- tw — (A4 1) S |w—(a + 7)8][Fuw — 5% =
: Q[ — {3+ 1) 8| o — (a4 ) 5] [w—(2-+ 35|
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& bien desarrollando los célenlos y teniendo en cuenti que
atBfy=8 y aptay-tbr—ow

resulta
SV _BuS?+98afy 4 3u=0..... (3

¥ por tltimo, substituyendo de nuevo las cantidades S y «
por sus valores, se obtiene para ecuacion de la cudrtica:

(bt =20 (B y) — 2P (a4 7) — 27+ ) —
|—3(rp 4oy + By —3afy(a+ B4+ 1) =0....(4)

Esta ecuacidn (4), ¥y mejor ain bajo la forma (3), prueha
de nuevo que la cufirtica es bifangente i 1a recta del infinifo,
pues, siendo la ecuacidn de dicha recta, en este sistema de
coordenadas, '

w-p+v1=0,

O bien
§=0,

la interseccidn de dicha recta y la cudrtica es la misma que
la de
wl=0

S =10

que son los punies ciclices, puesto que la ecuaciin w == o,
que en un tridngulo cualquiera representa la elipse de Steine
efreunseripfa, en este caso particular que tratamos, de un
triangulo equilatero, representa la circunferencia circunserip-
fa, y como tal, pasando por los puntos circulares del infinito.
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Hemos tratado el problema gue motivi esle trahajo, én ef
plane, y ahora vamos 3 generalizarlo para el espacio.

El problema sera el siguiente:

Encontrar fos puntos del espaciv ignalmente fuminados
por fres focos fuminesoes colocados en los viritces de un fri-
dngalo equilifero, y DE IGUAL INTENSIDAD, que par ofre dy
tulensidad suma, siluado en sie centro.

Flgara 5.°

Conservando las notaciones anteriores, Ia ecuacion del
problema serd evidentemente:

! !
(x+RP -+ 42 ( R RVIY

.|..

(%)

y desarroliando los denominadores, resulta:

1
RV3Y . ©rrtc
.1.(3; .|.._2_._) ¥

1 1
XIpyR a2t 2RX R Jr ¥ PP —Rx—RY3y
] 3

X hyiht - Rx+RV3y- R X

DhirdN-LOoRicA. L
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Haciendo por abreviar:

xu_r_!-: | A—H X4yt e -1-5;"*:'1*,

s obfiene
1 | | 3 :

ol ) =
L+2Rx L—Rx—RVY3y L—Rxi{RV3y H

pero de las igualdades

xt4yr B8 H = Ay +24R=L
se deduce

L—H=R » 3L—H=2x"1+y+2)+3IR

y sustituyendo estos valores y haciendo operaciones, se ob-
tiene:

xtpgt — 2 2x1y —2 R 6RxYR4 R (x4 y7) -
-2 _ =)

i cuya ecuacion se puede dar la forma

(¢ 4y — 2Rx (= 3y7) + R (x* + y") —
— (224 R =0... (n

que es la ecuaciom de la superficie que traduce la propiedad
geométrica del enunciado, y que, segiin se ve, es de cuarfe
orden.

Vamos 4 encontrar la interseccion de la superficie con los
planos coordenados { para Z=0, resulta:

(PP — 2RX (6 —3y7) 4 R (2 4 y) — R =0

que es la cudrtica que hemos estudiado en la primera parie
de este trabajo, como naturalmente debia suceder.
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Para y = 0, se obticne la ecuaciin

xt— MLt 2R M=)

que, aunque de cuarto grado, no represents una codrtic
propiamente dicha, puesto que so primer miembro se des-
compone ¢n los dos factores siguientes:

[x* — Rx— {24 RY] [x* — Rx + (2*+ R =0

el primer factor igualado & cero da la hipérbola equilitera,
que tiene por ecuacion

A — xRy Rt =0

y el segundo es un circurlo imaginario. que tiene por cenfro el
pie de la altura del triingulo relativa al vértice A, y por radio

RV—3
2

En cuanto i la hipérbola, tiene por centro el mismo pun-

to, ¥ su eje real tiene por valor B \-"?_
La interseccidn de la superficie con el plano £y se obten-
drid haciendo x = 0, y resulta la cudrtica

(Eﬂ,{.,ﬁ:]!_l}ll_ﬂf!:-ﬂ

cuyos puntos en ¢f infinito son los puntos ciclicos, y 105 pun-
tos del injinifo situados sobre las bisectrices del angulo fo £,
evidentemente tiene por centro el origen de coordenadas y
por asintotas las bisectrices de los ejes.

Vamos ahora 4 encontrar la interseccion de la superficie
con un plano cualquicra pasando por el eje de las Z; ten-
dremos gque hacer en la ecuacion (1) y=Kx, ¥y resultard



M
para la proyeceion de la secciom sabre el plana x2 (fig. 6.7):

TR Kt -2 —-2R(1 — 3 K1) x*
1L R - K —2R 2t — R =0.. (2)

pero lo que verdaderamente inleresa s, no la proyecown de
la spccidn, sino la linea misma en el plano Zof que produce

LY

Plogura &=

la seccidn: he aqui el procedimiénto que hemos seguido y
que primero expondremos de un modo general,
Sea la ecuacidn de la proyeccion de la seccion sobre el
plano xZ
f{Zx)y=10

si llamamos « el dngulo que forma la traza del plano en
cuestibn, con la parte positiva del cje de las x, se tendri
K = fga; pero en ¢l tridngulo rectingulo o P Q (fig. 6.%), se
verifica
0P =oQcosu
es decir,
¢

i e i
Vi+teta Vi ke

poniendo este valor en f(Z, x) = O resultard ¢ (&, =0,
que es la ecuacion de la interseccidn que se desea.

x=lroga =
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Aplicando esto & la ecunciin que antes hemos obtenido,
resulta para la seccidn en el plano Zol:

DA_pPLIRK'D 2R - R L R=0...(3)

habiendo llamado K7, & la cantidad

| —3K*

a
i

(1 + K7)

Se obticnen, pues, de un modo general, cudrticas que pa-
san por los puntos ciclicos y por los purates en ef mfinife de
las bisectrives del angulo de los ejes.

Se puede comprobar la exactitud de la ecuaciin (3), de-
duciendo de ella, como caso parficular, 1as seccioncs que va
hemos obfenido directamente causadas por los planos £x
y Zy, ¥ que corresponden, respectivamente, i las hipitesis
K=0y K=z,

La primera nos da, teniendo presente gue entonces &7 — |
y la variable f se convierte en x,

D L 2RO 2R P+ RV =0

que es la misma que va hemos ohlenido.
- & I ¥
Al hacer K = =, K~ s¢ convierte ¢n o+ ¥ para salvar fa

indeterminacion hallaremos el cocientle de fas derivaday res-
peclo 4 K, que es

6K 2
P S o A = Ofpara K — = )
ROTKH 11k @

haciendo, pues, esla hipdtesis en la ecvaciom (3) se obtiene,
teniendo en cuenta que ahora f es y,

(2 Ray -y (o RY=0



— g =

también conforme con lo obitenido anteriormente.
Volviendo 4 considerar la cudrtica (3)

L L2RKP 2R R RYV=0.... (3)

Vamos i determinar las asinfofas de la curva general que
representa. Sus cogficientes angulares se oblendrin haciendo
t— 1y Z—a enlos términos de cuarto grado 6 igualando

el resultado cero. Esto es, escribiendo la ecuacion

at— 1 =10

que da para a los cuatro valores

=1

Q=41 » gem-—=] » ﬂ'n_r_v__]  f=- 1‘4.-

que responden los dos primeros 4 asinfolas reales, v los
ofros a las imaginarias, de que prescindiremos.
Las erdenadas en el origen, resultardn de la ecuaciin

da*h +— ZRK =0
que da

L
2a?

i
para g =1, resulla;
Bl el o =N —3f:'“}
2(14+ K07

para d — — |, se obtiene:

p— BK_ R(1—-3KY)
' "
2(1 4 k)7
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Las asinfolus reafes, tienen, pues, por ecuaciones

Zup— ROU—3K) g g RO 3K

2(1 + K7 2(1 + K

Es decir, que son paralelas 4 las bisectrices del anpulo
Zof en sus distintas posiciones, o lo que es o misma, [or-
man dAngulos de 45°, la una con la parte positiva y Ia otra
com la negativa del eje de las £ ademdis cortan 4 dicho eje
en puntos equidistantes del origen, como es natural, dada la
simetria de la superficie respecto al plano xop,

Al girar ¢l plano Zot alrededor de 0 Z, estas asintots en
gendrarin dos superficies regladas, que tendrin como direc-
Iriz rectilinea el eje de las Z, v como cono direcior el gue se
obtendria trazando por el origen rectas formando angolos
de 45” con la parte positiva y negativa del eje de las £, su-
perficies que serdn asfnfitticas de §a que estudiamos,

Tratemos de encontrar la ecuaciom de dichas superficies,
por ejemplo, para la primera asinfota,

La proyecciin de dicha recta sobre el plano xoz se ob-
tendrd haciendo

I=xYi K

gozp_ R - ;ur:__:
(1 - KNE
y resulta

zz{|+ﬁ=j*§*=2{1+w=}-=x Rl — 3KY

se obtendrd, pues, el fugur geoméirico, elimmando K entre
esla Gltima ccuacion y la y — Kx y asi resulta



i
2Z(x* + 7T = 2(2 4+ P — R —3 )X ... (4)

Si se¢ hubiese partido de la ofra asintola, s¢ obtendri la
ecuacion;

s
22+ )t = -2(x+P + R(xt*=3y%)x....(5)

Estas superficies se cortan sobre ¢l plano xey segin la
curva gue tiene por ecuacion

2(x* 4 yF=R(x*—3y")x

O S¢a en coordenadas polares:

R

=—005 3
Gt w

que es la curvallamada rosdeea, que viene 4 ser el lugar geo-
métrico de las intersecciones con el citado plano de las asin-
totas de una y otra clase.

Este hallazgo curioso de la curva rosdcea para el lugar
geometrico de las trazas de las asintotas, nos lleva por una
pendiente natural & decir dos palabras sobre estas curvas,
no sblo interesantes, sino hasta agradables, bajo el punto de
vista estéfico.

Fueron estudiadas por primera vez por Guido-Grandi en
el primer tercio del siglo Xvin ¥ son curvas algébricas siem-
pre que el coeficiente de w sea racional; cuando dicho coefi-
ciente es enfero, la curva tiene tantas ramas como indica este
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coeficiente si es fmpar, y el doble en el caso de ser par,
coando es fraccionario, y supuesto irreducifile, el nimero de
ramas es igual al aumeradar O & su dobfe, segin que |os (ér-
minos de la fraccidn sean de la misma O distinta paridad.
Estas curvas son cuadrobles, pern la reclificacion depende
de las imfegrales elipticas, de aqui el que se les aplique un
teorema andlogo al célebre de Fagnano, como ocurre con
otras curvas: ¢l caracol de Pascal, la curva de los senos, eic.,
eleétera.

Pueden consullarse sobre estas curvas las obras de nues-
tros ilustres amigos los Sres. Glmes Teixeira y Brocand,
Tratade de curvas espectales y Curvas Geoméiricas, asi comi
un trabajo, muy interesante, que publicd en Mathesis en 18919
nuesiro lambién excelente amigo el sabio gedmetra italiano
scilor Pirondini, en donde did 4 conoeer un curioso proced
mienlo mecénico para la descripcitn de estas curvas,

Terminada la anterior digresidn, volvamos i considerar
la superficie (4} v tratemos de encontrar su intersecciin con
el cilindro recto que tiene por ecuacion

x!+}r7=ﬁh

esto es, &l que tiene por seccidn recta, segin el plano xv, la
circunferencia circunseripta al tridngulo, Haremos en la ecui-
cidn (4)

X% o = J0

y se tendri
2ER =2R—R{4x*- IR x

las proyecciones, pues, de la curva interseccidn sobre los pla-
nos Xy y xz tienen por ecuaciones

XF =t _1r" = IF'I'l-‘1

2ZR + x(4x* -3 R)=2R
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Asi, pues, la superficie (4) puede engendrarse por una
recta que resbala sobre esta curva y el gje de las Z, forman-
do un angulo constante de 45° con la parte positiva de di-
cho eje.

Volviendo 4 considerar la curva

N _pL2RK' P4 2R —RPA R =0... (3)

que representa la seccion de la superficie (1) por un plano
cualquiera que pasa por el eje de las Z, es muy ficil darse
cuenta de las variaciones que va experimentando en sus
distintas posiciones; para esto serd conveniente poner el pa-
rimetro K en funcion del dngulo que llamaremos w, que
forma su traza of sobre el plano xy con el ¢je de las x. Te-

nemos

K — 1—3K?

(1 +K)Z

pero evidentemente K = fgw, y substituyendo este valor
resulta

K = w= c08% w — 3 cos w (1 — cos? w) =

1 — EIEEM
]

(1 4 tgrw)?

=4 0c05°w — 3 cos w = cos 3w,

La ecuacidn (3) toma, por consiguiente, la forma (fig. 7.7).
Zi P L 2Rcosduf L 2. RAp L R=D0... (3)

Al variar w de cero & 307 el coeficiente de f* pasa por

todos los valores abselutos posibles; para el primer valor,

dicho coeficiente es igual & 2R, y para el dltimo, cero. Como
la abscisa en ¢l origen de las asintolas es

R 1-—3K

2 3
(1 + K
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se convertird, en vista de Ia anterior fransformaciin, en

fe
.—[: 3 |'r
2 0% 5

¥y, por consiguiente, las asintotas cortarin al plano del triin-
gulo en el punto P (fig. 7.") cuando ¢l fngulo w==10, ¥ ¢n
el punto o para w — 307 trazancdo la media rama de rosd-

Flgufra 7.%

cea pso, tangente en o la recta of . Al variar w de 307 4 o7
el coeficiente de & vanard de cerpa — 2R, pasando su va-
lor absofuto por todos 1os que antes tomd; pero 23 evidente
que 51 antes dos valores Z == [t « | = K verificaban la ecua-
cion (3), ahora lo verificardn £ = — i « t = — K; es dedir,
que la misma seccidn se presentard en forma simétrica de
antes, esto es, las ramas estarin invertidas. La abscise en ef

! : : . R
origen de la asintota variari de cero J iy marcando la

Fes

media rama os'r. De 607 & 907 se reproducinin las secciones
como entre 30" y 607 la traza de In asintota marcard la me-
dia hoja rs” o, De 50" 4 120" los hechos se verificaran comiao
entre J0' y 60°, y asi sucesivamente, Podemos, pues, consi-
derar 12 zonas, de ellas 6 iguales, v otras 6 en que las seccio-
nes, si bien igualeés entre si, aparecen en forma simétrica de
las anteriores respecto @ los cjes moviles, En todo el giro
las trazas de las asintotas marcarin las fres hofas de rosi-
ceq, segin se ve en la fgura 7.% También s¢ ve que para
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los dngulos 0" — 607 — 120, es decir, cuando las trazas del
plano secante sobre el xy son las alturas del tridngulo, la
cudrtica se descompone en dos faclores, siendo el real una
hipérbola equildtera. En cambio, cuando w toma los valo-
res 30° — 00" — 150% es decir, cuando la traza es paralela A
los lados del tridngulo, desaparece el coeficiente de (%, y la
cuirtica tiene por centro el del triangulo, reduciéndose su
ecuacion &

Et =P L2 — PP+ R =0... (4)
1 bien
(£: - Ry —P(F4-R)=0... (4)
& en coordenadas polares

P42

052 w— —L
Ef.l'—|— 3{.9

La curva que representa esta ecuacidn (4) se puede cons-
truir por la geometria elemental, pues despejando Z se

tiene
z=+\—rR+\r . gy

dos valores de Z son siempre fmaginarios, y para que los
otros dos sean reales, es necesario y suficiente que

Mn 4 EJH:T:E;

0 hien
R
2

1=

(V5 —1)

considerando, en esta hipdfesis, sOlo el valor absoluto de 7
s¢ le puede dar la forma

YA v!" le.;"‘ ~ K2
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expresiom que 8¢ puede construir por In geometria elemental
una ver fijada grdffcamente 1 absciza L No se olvide que,
seghn hemos dicho, las asinfolas de esia cudelfca o0 las
bisectrices de los dngulos que forman los ejes o ¥ of

Hemos visto que las secowones que producen los planas
que tienen por trias as alturas, 4 cuando estas son para-
lelas & los lados, fienen cenfro que son respectivamente los
virtices & el centro de la rosdesa que hemos considerado, §
s¢ ocurre investipar si olros planos, pasando por o Z, podein
también producir curvas con centro. 51 o tienen, evidente-
mente estard sobre €l eje af, ¥, por consiguiente, todo se
reduce 4 {rasladar el eje de las Z para ver si pueden des-
aparecer los coeficientes de los terminos, en los que [ entra
con exponente impar. La ecuacifn tomari la forma

ZV (M A 2K (R 22 (L4 RE=0

los coeficientes de # y f son

—4h 2Ky —4f  GBK W — 24

que igualados & cero dan

ﬂ—f'; :-" H.' :'FHII"'-"E"—‘EG
2
de donde
K= | Iy K o ]
luego
cos3w =11

y por consiguiente,

o s OF, 307, 60, O, 1207 y 150
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