BLOQUE 1:
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1. NUMEROS REALES

1.1 LA RECTA REAL: en la recta real podemos distinguir los siguientes conjuntos

Nesel conjuntodelos nUmerosaturales(enterospositivos
Zesel conjuntodelos nUumerosenterod positivosy negativo}
Qesel conjuntodelos nimerogacionales(se puederponercomaococientadedosniumerogntero$
| esel conjuntodelos nimerosrracionales( nase puederponercomaococientaledosnimerogntero$
Resel conjuntadentimeroseales R=QU )

1.2  REPRESENTACION DE _NUMEROS REALES. Los numeros reales, al igual que los
racionales, también se pueden representar en una recta, la recta real.

Vamos a verlo con un ejemplo, representemos /2

3
Representemos E

Ejercicio:
Representa: a) 2,3561.. b):%4

APROXIMACIONES Y ERRORES

En general, al utilizar un ndmero real sélo necesitamos una parte de su desarrollo decimal
redondeando el resto de las cifras por defecto o por exceso.

Numero de cifras significativas: es el nimero de cifras exactas que utilizamos para describir
una magnitud o un valor numérico. Depende de la necesidad de la situacién que queramos
describir y de la precision de las medidas de que dispongamos.

ERROR ABSOLUTO: diferencia entre el valor real y el valor aproximado:
Error absoluto = | Valor real - Valor aproximado |

ERROR RELATIVO: error por unidad. Se utiliza para comparar errores en los valores de
magnitudes diferentes:

) | Error absolut¢
Error relativo =
‘ Valorreal ‘




1.3 INTERVALOS Y SEMIRECTAS: recordamos la nomenclatura que se usa para designar
algunos tramos de la recta real

NOMBRE SIMBOLO SIGNIFICADO REPRESENTACION
INTERVALO Numeros comprendidos a 4 ob
(a,b) {X / a<X<b} entre ay b, ambos no
ABIERTO incluidos. a %)b
INTERVALO Numeros comprendidos 20 oD
[a,b] {x /a<x<b} entre ay b, ambos
CERRADO incluidos. al ]b
Numeros comprendidos 20 oh
(a,b] {X / a<x< b} entre ay b, a no incluido, b
INTERVALO incluido. afE——
SEMIABIERTO Ntmeros comprendidos 20 oh
[a,b) {X / a< X<b} entreayb, a incluido, b no
incluido. a %)b
Ndmeros menores que a, <4—pa
(_ © ’a) {X / X<a} este no incluido. < )a
(-0 a] {X / X< a} Ntmeros menores quea y <+——o 4d
’ el propio a. ¢ ]a
SEMIRRECTA
Numeros mayores que a, a O—————»
(a+ ) {X / a<X} este no incluido. a (—>
Nimeros mayoresqueay | 3 &————»
[a,+ ) {x/as<x} el propio a. a[——>

14 VALOR ABSOLUTO DE UN NUMERO REAL: el valor absoluto de un nimero real es su
valor numérico sin tener en cuenta su signo.

El valor absoluto de un nimero real, a, es el propio nimero a, si es positivo, o su opuesto, -a, si

a sia=0
es negativo. |a| = ia<0
—a Sla

15 Se llama ENTORNO de centro a y radio r (r>0) al conjunto de nimeros reales que estan
a una distancia de a menor que .

E(a,r) :{XDD/ |x—a|<r}
E(a,r) = (a- ra+ r).

1.6 UNION E INTERSECCION DE INTERVALOS. La unién de dos conjuntos A, B se denota

A [ B y contiene todos los elementos que pertenecen a A o pertenecen a B o a ambos. La
interseccion de A, B se denota A N B y contiene todos los elementos que pertenece a Ay B al
mismo tiempo.

Eiemplo:

Sean los intervalos A=(-3,2] vy B=[-1,4)




Por lo tanto: A 1 B= (-3, 4) An B=[-1, 2]

1.7 NOTACION CIENTIFICA. Un nimero en notacién cientifica es de la forma a[10",
donde a es un numero decimal exacto del intervalo [1, 10) y el exponente b es un niumero

entero. El término a se llama mantisa del nimero y b es el orden de magnitud. Se utiliza para
abreviar cantidades muy grandes o muy pequefias.

Ejemplo:
235000000000= 235M10" 0,000000007= 710°

Operaciones

Suma vy resta: Tienen que tener la misma potencia de 10 para poder sumarlos o restarlos
directamente. Se suman o restan los coeficientes y se mantiene la potencia.

3M10° +5M10° =8M0° | 51M0* + 32M0* =83M0*| 6[10* +8M10* =14M10* = 1410

Producto y divisidn: Pueden tener cualquier potencia de 10. Se operan los coeficientes y se
suma o resta los exponentes.

29M10" 1,210° = 34810 | 22[10" :1810° = 133[10°

1.8 RADICALES. PROPIEDADES

Un radical es un nimero de la forma Y a, en el que se verifica:

a=b « b"=a

Sia=>0, V/a existe siempre; sia<0, Y/a solo existe para os valores impares de n.

Todo radical podemos escribirlo como potencia:

Va™m = ar%; en particularia = a%
Propiedades de los radicales:

"Va® =%/a R/a =a

Wa ) =40 Yab =Yasb

NOTA: Sélo podremos sumar radicales semejantes

>

olo
=

NO OLVIDES:

Java=va’ =a [Va+b){Va-+b)=a-b
Yaifa? =3’ =a (




19 RACIONALIZACION DE DENOMINADORES:

Racionalizar consiste en transformar fracciones que tengan radicales en el denominador en
otras equivalentes que no los tengan.

Metodologia: dependera del tipo de radical que haya en el denominador
Para suprimir una raiz cuadrada, basta multiplicar y dividir por la misma raiz

2 23 _2/3_2/3
V3 33 3 3
Para suprimir una raiz n-ésima, se multiplica y divide por otra raiz n-ésima que complete el
radicando
2 A5 Az A
Y5 4545 45* 5
Para suprimir una suma (resta) de raices se multiplica y divide por el conjugado del

denominador
NOTA: (a+b).(a-b) = a’>— b?

2 J2[2-43)  _V2V2-4243 zf_zf s
2+ [2+3fV2-3) " (2f (V3]

1.10 LOGARITMOS. PROPIEDADES

Si P>0, a>0, y aZ 1, se llama logaritmo en base a de P (y lo escribimos como log, P ) al

exponente al que hay que elevar a para obtener P; es decir:  |log, P =X < a*=P

PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS:

1.Dos numeros distintos tienen logaritmos distintos

si P #Q, entonceslog, P #log, Q
Ademds sia>1y P <Q,entoncesog, P <log, Q
2.El logaritmo de la basees 1: log,a=1

3.El logaritmo de 1 es O (cualquiera que sea la base) log,1=0

4.El logaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de los factores:

log, (P.Q) =log, P +log, Q

5.El logaritmo de un cociente es igual al logaritmo del numerador menos el logaritmo del

denominador: Iog{g] =log, P-log, Q

6.El logaritmo de una potencia es igual al exponente por el logaritmo de la base de la
potencia: log, P" =n.log, P



7.El logaritmo de una raiz es igual al logaritmo del radicando dividido por el indice:

IogaQ/__zlogap
n

8.Cambio de base. El logaritmo en base a de un nimero se puede obtener a partir de
log, P
log, a

logaritmos en otra base: log, P =

Tenemos dos tipos de logaritmos que se usan a menudo:

- Los logaritmos decimales, que son los logaritmos en base 10: log,,a =loga

- Los logaritmos neperianos, cuya base es el numeroe: log,a=1Ina



EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Efectiay simplifica:

1ioos-1.073 b. 3—2(§—3j+§-_1(3+_5j
a 2 _ ff 4 3) 4 4 3
06:09
2. Calcula:
2X+22-73
e

AT
(I
¢ abor-{33

3. Representa los siguientes conjuntos numéricos como intervalo y en la recta real:

a. Numeros mayores que 0

b. Numeros menores o iguales que 1

(¢

Ax1-2<x<3

o

Axnsx<4

€. Numeros menores que 1 excluyendo el 0

.

(~0.0) 0140
g. {x/x2 > 4}:{x/xs ~20{x/x=2}
h. {x/|x < 3}
4. Escribe en forma de intervalo los siguientes entornos:

a. Centro -1y radio 2

b. Centro 2y radio l .



5. Describe como entornos los siguientes intervalos:
a. (-11) b.(-12) c.(-22,029

6. Halla el valor absoluto de: -7, 71, —\/E, 3-71, 2-\/5, 1-\/5, \/E —\/§ y 7-\/@.
7. ¢Para qué valores de x se cumplen cada una de las siguientes expresiones? :
a. [q=3 c. |x<2
b. [x+1=3 d. [x=1
8. Expresa, mediante intervalos, los valores que puede tomar x en cada caso:
a. x-2/<3 b. |x+1=5
9. Calcula el valor numérico de estos radicales:

a) ¥81 b) ¥—27 ) ¥—100000 d) J—216 ) VY625 f) Y—128

10. Extrae los factores que puedas de la raiz:

a) V8 0 V50 e) V12 g) ¥1.000
b) V18 d) o8 f) V75 h) /40

11. Introduce factores dentro del radical:

a) 235 o 3315 e) ;#/E g 237 i)

b) 4420 d) %\E f) L4l h) Si/g )

272

12. Representa las siguientes raices en la recta real:

a) V11 b) V101 o V5 d) V36
V3,¥2 V3 V2

23 ' 23

a) Racionaliza cada fraccidn y después opera.

13. Dadas las siguientes operaciones:

b) Haz la operacién indicada y después racionaliza.

14. Escribe como potencia y simplifica: (4\/ a’ @_l): (a [{/a)
15. Multiplica y simplifica: ?{/9.a2.b @/l&asb2




16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Racionaliza:

4+6 b, 2
23 3-43

Reduce: \/@ - Z.@ +4/175

Efectua las siguientes operaciones:

a.

a) V20 —3v125 + 2445 b) 7381 —293? +

REl
5

Opera y simplifica:

a) 4 \,E -5 \E c) %3 . \E

b | 332 ’ g Y393
)
V8

Aproxima 4,635 ;3,5A7;\/§ a las centésimas.

Calcula los errores cometidos al redondear 2,387 a las centésimas.

¢Qué error cometemos al aproximar el resultado de 45,96 + 203,7 + 0,823 por el nUmero
250,497

Un truncamiento de 8,56792 es 8,56. Calcula el error absoluto y el error relativo.
Escribe en notacion cientifica los siguientes nimeros:

a) 0,0000085 ¢) 31.940.000.000
b) 5.000.000.000.000 d) 0,000000000479

Realiza estas operaciones:
a. 976[10° + 24310° - 3110
b. (2101072 B2110*): (8110°)

Con ayuda de la calculadora, escribe /3 en forma decimal y sus aproximaciones por exceso y

por defecto

a. A las diezmilésimas
b. A las cienmilésimas
C. A las millonésimas



27. Realiza estas operaciones:

a) 1,32-10*+2,57-10*
b) 875.10*4+9,46-10°
c) 362-10*+585.10"°
d) 23-102+3,5-107"+4,75-102
e) 346-1072+59-10"+3,83-107

28. Calcula los siguientes logaritmos:

a) log, 64 b)log, 27 0) Iogzé
d) log 0°0001 e)og, /2 f) log, 1;:
Q) log, %3 ) log, = ) log,
32 NE)
D Inl kK)oy,2 l) log, 625
2 5
1 2
m) log, 2 n)log, 3/— A) log, —
) log, ) 97\/49 )l0gs o
29. Calcula x en las siguientes igualdades:
a) log,2=-1 b) log, 64= 2 c) log,81=x
27 _
d) logg, 3=x e) log,,; x=2 f) Iogg(asj—x
g) log, 25=-4 h) Iogxg’—l2 =-5 i) log, 0001= 3
j) log,%4/2=x K) log, (3v3) = x ) log,(log,3)=x

30. Sabiendo que log x=2"4, calcula:

X

10Vx

a) log 10x  b) Iogﬁ o) 1og{10°*) d) log¥/x> ) log
31. Sabiendo que log2=0'301 y log3=0"477, calcula:
a) log 15 ; b) log 24 ; c) log 150 ; d) log 0’002 ; e) Iog% ; f) log3/ 0016

32. Caleula: log, 001+ 3-log, 100- 4-log, 10

33. Justifica que: log 125 = 3(1-log2)

34. Prueba que: Iog% + |Og§ + IOQ%+-----------------~I-|Og— +log—=-2

10



AUTOEVALUACION 1

1. Explica si estas frases son verdaderas o falsas:
a. Todo nimero entero es racional
b. Hay nimeros irracionales que son enteros
C. Todo numero irracional es real
d. Todos los nimeros decimales son racionales
e. Entre dos numeros racionales hay infinitos irracionales

f. Los nimeros racionales llenan la recta real

2. Dados los nimeros: —j—f,%,%,i/—&i/—&ﬁ,lﬂ?

a. Clasificalos indicando a cuales de los conjuntos numéricos pertenecen

b. Ordena los reales de menor a mayor

11
C. ¢Cudles de ellos pertenecen al intervalo (— 2,3 ?

3. Sin#0esunnimero natural, determina para que valores de n estos nimeros pertenecen a Z:

n c. n-5
2
d. n+£
3 2
n

e. 4/n

4. Representa los siguientes conjuntos:

a. {x/I-3<x<1} . [F14)U(419

(-0 B)N(-14e0)

o

b[4+w)

o

5. Expresa en forma de intervalo en cada caso:
a. [q=8

b. [x-4|<5

11



10.

11.

12.

13.

Multiplica y simplifica: +/8ab &/ a’b
Reduce: ¥/250- i/5_4 + Q/E -%/2

Escribe como potencia y simplifica: (3\/ /a? %/iz] : (a (| a‘z)
a

fectiin t S 4+6 2
eCtua Tras racionalizar primero: -
23  3-43

Se consideran los numeros A = 543.210.000.000 y B = 0,000000678. Expresar en notacion
cientifica los resultados de las siguientes operaciones:

a. A'B {2682963810°}
A 7
b. = {80110}

Responde los siguientes apartados correctamente:

a. Hallar el resultado de 24/162+3{/32-5%/1250 {— 131/5}

b. Racionalizar y simplificar: \/E%\/é {— 4.2 + 4\/§}
Calcular las soluciones de las siguientes ecuaciones:
a)log(x -1) = log(v/5 + x )+ log(v5 - x) {x=4}
D)2 =45 {x = Iloo%425 +3= 8,49}
C)2° + 22 +2°3 =896 {x=14

Obtén x en las siguientes expresiones (utilizando la definicidn de logaritmo):

log; x=-=1In==-11log,125=3

NP

X
3

14. Aplica las propiedades de los logaritmos e indica el valor de A:

logA=2log3+05log4-3log2

12



AUTOEVALUACION 2

Resolver de forma exacta las siguientes operaciones:

_ 29
a. 12- 023 ==
1, {30}

b. 0,72:0,91¢ {%}
121

La capacidad de memoria de un ordenador se mide en megabytes (Mb). Un megabyte tiene
10° bytes de informacién, de forma que cada byte contiene un simbolo (digito, letra, etc.). Si
por término medio, una palabra esta compuesta por cuatro simbolos, estimar cuantas palabras
puede archivar un ordenador con una memoria de 500 Mb.

{12510, es decir, 125 millones de palabras}

Resuelve correctamente los dos apartados siguientes:

a. Hallar el resultado de 4\/%—5\/245+ 6./605-+/320 {39\/3}

5
b. Racionaliza y simplifica: —=
35

Calcular las soluciones de las siguientes ecuaciones:

a log(x—1) =1-log(x+2) x=3}
{X: log240_, _ 399}

b 3*=240 log3

c. 25-5° =600 {x=2}

13



2. NUMEROS COMPLEJOS

Los numeros complejos aparecieron muy temprano en el paisaje de las matematicas, pero
fueron ignorados sistematicamente, por su caracter extrano, carentes de sentido e imposibles
de representar.

En el afio 1977 Euler le dio a \/——1 el nombre de i (de imaginario), pero fue Gauss en 1831,
cuando publica un trabajo donde expone las propiedades de estos numeros y su
representaciéon geométrica, el que acabd de darles la entidad necesaria para que fueran
plenamente aceptados.

Los numeros complejos se introducen para dar sentido a la raiz cuadrada de numeros
negativos. Asi se abre la puerta a un curioso y sorprendente mundo en el que todas las
operaciones (salvo dividir entre 0) son posibles.

En esta unidad se presenta este mundo: expresion de los numeros complejos, su
representacion grafica, operaciones y su forma polar. El enfoque es muy geométrico para

facilitar la comprension.

La importancia de los nimeros complejos estd marcada por sus multiples aplicaciones en
diversas Areas (Matematicas, Fisica, Ingenieria, Tecnologia, ...)

2.1 DEFINICIONES

. . 2 — — . . s P
Al resolver ecuaciones del tipo: X“ +1= 0= X=%+/—1 que no tiene solucién en los numeros
reales.

Los numeros complejos nacen del deseo de dar validez a estas expresiones. Para ello es

necesario admitir como numero valido a v/—1y a todos los que se obtengan al operar con él
como si se tratara de un niumero mas.

UNIDAD IMAGINARIA: Se llama asi al nuevo numero +/—1.Y se designa por la letra .

i=J-1=i2=-1

NUMEROS COMPLEJOS EN FORMA BINOMICA: Son las expresiones: a+ bi, donde a y b son
nameros reales. Se dice que a es la parte real y que b es la imaginaria.

unidad imaginarig

a+bi

N
4 N

parte real parte imaginaria

N° COMPLEJO EN FORMA BINOMICA

El conjunto de todos los nimeros complejos se designa: |C ={a+ bi/ a, b0 R}

Si b =0 queda la parte real a. (Los reales son complejos de la forma a+0i) poreso, R I C.

14



Si a=0 queda bi, un nimero imaginario puro.

Ejemplo:

X2 —=2x+5=0- x=

2+.-16 _ 2+/16/-1_ 2 n_{1+z
2

2 2 1-2
Fijate que las soluciones imaginarias de una ecuacion de 22 grado siempre son conjugadas.

IGUALDAD: Dos nimeros complejos son iguales sélo cuando tienen la misma componente real
y la misma componente imaginaria.

OPUESTO DE UN NUMERO COMPLEJO: Z= a+ bi -~ —z=—a b

CONJUGADO DE UN NUMERO COMPLEJO: Z=a+ bi» z= a- b

Ejercicios:

Resuelve las siguientes ecuaciones, y expresa sus soluciones como nimeros complejos:

a) X -X+2=0 bf - x+ =1

Determina x e y para que estos nimeros complejos sean iguales.

a) -X+3 yg -3 B+ vyiy7-6i

2.2. OPERACIONES CON COMPLEJOS EN FORMA BINOMICA

SUMA Y DIFERENCIA: Se realiza sumando (o restando) por separado sus partes reales e
imaginarias:

2+ 2=(as b)+(or d)=( @ §+( 1 §
2-2=(at b)-(or d)=(a §+( b J

z=3+5i .
Ejemplo: z+72'=7+3i z-z= - 7

z2'=4-2i

PRODUCTO: Se realiza calculando los cuatro productos posibles y teniendo en cuenta que

z[¥'=(a+ b)[{ c+ d)= ac- adr bck be( ae bdr( ad e

Nota: Si multiplicamos un nimero complejo por su conjugado obtenemos un numero real:

z[z=(a+ b)[{ a b)= &—(b)°= 4+ B

Este hecho sera util para el cociente que vamos a definir a continuacién:

15



z=3+5i
z2'=4-2i

Ejemplo:

}z[lz'

(3+5i)(4- 2) = 12- 6+ 20- 16 = 22 1.

i“=-1

COCIENTE: Se realiza multiplicando numerador y denominador por el conjugado del

denominador:

Ejemplo: —

POTENCIAS DE i:

_a+bi_ (a+bi)(c-di

(ac+ bd)( be- ag

z _3+5i _(3+5)(4+12)

“c+di (c+ d)(c di é+ o

12+ 6+ 20+ 10T 2 26 1 1°

10

2 4-2i (4-2)(4+2)

1 it=i;

= =4+
16- # iZ=-1 20 10 1C

==L =4 ;i ‘= 1.

La secuencia de potencias de i se repite sin cesar.

n

Eiemplo: i

- se divide n entre cuatro y nos quedamos con el resto (0,1,2,3) — i" =i

i r

151 4

teniendo en cuenta que 3y 37

2.3. REPRESENTACION GRAFICA

<

Las sucesivas categorias de numeros (naturales, enteros, racionales,...) se pueden representar
sobre la recta. Los reales la llenan por completo, de modo que a cada numero real le
corresponde un punto en la recta y cada punto, un nimero real. Por eso hablamos de recta

real.

Para representar los nimeros complejos tenemos que salir de la recta y llenar el plano,
pasando asi de la recta real al plano complejo.

gje imaginario

eje real

B e e e = 3

Los nimeros complejos se representan en unos
ejes cartesianos. El eje X se llama eje real y el Y, eje
imaginario. El numero complejo a + bi se
representa mediante el punto (a,b) que se llama
afijo, o mediante un vector de origen (0,0) y
extremo (a,b).

Los afijos de los numeros reales se situan sobre el
eje real y los imaginarios puros, sobre el eje
imaginario.

La longitud del vector se denomina médulo, y se suele designar como r o|Z| .

El angulo que forma el vector con la parte positiva del eje x se llama argumento, y se designa

por @ O arge )

Ejercicio: Representa el siguiente nimero complejo, su opuesto y su conjugado: Z=3+4i

16



2.4. NUMEROS COMPLEJOS EN FORMA POLAR:

gje T . ) .
Consiste en representar un complejo mediante dos valores: su

atbi médulo y su argumento, designdndolo como T, .

Para hallar el médulo podemos aplicar el teorema de Pitdgoras en
el tridngulo sombreado:

gje R r2=a?+b%=|r= /a2+b2

Para obtener el argumento, aplicamos la trigonometria elemental
en el mismo triangulo:

tgaz%: a= arctgg; 0% a < 3609

Ejercicio: Determina la expresion polar de los complejos
representados: &l

PASO DE FORMA BINOMICA A FORMA POLAR , JF I

r =+Ja’+b’

b . .
arctg— si a# 0 (Teniendo en cuenta el cuadra
a

z= at bi=
a=490°sia= 0yb> 0

270°sia= 0yb< O

Ejemplo: Pasa a forma polar: Zz= —\/é +i

[ = (@)2+12:2
1 {1500 =Z=- 3+i:2150°

a=arctg——== 5

75

r=r

IGUALDAD: I, =I'',. =
{a =a'+360%; kOZ

Ejemplos: 2,5, = 259, 5330~ D 300 2= % NN

PASO DE FORMA POLAR A FORMA BINOMICA

eje C

a
CoOsqa =—=a=1r Ccoxr
r

b
sey =—=b=r sen
r

= z=1,=a+bi=rcosa+rsewi=r( cog+i sen

Esta expresion I’(COSO' +i sew) se llama forma trigonométrica y

sirve para pasar de polar a bindmica.

17



Eiemplo: Pasa 2,.,. aforma binémica.

cos150% cof 186° 3pe- cos30%—

V3
: 1 2 =
M3 s Ser50%= sef180% 30P=- serB0e

= 2150°: 2(__\2/:—%'“_;} = _\/é‘l'i

ESQUEMA:

. r=+a’ +b?
FORMA BINOMICA . FORMA POLAR
a+bi

b Mo
o, = arcig 5 (iHacer dibujol)

FORMA
TRIGONOMETRICA
r{cosa+iseno)

OPERACIONES CON COMPLEJOS EN FORMA POLAR:
PRODUCTO:

El producto de dos complejos en forma polar es otro complejo de mddulo el producto de los
modulos y argumento la suma de éstos.

r,@",.|=r (cosa +isena)t ( cosr +iser )=

=r [0 '[(cosa cosr “serwrsew )+ ( sem cog + cas sen)]':

=r [0 '[Cos(a+a' )+isen(a+a )] =

—

rir )

a+a’

Ejemplos:
300 25 = 6105 V Fsse0Ly0= v Fose=v 3s

Sepuedegeneralizar atresomascomplejos:

\/51200 II500 E/E)’QO" = 63600 = 600
COCIENTE:

El cociente de dos complejos en forma polar es otro complejo de médulo el cociente de los
mddulos y argumento la resta de éstos:
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Ejemplos:
685° _

w313
= -30° 2 330°

320° 2120° 2

Nota: Sumas y restas de complejos sélo se pueden hacer en bindmica.

POTENCIA: Para elevar un complejo en forma polar a un exponente se eleva su mdédulo al
exponente y se multiplica su argumento por dicho exponente:

()] =r, T, = 00),., =|( "),

a a+Ma

Ejemplos:
(2300)3 = 84001 (\/_?1350)4 = 900~ g

FORMULA DE MOIVRE: Se obtiene si pasamos ambos miembros de la férmula anterior a forma
trigonométrica.

(L)' =("), =
=[r(cosa +i sem)| =r"( cosa+ semr)

RADICALES:

— n —
r, —Rﬁ:(Rﬁ) =T
Aplicando la férmula de la potencia:

R'=r= R={r

(R), == a+360% |

nﬁ:a+360°k:ﬂ:T ; conk= 0,1,2,..n—

si K =n, volveriamos al mismo &ngulo, un complejo tiene n raices con el mismo médulo, si las
dibujamos forman un poligono regular de n lados.

Ejemplo:

R:\/§:2 : —~
8soe = Ry = 5= 90°+360%

g ook \//‘

k=0- B=30° —
k=1- B=150°;= Sol: 2. , 20 » 27 :
k:2_,lB: 270 “-,_ _4

1 2270"‘. §

Si dibujamos las tres raices comprobamos que sus afijos son los vértices de un tridngulo
equilatero.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Dado el nimero complejo z= —2X+% I, determina el valor de x e y para que sea:

a) Un namero real.
b) Un nimero imaginario puro.
c) Un nimero complejo que no sea ni real ni imaginario puro.

2. Resolver las siguientes ecuaciones:

a) xX’-2x+2=0 {%i} B 4 xe1=0 {_—liﬁi}
b) x*+3=0 {rJ@ 27 2
o x-2x+4=0 {13 :)) i:ff;ﬂx 2?; 2;}231}
3. Completa:
COMPLEJO | PARTE REAL IM;(?IF:\IT,ERIA opuesTo | CONJUGADO
7=2+3] 2 3 _y=—p_3i | z=2-3i
z=3-1i
z=1+i
z2=3-3/3
z=3
z=-2i
Z=1

4. Dados los complejos: z =2+ 3i, z,=—1+ 4i,z,= 2 5, hallar:

)7+, N ex3 22 {1+ 2} )z+ 2
b)z+ z, {43 Hz+ B {7- 6} ) %-2z
0z-2 {3} - @ # {-+8)2
d)z,- 2 {39 hy+ 2 {1~}
5. Calcular:
a)(2+5)(3r4) {-14 2B e+2)(2-5) {2p
b) (1+ 3)(1+i) {-2i) f (1+)(14) {}
0) (1+i)(-1-) {-2 9 (38§ {- 1 1o
d) (2-5)i { 5iP ) (r2-5)(-2+5) {2}
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6. Dados los complejos del ejercicio 4, hallar:

27, {-14 § e)(z) {-5 12
b)z [, {19 } 0z-2)° {-64
0z(z+3z) {5} 9)z, % { B3
d)z-2z0z {-16- 14 hyOz0z { -75 }e8

7. Dados los complejos 2—mi y 3— nihallar my n para que su producto sea 8+ 4i .

{m=-2n=1m=23;n=-3
8. Calcular:

R

) {0 p BZ3)(+) -1

1-2 5 5
3+5 (38-2)(1+) {1 8}
- " i R
°) 1-i { ﬂ} J 1+i-4 5 5
2-5 . ~a +bi
d —— -5 hr
) [ { Q +ai { }
9. ¢Cudnto debe valer m para que el complejo 2= ( )(2+ 4I) sea un numero real? ¢E

imaginario puro? ¢De qué nimeros se trata?
{m=1ym=4;z=10y z=- 20
10.Hallar dos complejos de los que sabemos que su diferencia es un numero real, su suma
tiene la parte real igual a 1y su producto es =7 +i .

{3+iy - 2+i}
11.Calcula el inverso de los siguientes complejos en forma bindmica:
a) 3 {_—ll} c) 4+3 {3 —3i } e)— 2t {_—2——](}
3 13 13 5 5
. 1 1 . 1 1 . .
b) 1+ === d)il- =+ | =
) {2 2 } ) { 2 2 } L { }

12.Calcula las potencias de i:
D {3 0" {} g% (i} g -3 9 {p W {}

13. Calcula las siguientes operaciones combinadas en forma bindmica:

@) (1) {-2 3 o+ {47

b) i1 {i} ep-5 —108+1;:55£1;’i) {- 5}
i7 - (2+3)(3-2)-(2- 8) .

©) 1+i1 -3 ) 17(1-i%) i)
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14.Hallar dos complejos de los que sabemos que su diferencia es un nimero real, su suma
tiene la parte real igual a 1 y su producto es -7+i.

{3+iy - 2+i}
15.Hallar una ecuacidn polindmica cuyas raices sean:

a)1x3 {x¥’-x+16p b)Hi2 {x*- 0 20} 0 )i {¥+1=9

16.Pasar a forma polar los siguientes complejos (se recomienda representarlos previamente,
para asi elegir correctamente su argumento):

a) 4+ 43 { g} D8 { B yigi (V2]

b) 3- 3\/_3 { @Ooo} &) { 90; +3 { 8180}
OV3-i  { 20d Bis { 8}

17.Hallar un nimero complejo del 22 cuadrante que tiene por médulo 2 y tal que Re(z)=-1.
Expresarlo en forma polar. Justificar graficamente la solucidn.

{—1+\/§ = 21200}
18.Hallar un complejo de argumento 45° tal que sumado a 1+2i dé un complejo de médulo 5 .
{2+2}

19.Encontrar un complejo tal que sumandolo con 1/2 dé otro complejo de médulo 3 vy

R

2 2

argumento 60°.

20.Pasa a forma bindmica:

4. {3 o {-Va+i} @2 {-)
b) 2,00 { NG i;z d) 1 {ﬁﬂ—}

2 2

21.Hallar los nimeros complejos, en forma polar y bindmica, que corresponden a los vértices
de estos hexdgonos:

2

712 2
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22. Determinar el valor de a para que el complejo z=(3-6i) (2-ai) sea
a) Un ndmero real. ¢De qué nimero se trata?
b) Un numero imaginario puro. ¢De qué nimero se trata?
c) Tal que su afijo esté en la bisectriz del 1°" y 3*" cuadrantes. éDe qué nimero se trata?

{a)\a=-4;30bp=1,- 16 §= 6- 30 I
23. Dado Z=2,,,, hallar Zen polar.

{2164

24. Halla un nimero complejo y su opuesto sabiendo que su conjugado es Z=3,,

25.Dados los nimeros complejos 3, Y 5,,., comprobar que el producto en forma polar y en
forma bindmica dan el mismo complejo.
{15}

26. Lomismocon3 y 2— 2.
{6+ 6 = 6\/—2450}

27. Efectla las siguientes operaciones:

2) 4,00 Bioe  { 1260} uﬁ% { 2@'} )52”(1%_'3) { 1o0d
b)g—'; {3} {)f j {3 gle (1)

81700
c) 45 (2700 { %30}

28.El complejo de argumento 80° y mddulo 12 es el producto de dos complejos; uno de ellos
tiene de médulo 3 y argumento 50°. Escribir en forma bindmica el otro complejo.

{23+ 3}

29.Hallar el valor de a para que el producto 3, [1, sea:
2

a) Un ndmero real positivo.
b) Un ndmero real negativo.

_ 3. I
{a)a' =5 b)a _E}

30.Sin necesidad de efectuar el producto en bindmica, hallar cudnto ha de valer m para que el

complejo Z= ( m-2 i) ( 2+ 4i) tenga maédulo 10.

(m=23

31.Sin necesidad de efectuar el cociente, determinar el valor de a para que el mddulo del
2i

1-i

sea 2.

complejoz =

{a=+2}
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32.Hallar dos nimeros complejos sabiendo que su producto es -8 y el cociente de uno entre el
cuadrado del otro es la unidad. (Ayuda: utilizar la forma polar).

{(2¢2), {v2) }

00
33. Calcula serRa y cos 2r utilizando la férmula de Moivre.

34.Calcula las siguientes raices:
a) V1-i {9/71850\6[_%50\6/{_245} Cﬁf 8 { 2= ]tf[%
b) { _;- t |a {9/7250 ¥ 2 \6/7285} é}j_ 243 { 35003 310801 1g0m 3255 3 324}0

c) Y8 { o2y 3i) n{-8+8/8 {V3i+2/izx/ a 4Vip

35.Dados los complejos z3= \/é =1, 2,=3i y z5=1+i, calcular las siguientes expresiones, dando el
resultado en bindmica:

pilE (208,203

5 _ . dz)'  {-8+8/3)
R (NSNS B S
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3. SUCESIONES

3.1 SUCESIONES NUMERICAS

Una sucesién numeérica es un conjunto ordenado de numeros, que se llaman términos de la
sucesion.

Cada término se representa por una letra y un subindice que indica el lugar que ocupa dentro
de ella.

a, es el primer término de la sucesion

a, es el segundo término de la sucesién

a, es el término enésimo
Asi una sucesién puede representarse como:

a,a,3a,.... ,.. osimplemente a_
EJEMPLOS:

- Sucesion formada por los cuadrados perfectos:
1, 4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, 169, 196, 225,...
- Los niumeros pares :
2,4,6,8,10,12,14, 16, 18,...
- Lasuma de cada natural y su cuadrado:
2,6, 12, 20, 30, 42, 56, 72, 90,...

TERMINO GENERAL
El término general o término n-ésimo, &, de una sucesion es una expresion matematica que

nos permite calcular cualquier término de la sucesion en funcion del lugar que ocupa.
Por ejemplo, en la sucesion de los cuadrados perfectos, cada término se obtiene elevando al
cuadrado el lugar que ocupa en ella:

a=1a,=4,8,=9,..

., , . . )
En esta sucesion, el término general serd: @, = n

CALCULO DEL TERMINO GENERAL

Dados los términos de una sucesién, para calcular su término general tenemos que buscar una
regla que relacione el valor de cada término con el lugar que ocupa en la sucesién. Para hallar
esta relacién debemos descomponer los términos en expresiones numéricas que tengan la
misma estructura dependiendo del lugar que ocupan.

EJEMPLO:
Consideremos la siguiente sucesion: 2, 5, 10, 17, 26, 37.....
Para calcular el término general nos ayudamos de la siguiente tabla:

LUGAR 1 2 3 4 5 n

TERMINO | 2= +1 | 5=22+1(10=3+1|17=#+1| 26=5+1 a =n+l

Una vez que tenemos el término general, podemos calcular cualquier término de la sucesion,
por ejemplo:

A =10°+1= 101
A veces no es posible obtener una férmula para el término general, y otras veces no se
consigue de forma inmediata.
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SUCESIONES RECURRENTES

Una sucesion es recurrente cuando todos sus términos se pueden calcular a partir de uno
dado.

La férmula mediante la cual se pueden calcular los términos se llama ley de recurrencia.

EJEMPLO:
8, =a,+n
En este tipo de sucesiones, necesitamos saber cudl es el primer término, & =4. A partir de él

podemos calcular el resto:

a,=4+2=6
a,=6+3=9
a,=9+4=13

SUCESIONES MONOTONAS
Si comparamos los términos de una sucesion, podemos clasificarla:
- Una sucesidn es monodtona creciente si cada término es menor o igual que el

siguiente:
a,. <4,
- Una sucesidn es estrictamente creciente si cada término es menor que el siguiente:
a,.<4a,
- Una sucesién es mondétona decreciente si cada término es mayor o igual que el
siguiente:
2,24,
- Una sucesidn es estrictamente decreciente si cada término es mayor que el siguiente:
a4 >3,
EJEMPLO:
Para comprobar la monotonia de la sucesidn an=—1 , comparamos dos términos
n+
consecutivos:
(Ba<a,?
_nh-1-1 n-2
T n-1+1 n
n-2 n-1
—<—l:>(n—2)(n+1)< n(n-)= f-nm2<i-n>-2<C
n n+

Lo que es cierto, por lo tanto la sucesidn es estrictamente creciente.

SUCESIONES ACOTADAS
Una sucesidn esta acotada superiormente por un nimero real K si todos los términos son
menores o iguales que K. Decimos que K es una cota superior de la sucesion.

a, =-1,-2,-3~-4,...;n estd acotada superiormente por -1

Una sucesion estad acotada inferiormente por un ndmero real k si todos los términos son
mayores o iguales que k. Decimos que k es una cota inferior de la sucesion.

a, =1,2,3,4,...n estd acotada inferiormente por 1
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Una sucesidn se dice acotada si lo esta superior e inferiormente.

34 n+l1 | . .
a, =2 . estd acotada inferiormente por 1 y superiormente por 2

15151-- n

OPERACIONES CON SUCESIONES

Como los términos de las sucesiones son numeros reales, podemos efectuar con ellas
operaciones basadas en las que definimos para los niUmeros reales:

- La suma de dos sucesiones &,y b es otra sucesién S, que se obtiene sumando

término a término los correspondientes de las dos sucesiones. Andlogamente se
define la diferencia de sucesiones.

- El producto de dos sucesiones &, y I, es otra sucesién P, que se obtiene al multiplicar
término a término los correspondientes de las dos sucesiones.

- Para que exista el cociente de dos sucesiones &, y b, los términos de b, han de ser
diferentes de 0. La sucesion cociente c se obtiene dividiendo los términos

correspondientes de las dos sucesiones.

EJEMPLO:

Dadas las sucesiones: 8, =n*—1 y h = n+1
a,+h,=r+n
a—-hb=r-n-2

q:(ﬁ—gﬁwgzrﬂrﬁ—nﬂ

i: nz _1: (n+1)(n_1) =n-1
b, n+1 n+1

o

3.2 LIMITE DE_UNA SUCESION
Vamos a estudiar el comportamiento de una sucesién para términos muy avanzados para
comprobar su tendencia.

Este comportamiento que presenta una sucesién al estudiarla para valores muy grandes de n,
se llama limite de una sucesion.

2

8 - n
n*+1
N 1 2 3 4 . 100 . 10000
a, 0.5 0.8 0.9 0.94 . 0.9999 | .. 0.99999999

A medida que n se va haciendo mas grande, los términos de la sucesion se van aproximando a
1. Diremos que lima, =1.

n-oo

PN

bn - (_1) F

N 1 2 3 4 100 10000

bn -1 0.25 -0.1111 | 0.0625 0.0001 0.0000001
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A medida que n se va haciendo mas grande, los términos de la sucesion, a pesar de ir
alternando el signo, se van aproximando a 0. Diremos que limb, =0 .

n-oo

C,=2n+1
1 2 3 4 100 10000
C, 3 5 7 9 201 20001

A medida que n se va haciendo mas grande, los términos de la sucesidn van creciendo.
Diremos que limc, =+ .

n-oo

Se dice que una sucesion a, tiene por limite L si y sélo si para cualquier nimero positivo € que
tomemos, existe un término ay, a partir del cual todos los términos de a,, siguientes a ay
cumplen que |a,-L]| <e.

Se dice que una sucesion a, tiene por limite +00 cuando para todo M>0 existe un término a, a
partir del cual todos los términos de a,, siguientes a a, cumplen que a,> M.

Se dice que una sucesion a, tiene por limite —o cuando para todo N >0 existe un término ay, a
partir del cual todos los términos de a,, siguientes a a, cumplen que a,<-N

Una sucesién que tiene por limite un nimero real se llama sucesién convergente.
Una sucesién que tiene como limite £ se dice divergente.
Las sucesiones con limite O reciben el nombre de infinitésimos.

Sucesiones oscilantes: No son convergentes ni divergentes. Sus términos alternan de mayor a
menor o viceversa.

1,0,3,0,5,0,7, ...
Sucesiones alternadas: Son aquellas que alternan los signos de sus términos. Pueden ser
convergentes, divergentes u oscilantes.

PROPIEDADES DE LOS LIMITES
- Ellimite, si existe, es Unico.
- Todas las sucesiones convergentes estan acotadas.
- Hay sucesiones acotadas que no son convergentes.
- Todas las sucesiones mondtonas y acotadas son convergentes.
- Hay sucesiones convergentes que no son monétonas.

Los limites de las sucesiones se pueden calcular usando procedimientos que se veran en el
tema 5 para el cdlculo de limites de funciones.

OPERACIONES CON LIMITES
lim (a,+ b,) =lim (a,) + lim (b,)
lim (a,—b,) = lim (a,) -lim (b,)
lim (a,: by) = lim (a,) - lim (b,)
lim (an: by) =lim (a,) : lim (by)
lim k- a,=k- lim a,

lim a,"= (lim a,)*

lim log, a,= log,lim a,
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EL NUMERO e
El nimero e es uno de los niUmeros irracionales mas importantes en matematicas. Se le conoce
también como nimero de Euler.

e =2,718281828459045235...

Es el limite de la sucesids, = £1+1j
n

n=1 a=2

2  a=225

n

n=100 a,= 2.704
N =10000 &y, = 2.718
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3.3. PROGRESIONES

PROGRESIONES ARITMETICAS
Una progresién aritmética es una sucesién recurrente en la que cada término, a excepcién del

primero, se obtiene sumando al anterior un mismo numero, d, que se llama diferencia de la
progresion.

EJEMPLO:
2,6,10, 14, 18, ... d=4

TERMINO GENERAL DE UNA PROGRESION ARTIMETICA

a=a

a,=a+d
a,=a,+d=4g+2d
a,=-a+d=3g+3d

a,=a+(n-1)d

EJEMPLO:
a=1 d=3
a, =1+ (n-1)3= 3n- 2

SUMA DE LOS N PRIMEROS TERMINOS DE UNA PROGRESION ARITMETICA

S=atata+t..+3,*+a
S=atag,tag,t.+ a3+ a
Sumando término a término:

2S,=(a+3)+(3+ a,)+..+(a.,+ 9+( a+ 3

En una progresion aritmética la suma de dos términos equidistantes de los extremos @, y &,
es igual a la suma de esos extremos, por lo tanto:

2S,=(a+a)0n= :ﬁ:_(ai”z""n)m

EJEMPLO:
Suma de los 50 primeros nimeros pares:
a =2
2+100) 50
d=2 — S= % = 2550

a, = 2+ 492= 100
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PROGRESIONES GEOMETRICAS

Una progresién geométrica es una sucesion recurrente en la que cada término, a excepcién del
primero, se obtiene multiplicando el anterior por un mismo numero, r, que se llama razén de
la progresion.

EJEMPLO:
2,6,18,54,162,.. r=3

TERMINO GENERAL DE UNA PROGRESION GEOMETRICA

=8
a,=alf
3 =3, =30"
a,=alt=a
3, =ab"
EJEMPLO:
a=2 r=5
"a, =20

SUMA DE LOS N PRIMEROS TERMINOS DE UNA PROGRESION GEOMETRICA

S=a3g+ta+a+t.+g,+ 3

rg, =rg+ra,+ra+...+ra_,+ra, =a,+ a+..+ g_,+ g+ rg
Calculamos:

rs,-§=ra-a=(rHig= rg- a=

L5 = ra,-a, _r@0@""-a _a(r"-1
r-1 r-1 r-1

SUMA ILIMITADA DE_UNA PROGRESION GEOMETRICA DECRECIENTE

En una progresién geométrica decreciente, para valores muy grandes de n, los términos de
ésta son practicamente nulos. Por lo tanto en ese caso, la suma de todos los términos de una
progresion geométrica puede escribirse:

_a(r-)_-a _ &
> r-1 r-1 1-r

Utilizaremos esta formula cuando |I’| <1

PRODUCTO DE LOS N PRIMEROS TERMINOS DE UNA PROGRESION GEOMETRICA
En una progresion geométrica el producto de dos términos equidistantes de los extremos
a, y @, esigual al producto de esos extremos.

P.=alalkll.0a ,0q
P =a,la,08, ,Ll.lal4
PP =(amm)(a0a,)(a0a,).( a.09)( alg

P?=(am)" = P=4(a0y)"
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. En las sucesiones de término general &, =5n—3 y B = 2n hallar los términos primero,

quinto y décimo.

2. Completa los términos intermedios que faltan en las siguientes sucesiones:
a. 8,_ ,4,2, ,-2,..
b. 1,4, ,16, 36,49, ...

3. ¢Es 24 un término de la sucesién que tiene de término general @, =3n+12?

4. Halla el término general de las sucesiones:

24 8 16
3'9'27'81"

b. -2,-4,-6,-8,...
e 1ttt

8'27 64

d. 5,7,9, 11,13, 15, ..

e. 5,10,17,26,37,50,..

f. -4,9,-16,25,-36, 49, ...
25 8 11 14

4’916’ 25 36

5. Estudia la monotonia, convergencia o divergencia y cotas de las sucesiones:
a. an=2,3/2,4/3,5/4, ..., n+tl/n
b. a,=2,-4,8,-16,32, ..., (-1)" 2"

_n+2

“ & T

g 1-11-t1-1
2723
_n

e &=

6. Escribe los cinco primeros términos de la sucesion de la que sabemos

a=7 a=5 §=8," 8.,
7. Escribe los seis primeros términos de la sucesién: & =5 &, =3a_,—8

8. En una progresion aritmética sabemos que a, =1y & = 7. Halla el término general y

calcula la suma de los 15 primeros términos.

9. En una progresion aritmética, el sexto término vale 10,5; y la diferencia es 1,5. Calcula el
primer término y la suma de los 9 primeros términos.
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10.En una urbanizacién realizaron la instalacion del gas natural en el afio 1999. Consideramos
gue en ese momento se hizo la primera revisidon. Sabiendo que las revisiones sucesivas se
realizan cada 3 afios, responde:
A)éEn qué afio se realizara la décima revisiéon?
B)éCual es el nimero de revisién que se realizara en el afio 2035?

11.Halla la suma de los seis primeros términos de una progresion geométrica de razén positiva

enlaquea, =10y a, = 25C.
12.En una progresién geométrica a, =6 y r=0,5. Calcula la suma de todos sus términos.

13.La poblacidn de un cierto pais aumenta por término medio un 1% anual. Sabiendo que en la
actualidad tiene 3 millones de habitantes:
A) éCudntos tendra dentro de 10 afos?
B) ¢Y dentro de 20 afios?

14.En una progresion aritmética sabemos qued=3, a8, =34y S =13Z.Calculany a,.

15.En un cine, la segunda fila de butacas estd a 10 m de la pantalla y la séptima fila estd a 16m.
¢En qué fila debe sentarse una persona que le guste ver la pantalla a una distancia de 28
m?

16.Estudia el comportamiento de las siguientes sucesiones para términos muy avanzados e
indica cual es el limite de cada una de ellas:

a. a,=3n"-10 4 g =5n-3
b. b,=3n-r7 2n2+1

2n° -5
c. ¢ =1-(n+2)’ e & —=—

17.Se consideran 10 términos consecutivos de una progresién aritmética. Los dos extremos
suman 22 y el producto del tercero y el cuarto es 48.Halla los términos de la progresién.

18.Intercalar 4 términos entre 4 y 972 de modo que formen una progresidon geométrica.

19.En una progresidén geométrica a;= 2 y la razén r = 3, hallar el término as y el producto de los
cinco primeros términos.

20.Hallar tres nUmeros en progresiéon geométrica sabiendo que su suma es 31 y su producto
125.
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AUTOEVALUACION 3

1. Halla la suma de los términos de una progresidn aritmética en los siguientes casos:

a) De los 10 primeros términos de: 1, 6, 11...
b) de los 20 primeros términos de: 22, 23, 24...
c) De los 30 primeros términos de: 1/2, 3/4, 1...
{a)a15=46, S=235; b) ay=41, S=630; c) a3p=31/4, S=495/4}

2. Hallar el producto de los 7 primeros términos de una progresion geométrica sabiendo que
el central vale 5. {78125}

3. Determinar cuatro nimeros en progresion geométrica tal que los dos primeros sumen 95 y
los dos ultimos 36. {3, 6, 12, 24}

4. Halla la suma de los seis primeros términos de la progresion geométrica: 1/4, 1/8,1/16...

{63/128}
5. Dadas las sucesiones convergentes @, = E b, = o calcula:
' & HTnY n+l’ '
a. lima, y limb,
b. lim(a,+h,)
c. lim(a,,)
d. lim(a,/h,) {a)oy 1; b)1; c) 0; d)0}

6. Encuentrala suma de los multiplos de 5 mayores que 42 y menores que 158.
7. Halla las siguientes sumas:

a. 3+7+11+ ..+ 4
b. 1000+ 100001,% 1000 £* +. 1000'%

c. 80+40+ 20+ 16+ 5 .
{a)253; b)31772,48; c)160}

8. En una progresion aritmética conocemos &, =43y a,, = 85, €. Calcula:

a. at+3a,
b. 8y,

9. Los lados de un hexagono estdn en progresién aritmética. Calculalos sabiendo que el mayor
mide 13 cm y que el perimetro vale 48 cm. {3,5,7,9, 11, 13}

10.La suma de los infinitos términos de una progresion geométrica es igual a 4 y a,= 1. Calcula

, 1
a, y larazoén. {a;=2 r= > }
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