En busca de Klingsor

Cierta vez, un reportero pregunté a Einstein:

—;Existe una féormula para obtener éxito en la vida?

—Si, la hay.

—;Cual es? —pregunto el reportero, insistente.

—Si A representa al éxito, dirfa que la formula es A =x 4+ y + z, en
donde x es el trabajo e y la suerte —explico Einstein.

—:Y qué seria la 2?

Einstein sonrio antes de responder:

—Mantener la boca cerrada.

Un joven norteamericano, Bacon, estudia Fisica en el Instituto de Estudios
Avanzados de Princeton y alli conoce a Einstein, del que recuerda algunas
anécdotas como esta. Al finalizar la Segunda Guerra Mundial, se hace espia
y vigja a Alemania para encontrar al mdximo responsable de las investigacio-
nes atomicas realizadas por los nazis, que se esconde bajo el seudonimo de
Klingsor. En sus pesquisas le ayuda un matemdtico, de hombre Links, que for-
mo parte del equipo de investigacion nuclear.

;Por qué estabamos juntos el teniente Bacon y yo [pensaba Links]?
;Cuando nos encontramos por primera vez? ; Cual era nuestra mision?
:Como se cruzaron, en fin, nuestras vidas paralelas? Para responder a
estos cuestionamientos no me queda mas remedio que hablar un poco
de mi.

Ubico mi nacimiento en el mapa de mi imaginacién como un pequetio
punto dibujado en el centro de un plano cartesiano. Hacia arriba, en el
eje de las y, esta todo lo positivo que me ha ocurrido; en contraposi-
cion, hacia abajo descubro mis desventuras, mis retrocesos y mis re-
quiebros. A la derecha, en el eje de las x, encuentro los actos que me
definen, aquellos que voluntariamente he convertido en el centro de
mi vida —deseos, anhelos, obsesiones—, mientras que, a la izquierda,
yacen esas porciones de mi ser que me han modelado contra mi volun-
tad o mi conciencia, esas partes aparentemente impredecibles o espon-
taneas que, no puedo negarlo, también me han llevado adonde estoy
ahora. ;Cual seria el resultado final de un ejercicio como éste? ;Qué
forma apareceria en medio de la hoja? ;Seria posible trazar las coorde-
nadas que he recorrido a lo largo de mi trayecto? ;Y obtener, a partir de
esa linea, la formula que me resuma en cuerpo y alma?

JoraGe VoLri

Juzga la metéafora de Links. ;Seria posible representar una «vida»
mediante una curva en un sistema de coordenadas cartesianas?

No serfa posible, ya que los elementos que se describen en el texto
no son traducibles a puntos del plano que puedan describir
una curva.
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SOLUCIONARIO 7

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

Dada la funcién f(x) = log (sen x):

a) ;Esta definida para x = g? b) ;Y parax = 371\-?

a) f[%] =log [sen %] =log 1= 0 — La funcién esta definida para x = %

b) f[%“] = log [sen 37“] =log (—1) — La funcién no esta definida para x = 37“

porque no existe el logaritmo de —1.

Expresa las siguientes condiciones en forma de intervalo.

a) —1<x<5 b) x>7 o x<=2 d) Todos los nimeros reales.

a [-1,5) b) [7, +00) Q) (o0, —2] d) (—o0, +00)

Expresa, de forma algebraica y mediante una tabla, la funcién que asigna a cada
ndmero su cubo menos dos veces su cuadrado.

fx) = x* — 2x°

X —2 —1 0 1 2
f(x) —16 -3 0 -1 0

Dibuja estas funciones e indica de qué tipo son.

a) Unvendedor de muebles tiene un sueldo fijo de 480 €, y por cada mueble
que vende, cobra 10 € de comision.

b) A cada numero real le hacemos corresponder su doble menos 2.

a) YA

N

<y
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Funciones

ACTIVIDADES
001 | Justifica si las siguientes graficas corresponden a funciones.
a) v b) va
X X

a) La grafica corresponde a una funcién, porque a cada valor de x le corresponde
un unico valor de y.

b) La grafica no corresponde a una funcién, porque hay valores de x a los que
les corresponden varios valores de y.

002 | Razona, en cada caso, si la relacién entre las magnitudes es una funcién o no.
a) Ladistancia entre dos ciudades y el tiempo que se tarda en ir de una a otra.

b) La cantidad de fruta que compra una familia, en kilogramos, y el precio
por kilogramo.

¢) Laaltura de los alumnos de un centro escolar y su edad.

a) No se trata de una funcién, ya que seguin sea la distancia entre dos ciudades,
el tiempo que se tarda puede tomar valores distintos, dependiendo
de la velocidad a la que se circule.

b) Es una funcion, puesto que para cada cantidad de fruta que se compre
hay un precio Unico segun el peso por kilogramo adquirido.

c) No se trata de una funcion, porque distintos alumnos pueden tener la misma
altura, aun siendo de edades distintas.

003 | Determina el dominio y el recorrido YA
de esta funcion. T

Dom f=1[—4,3]U (4, 6) 1
Im f=[—3,2] U {4} ul

004 | ;Cual es el dominio de estas funciones?

a) f)=+x+4 c) f(x) =9x°> + 6x2 —9x
b) f(X)IE d) f(x) =cosx
x-—16
a) Dom f=[—4, +x) c) Domf=R
b) Domf=R — {—4, 4} d) Domf=R
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I Y“
005 | ;En qué intervalos es creciente esta funciéon?
;Y decreciente? En x = 2, jes cdncava o convexa? N\ )

La funcion es creciente en (—6, —2) U (-1, 2). I

Xy

La funcion es decreciente en (—2, —1) U (2, 4). \

En x = 2, la funcion no es ni concava
ni convexa.

. . . . 7 Y“
006 | Estudia el crecimiento de la funcién.

La funcion es decreciente en (—oo, —2),
es constante en (—2, 1) y es creciente \ -
en (1, +o0). \ / X

. . . 15

007 | ;En qué puntos de la funcién hay maximos
relativos? ;Y minimos relativos? ;Tiene maximos } "
0 minimos absolutos?

<y

Existe un méaximo relativo en el punto x = —2. / N\ /

=

No tiene minimos relativos ni absolutos
y no hay maximos absolutos.

— . - . . YA
008 | Estudia el dominio, el recorrido, el crecimiento
y los maximos y minimos de f(x). \

=y

Dom f = (—cx0, 6]
Im f=[-3, +00) \ f(

V.

La funcion es decreciente en I
(—o0, =3) U (—1,5) y es creciente
en (=3, —=1)U(5,6).

Existe un maximo relativo en x = —1y un minimo absoluto en x = 5.
No hay maximos absolutos.

|
009 | Dibuja la grafica de una funcién para que sea:

a) Impar. b) Par.
Respuesta abierta.
a) YA b) YA
|
B /
/N / \ 5 |
; - \ /
/ \_/ X >
[ N T IN X
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010 | Justifica si estas funciones son simétricas.
4
a) fo) = X 12 b) g0 ='x’—3
X
—X)* 42 42
a) f(—=x) = ( (X) ;_ =2 42_ = f(X) = f(x) es simétrica respecto del eje V.
—X X
b) g(—x) = (=0* =3 = —x* =3 = g(x) no es simétrica.

011 | Representa una funcién periédica tal que el periodo lo determine esta grafica.

YA

<y

YA

<y

012 | Razona si las siguientes graficas corresponden a funciones periddicas.

a) YA b) YA

| X

b

a) Lafuncion es periddicay su periodo es 4.
b) Lafunciéon no es periddica, porque la grafica no se repite.

013 | Teniendo en cuenta la gréfica de y = f(x), identifica a qué funcién corresponde
cada una de las graficas que aparecen en la figura.

Y
h f j
G, "
g
glx) = —f(x)
h(x) = f(—x)
iX) = f(x —3)
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A partir de la gréfica de y = f(x), representa estas funciones.

Y

Determina el valor de las estas funciones en el punto x = —5,

sif(x) =x*>—3ygkx) = Xj(_?’.

a) (F—gkx) b) (f-g)(x) 0 [é](x)
) F-gy=x—3-212 gy =y -3- =22
b) (F- ) = ( 2_3),[x+3]: X 43x7—3x—9
X X
(F - g)(—5) = (=5 +3(=5"—3(=5 -9 _ 44
C) N (X): X2 3 _ X3_3X i (_5 _ (_5)3_3(_5) e
g X3 x+3 9 543
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016 | Teniendo en cuenta que f(x) =V x*> y g(x , halla el valor de las siguientes

funciones en los puntos que se indican. x+1
f

a) (f-g)(—4) b) [](—1)
g

3D (g = 3
X+ 1

No existe (f- g)(—4), porque v/ (—4)° no es real por ser el radicando negativo.

[f] NS (X+1)\/x_5
b) X) = =

g X +3 X243
X+
| f 5 . :
No existe | — |(—1), porque v/ (=1)" no es real por ser el radicando negativo.
g

017 | Determina el valor de la composicién de funciones que se indica en cada apartado,

enx=—4,sifx) =x"yglx) =

X
a) (fog)x) Q) (fof)x)
b) (gof)x) d) (gog)x)
5 25
fo flg(—4) = fl=|= =
a) (fogl(—4) = flg(—4) [4] 16
b) (g oF)(—4) = g(f—4) = g(16) = E

Q (fof)(—4) = f(f(—4) = f(16) = 256

018 | Sif(x) =V2x* yg(x) = x —4, halla el valor de estas funciones en los puntos
que se indican, determlnando primero la composicion de funciones
correspondiente.

a) (fog)(5) b) (gof)(5)

Justifica, a partir de los apartados anteriores, si la composiciéon de funciones
es conmutativa.

a) (fFog) =fg) = flx —4) =\ 2x — 4)°
(Fog)s) =2
b) (gof)l) = glftd) = g(v2x* ) = V' —4

(gof)(5) =250 —4 =510 —4

(f 0 g)(5) # (g o f)(5) — La composicion de funciones no es conmutativa.
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019 | Sif(x)=3x+2ygK) = ——

020

X+1
a) Determinagof,fogygog.

dan la funcién identidad.

3) (go) = glfix)) = gBx + 2 = 22

3xX+3
(fog)(X)zf(g(x))zf[ al ]:3. X _ g 2X*2
X +1 X+ 1 X+ 1
X
X X +1 X
(gogx) = = = —
go g)x) = g(gx) Q[X+]] " N i
X +1

b) y=3x+2—>x:yT_2+f”(x)= =2

. . S 7+ x
Averigua cudl es la funcién inversa de f(x) = .
X

a) Representa las funciones f(x) y f~'(x).
b) Comprueba si sus graficas son simétricas respecto a la recta y = x.

/X —>xy:7+x—>xy—x:7—>x:L—>f‘1(x): !
X y—1 X —1

_—
P s

——,/\\
<y

~

b) Las funciones son simétricas respecto a la recta y = x.

b) Halla las funciones inversas de f(x) y de g(x), y compruebaquefof'yg'og

3
(Fof )= (fxx»:f[X”]:a- =20«
3 3
_)X)/+y:X—)X—Xy:y%X:L—>971(X):
X+ =y 1—=x
X
(g]og)(x)zg%g(x)):g‘[ : ]z Lk S S—
1—x X 41 X+1—x
1—x
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021

[ejeke]

022

[eleke]

Razona si las siguientes graficas pueden corresponder a una funcion.

a) YA
VLA LN
\C VTN /
\ 1
\ \\ \ I’ | X
A ¥
\ | /
\/ \ g
b) YA
A TSN
/T . N
{ I !
\\\ 5 / X
N "
c) YA
\ P
\ /
1/ \
\ d \ .
\ / \ X
\
— \
d) YA
™
N
NN
\ X
\ N
\ ~

a) La gréfica corresponde a una funcién, porque a cada valor de x le corresponde
un unico valor dey.

b) La grafica no corresponde a una funcién, porque a los valores de x situados
entre los vértices de la elipse les corresponden dos valores de y.

C) La gréfica corresponde a una funcion, porque a cada valor de x le corresponde
un unico valor de y.

d) La gréfica no corresponde a una funcion, porque hay valores de x a los que
les corresponden varios valores de y.

Realiza una tabla y representa estas funciones.

a) Cada numero entero lo relacionamos con su nimero de divisores positivos.
b) Cada numero real lo relacionamos con su parte entera.

¢) A cadanumero le hacemos corresponder él mismo menos su valor absoluto.
d) A cadanumero le corresponde el valor 2.



SOLUCIONARIO 7

X —4 -3 -2 —1 1 2 3 4
f(x) 3 2 2 1 0 1 2 2
YA
X
X -2 —-16 1| —1 —04 0 0,7 1 1,5 2
f(x) -2 —2 —1 —1 0 0 1 1 2
YA
RO TR T T/ TR
X
X —2 | =16 -1 —04 0 0,7 1 1,5 2

fx) | —4 | -32| -2 | -08 0 0 0 0 0

YA

>y

f(x) 2 2 2 2 2

YA

Xy
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023

[ejeke]

024

[o}exe]

025

[o}exe]

Alo largo de un dia medimos la longitud, en metros,
de la sombra que proyecta una farola desde el amanecer
hasta que anochece.

Las medidas, tomadas cada dos horas, desde las 6:00 h,
se muestran a continuacion.

0O 25 17 5 2

6 19 32 0
a) ;Crees que las tablas definen una funcion?
b) En caso afirmativo, identifica sus variables.

a) Latabla define una funcién porque a cada hora le corresponde una Unica
longitud de la sombra.

b) La variable independiente x corresponde con la hora del dia y la variable
dependiente y corresponde con la longitud, en metros, de la sombra.

Comprueba si los siguientes puntos estan en los dominios de cada funcién.

a) Lospuntosx=3,x=2yx= —5paralafunciénf(x) = x +1.

b) Los puntosx =3,x=4yx =5 para la funcién f(x) = In (x —4).
3x —6
Xx+2

¢) Lospuntosx=2,x=—2yx=0para lafuncion f(x) =

a) V3+1=2—=>x=3cDomf
N2+ =\/§—>x=2€Domf
NV=5+1=v—4 ¢€R —> x=-5¢Dom f

b) INnB—4)=In(—1)¢R—->x=3¢Domf
IN4—-4)=IN0¢R—->x=4¢Domf
NGE—-—4)=IN1T=0—=x=5cDomf

o) H:O—)x:2eDomf

242

3=2-6 _ 12 ¢R — x=-2¢Domf
—24+2 0

3-0-6 =-3—>x=0¢&Domf

0+2

Estudia si los valores de la ordenada, y, estan incluidos en los recorridos de estas
funciones.

a) Lasordenadasy =3,y =2ey= —5paralafuncién f(x) = v3x —3.

b) Lasordenadasy =0,y =30ey = —3 para la funcion f(x) = x> —5x + 6.
2x —5
Xx+2

1
¢) Lasordenadasy = 1,y:?3ey:—7 para la funcién f(x) =
a) Vi x—-3=3-53%-3=9—>5x=4—>y=3€Imf
V3x—3 :293X—3:4—>x:§—>y:2€lmf

y=—5¢Imf, porque la raiz no puede tomar valores negativos.
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SOLUCIONARIO 7

b) ¥ —5x+6=0—>x=20x=3—y=0€Imf
X —5x+6=30—>x—-5x—24=0—->x=80x=—-3—>y=30€Imf
X —=5%+6=-3-5X—-5x+9=0>A=-11<0
— La ecuacion no tiene soluciones -y = -3 €Imf

Q) X =5 =lo>X-5=x4+2—->x=7->y=1€lmf
X+ 2
20 =E—>12x—30=13x+26—>x=—56—>y=£6|mf
X+ 2 6 6
25 =7 -o5X-5=-/Xx-14o5x==-15y=-7€lmf
X4+ 2

Determina el dominio de estas funciones.

x—3 7 x? x —1
a) f(x) = b) f(x) 3 o fx) I ) f(x) 1 2
a) Domf=R ¢ Domf=R
b) Domf=R — {3} d) Domf=R —{-2,0}

Estudia el dominio de las siguientes funciones.

a) y=+x+3 o y=Vx*—4x+4 e) y=+x*+2x+9
b) ¥ =+2x*+3x —2 d) y=+5—2x f) y=v6+x—x?
a) Domf=[-3,+x)
X =2
b) 2’ +3x—2=0— ]
| 2

Dom f = (—oo, —2) U %, —l—oo]

Q) X —4x+4=0—>x=2

Domf=R
d) Dom f = [—oo, il
2
e) X+ 2x+9=0—->A = —-32<0— Laecuaciéon no tiene soluciones.
Domf=R
f) 6+x—x2=0—>{xz_2
X =3
Dom f=1[-2, 3]
Escribe el dominio de las funciones. 0
a) y=log,(x —4) c y=3" e) y=|n[4
b) y=cos(1 —x) d) y=sen(x —m) -
a) Dom = (4, +) ) Domf= (0, +0) e) Dom f=(—o0,4)
b) Domf=R d) Domf=R
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029 | Analiza el dominio de las siguientes funciones.
XX

a) y=1log,(5+x)
b) y — 23x—6

1

C) y = 5x—2

d y=2—-tgx

3
e) y=

tg

™
x+]
2

a) Dom f= (=5, + )
b) Domf=R
c) Domf=R — {2}

d) Domf:R—{;Jrkﬂ,keZ}

e) Domf:R—i;—i—k;kGZ}

820 Determina el dominio de las funciones.
a) y:\/x+1+\/8—x
b) ,VZ%/X—I—Z -\/x+3
Q y:\/2x—4 N1—x

a) Domf=[-1,8]
b) Dom f=[—3, +0)
¢ Domf=g

031 | Estudia el dominioy el recorrido de las siguientes funciones.
XX

a) y=5—-3
b) y=24++Vx—1
3
Q y=—
X
d y=2-—-4
e) y=\/3—x +\/3+x
f) y= 2
X—2
a) Domf=R d) Domf=R
Imf=R Im f= (—o0, 2)
b) Dom f=1[1, +o0) e) Dom f=[-3,3]
Im f=[2, +0) imf =6, 23]
¢ Domf=R — {0} f) Domf=R — {2}
Imf=R — {0} Imf=R — {0}
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Estudia las caracteristicas de las siguientes funciones.

a)

YA c) YA
|
f\\
N R ! :
N )? - \i )?
v A d) YA
,I \\ 1 1 1
\ 1 ! 1
X : ] T x
)\ I 1T
\ /. /o
| [T /T
a) Domf=R —{0} Imf=R — {0}
La funcién es decreciente en (—oo, 0) U (0, +0).
No existen maximos ni minimos relativos y absolutos.
Es convexa en (—oc, 0) y es concava en (0, ).
La funcion es simétrica respecto del origen de coordenadas.
No hay periodicidad.
b) Domf=R — {0} Imf=R
La funcion es creciente en (—oo, —2) y es decreciente en (—2, 0) U (0, 4-0).
No existen maximos ni minimos relativos y absolutos.
Es convexa en (—o, —2) U (—2,0) y es concava en (0, +0).
La funcién no es simétrica ni periddica.
0 Domf:R—i—L%} mf=R
La funcién es creciente en (—oo, —2) U (2, +o0) y es decreciente
en (=2, —-1HU|-1, El U i 2].
2
Existe un maximo relativo en x = —2 y un minimo relativo en x = 2.
3 3
Es convexa en (—oo, — 1)U |0, 5] yesconcavaen(—1,0U B +00].
La funcion no es simétrica ni periddica.
d) Domf=R —{-15;1; 3,5} Imf=R

La funcién es creciente en (—oo; —1,5) U (—1,5; —=0,5) U (0,5; 1) U (1; 3,5) U (3,5; 4,5)
y es decreciente en (—0,5; 0,5) U (4,5; +o0).

Maximo relativo en x = —0,5y en x = 4,5 y minimo relativo en x = 0,5.
Es concavaen (—oo; —1,5) U (0, 1) U (1; 3,5) y es convexa en (—0,5; 0) U (3,5; 5).

La funcion no es simétrica ni periddica.

315



Funciones

033 | Considera la funcion que relaciona el tiempo, en dias, con la superficie visible
°®" | delaLuna.
a) ;Esunafuncion periddica?
b) En caso afirmativo, indica el periodo.
a) Al depender la superficie visible de las fases en la rotacion de la Luna alrededor
de la Tierra, la funcion es periddica.
b) El periodo es de 28 dfas.
034 | Estudia las simetrias de la funcion.
e o
fix) = x> —3x
f(—x) = (—x)> =3(—x) = —x* + 3x = —f(x) = La funcién es simétrica respecto
del origen de coordenadas.
035 | Dada la grafica de la funcion y = x*:
[CX X6
YA
\ /
1
X
representa estas funciones.
a) y=(x—2) Q y=Kx+3)
b) y=x>+3 d y=x>—4
a) YA C) YA
T LRI Y (I WY
\ \ [/ / \ \/ /
\ \ [/ [ \ ( /
\ \ / \ /I\ /
N / |\ 7\ . A\ / N / N
y=tx=27 X [ X
b) YA d) YA
\ 1 [
\ Ll
VAR NP AR N/ R
'\ / v
NS / \ / X
\ \ /
1 \ [
' \ /
\ / . Lo,
X N[

316



SOLUCIONARIO 7

036 | A partir de la siguiente funcién:
[ X Je
YA
1
fx) = —
5 \\ R
\| s X
obtén la grafica de estas funciones.
12 12 . 12 . 12
a) glx) = b) hix) = Q ix)=—+1 d jix)=——
X —2 x+4 X X
a) YA
U
g(x)
5 N\
X
NN\
f(x)
\
b) YA
A
fx)
HEEENEA NANEEED
X
NN
h() '\
L0
C) YA
\:
)
5 N
N
FAVAY
vy ‘
d) YA
[T\
f(x)
vV 5 N
X
™N /]
J60)
\1/
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I Y A
037 | Conla gréfica de esta funcion:
f(x) = x> — 2x \ 1 /
X
representa graficamente las siguientes funciones.
a) fix—2) b) —f(x) o fix+1) d) f(x) + 2
Razona cédmo lo haces y calcula su expresion algebraica.
a) YA
\ [\ ]
fool\ L[\ [ 1]
\L\ Y
N fkr2 fix—2)=Kx—2"4+2x—2)=x—2
\ %t/ X =2 =K—=2"+2—-2)=x"— 2
X
b) YA
\ /
f(x)
\ 1/
. ) =—x"—2x
JARBA X
=)
/ \
Q) YA
\ |
\\ JL ]
\[\ /
5 fx+1) =K+ 1742+ 1) =x"+4x+3
et I\ /
X
d) YA
\\ /
\ [0
\ /
\ / fx) + 2 P2+ 2
fﬂ+7\ 1/ X)+2=x+2x+
X

318



SOLUCIONARIO 7

|
038 | A partir de cada gréfica, dibuja la gréfica de las funciones que se indican.
[ X Je
a) fl—=x)y —f(x) YA
N f
AN /
N2 /
N |/
N/ _
X
b) gix) +1yglx) —3 YA
g(x) |
|
| AA\
\ .
\\ / 1 X
¢ hix+1)yhix—2) vA
— 1 /
X
/!
h(x)
a) YA
NN\ /.
NN\ /W
f( 2
N /
N X
=) A N
)4 N
b) YA
g A) T 1
1 J1 1\
—- +—+ =
LN e X
LA\
L1 g( ) L
T\ [/ gx) =13
|
Q) YA
} /
hix +1 , /|
X
/’/’/ N Al =)
/T
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039 | La grafica pertenece ala funcién y = 3 y A
[cXoXe)] X \
y N
— X
Construye a partir de ella la grafica de las
funciones. \
2 2
a) y= +3 qy= —1
Y X —1 X+ 2
2 2
b) y=2— dy=-1-
Y x—3 x+1
a) YA Q) YA
\ UL DR
\ Y=
y= -\ X
\ XH2 I —— .
) — X
X
2 5
il y= - \\
x \ X —
b) YA d) YA
| 2 I 2
| L1 [2 y=r ] Al
Y =27 ; e X
\ : Y
fpmmn e [ X
B 2 | X
y=— |
TN I
] 8
040 Dada la funcion f(x) = —, determina la expresién algebraica de estas funciones
°®" | y represéntalas. X
a) f(x—3) b) f(x)+3 c) f(—x) d) —f(x)
8) fix—3=—° b) f)+3=2 43
X—3 X
YA YA
1
\ : fX — ) \ f )+ 3
! \
o) ; \\“ \\
- Y Nl E -
\ 1
IV X
YOI £3)
1L



SOLUCIONARIO 7

g fln=-2 &) —f) = -2
X X
YA YA
[ |
T\ T\
foo \ T feo VT[T
! |

041 | Dadas las funciones:

@0

f)=~+x+2 gx) = 3

x? —1
calcula.
a) F+9BG) o e (f-HR g g—HB [%](—2)
b) (F—9)3 []F f) 9+ h) F+F-90) ) FQ
D (F+90=Vx+2 +— F+ 9)5 J_+é
S (-9 =5-=
9 (g = 25 90 = -2
2_
" [i]():(x DX +2 [i](—z):o
g 3 g
&) (F-F)=x+2 (- )2
f) (g+hHx) = 23 1+\/X+2 (g+HE) =—+7
X —
3
— ) = _Jx+2 nE) = > -5
9) (g—1X P L (9— 2
W (F4 g0 =x 12 + 2 (f-g)0) =—2v2
. g 3
) L= —
[f] (2 =1 x+2

[%](—2) no es real, porque el denominador de una fraccién no puede serigual a 0.

) = x 42 ()2 = 4
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Funciones

042 | Calcula el dominio de las funciones.

fx)=vx*—4 g(x) = V25 —x?

Utiliza el resultado para calcular el dominio de las siguientes funciones.

2 (F+9) o [l
g
9

b) (F- ) @ 2|

Dom = (—o0, —=2] U [2, + o0)
Dom g =[-5, 5]

a) Dom (f+g)=1[-5 -21U[2 5]
b) Dom (f-g) =[5, —-21U[2,5]

c¢) Dom [f] = (=5, =-2lU[2, 5)
g

d) Dom [f] —[=5 -2 U, 5]

043 | Dadas las funciones:
[cXoXe)]

mx) =+Vx*>—4 nx)=x+6 p(x) = x—1
X +1
define las siguientes funciones y determina sus dominios.
a) (m+n)x) 9 [”](x)
m
b) (n+p)x) d) (m-n+p)x)

a) Mm+nx)=vx"—4 +x+6
Dom (m + n) = (—oo, —2] U [2, +0)

X —1
X 41
Dom(n+p) =R —{-1}

0 [”](x) __X*0

b) n+p)x)=x+6+

m Vx’—4
Dom [n]:(—oo, —2)U (2, +0)
m
&) (m-n+p)) =X —4-(x+6)+ X:]
X

Dom (m-n+ p) = (—oo, —2] U [2, +)
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SOLUCIONARIO 7

044 | Dadas las funciones:

@00

fx) =2 glx) =x? h(x) = —

calcula las composiciones de funciones.

a) fog d) gof
b) goh e) hog
c) hof f) foh

Determina el valor de cada funcién para x = 3.

2

a) (fog)x)=flglx) =flx’)=2"
(fog)3) =512

b) (gohx) = glhx) = g[i] 1

1
Oh?):—
(gohB) 5

0 (hof)x) = h(f(x) = h2") = —
(hof3) =~

8

d) (gof)x) = g(f(x)) = g2*) = 2*
(gof)(3) =64

e) (hog)x) = h(g(x) = h(x*) = —

1
hO 3:—
(hog)3) 5

D (Foh) = (h(x)):f[%]zp
(FonB3) =<2

045 | Comprueba con las funciones f(x) = v x + 1 y g(x) = 3x — 2 que la composicion
eeo . . ..
de funciones no es conmutativa. Calcula el dominiodefogydegof.

(Fog)lx)=f(glx) =f3x —2) =V3x —1

Go ) = gif) = gWx+1) =3Jx+1-2

(fog)x) # (gof)(x) > La composicion de funciones no es conmutativa.
1

—, +oo

.

Dom (gof)=I[-1,+4)

Dom (f o g) =
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Funciones

046 | Explica de qué manera hay que componer las funciones:

=4 g=Sch1 A=
X

para obtener las siguientes funciones.

a) mx) =5Vx"+4 +1 b) n(x)=25x+6 o plx)= X+

X+ 1
3) (gof)0) = gf) = g(Vx* + 4 ) =5Yx + 4 +1=m)

gbx +1)=56x+1)4+1=25x+6 = n(x)

2 10 X411
X+ 1 X+1 X +1

b) (gog)x) = glgx)
0 (goh)x) = gh(x)

047 | Determinafof~'yf~" ofen los pares de funciones para comprobar
°®” | sison inversas o no.

a) fx)=3x—1y f“(x):;x+1

1]*
2

o flx)=2"y f'(x) =log, x

b) fx)=2"y f'(x) =

d) f(x) =senxy f~'(x) =arcsenx
e) f)=x>+2y f'x)=vx—2
3 (Fof )0 = fF () = f[;x + 1] - 3[;x + 1]— 1= x+2
(000 =00 = (30 =1) = SBr =1+ 1= x+

Las funciones no son inversas.

b) (Fof ")) =ff(x) = f[{;] ] = 2[?]
,
(FrofM) =1(f) =29 = []

Las funciones no son inversas.

Q (Fof X =ff'(x) = flog, x) = e x — x
(Fof)x) = (f(x) = '2") = log, 2" = x
Las funciones son inversas.

d) (f of ) (x) = f(f'(x)) = flarc sen x) = sen (arc sen x) = x
(F o)) = Ff(x) = (sen x) = arc sen (sen x) = x
Las funciones son inversas.

& (Fof NN =ff0)=Ff(Vx—2)=x—2+2=x
(Fof)o) =) =F 0+ =Jx’+2—-2 = x

Las funciones son inversas.
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048

Calcula la funcion inversa de cada funcidn.

a) y=2x+5
3—X
b) y=
Y 2
¢ y=32x-3

SOLUCIONARIO 7

Comprueba que sus graficas son simétricas respecto a la bisectriz

del primer cuadrante.

a) y:2x+5ax:yT_5—>f](x):

YA

/ .

YN
\
<y

—H
I

\\
A\
Ly

3—Xx

YA

<y

YA
I
. TX}__
oo A =
[ X
]
|
. I

X—5
2

= x=3-2y=>1"x)=3—-2
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Funciones

I
049 | Dada la grafica de la funcién y = x°:
[C1oXe]
Y A
[,
|
/
4 .
/ X
[
|
I
dibuja la gréfica de su funcién inversa.
YA
%
/
] —T
-~ X
fol(x |
L
050 | Dibuja las funciones inversas.
[o3e}e]
a) vy A
y=1n( 3
X
b) y A
|
/
T y=142
—/1.
X
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SOLUCIONARIO 7

c) y A
] ]
et -
X
1+ loa
T J
Y
2
d) y A
; y=2x—1
X
a) YA
/700
o} p—
L—T"|
X
7(X)
b) YA
f(x)
//
~
X
£+17
)
Q) YA
1 =T
X
f}\)
d) YA
)
1
X
FaSaNiVAY
=)
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Funciones

051 | Dibuja funciones que cumplan estas propiedades.

[ejeke]

a) Sudominioy su recorrido son R.
b) Sudominioes R —{1}.

c) Escrecientey sudominioes R —{—1, 2}.
d) Eslogaritmicay su dominio es (3, +).

e) Eslogaritmicay sudominio es (—c0, —2).

f) Esexponencial y sudominio es R —{0}.

Respuesta abierta.

a) YA d) YA
[
|
/
1 1 —
X X
|
| Fl)
|
b) YA e) YA
f{x)
1 o0 1
== X X
Q) YA f) YA
/
\\I/ f( )
7 1 74 _ .
£ >
X ~+ >
\
(

052 | En una vivienda pagan 10 euros de gasto fijo y 0,50 euros por cada kilovatio
°®” | consumido a la empresa que les suministra electricidad.

a) Obtén una expresion de la relacion que existe entre el consumo y el precio
y represéntala.

b) Sia esta cantidad hay que aumentarle el 16 % de IVA, ;como serd la ecuacion?
{Qué variacion sufre la grafica?
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00

054

oo

SOLUCIONARIO 7

a) fix)=1040,5x

YA

@

<y

b) glx)=(10+05x)-1,16 =116+ 0,58x

YA

P

gl

\

\
-
=

Q

>y

La gréfica es otra recta con mayor pendiente que la primera.

Halla el dominio de las funciones del tipo f(x) = siendo n un numero natural.

1
Ux’
Sinesimpar:Dom f=R — {0}

Sines par: Dom f= (0, +o0)

El manual de usuario de un vehiculo afirma que el ruido producido por el motor
sigue aproximadamente la férmula:

r=at’>+28t+8

donde t es el niUmero de anos
de antigliedad del vehiculo;
a es un numero fijo, que

se denomina coeficiente

de atenuacion, y res el nivel
de ruido, medido

en decibelios.

La semana pasada llevé mi vehiculo a pasar la revisién de los cuatro aflos y en el
informe figura que la medicién fue de 27 decibelios. ;Cual es el coeficiente de
atenuacién? ;Cudantos decibelios producird a los ocho anos?

27=0-4+28-4+8—>16a=78—a=04875
A los ocho afos producird: r = 04875 - 8° + 2,8 - 8 + 8 = 61,6 decibelios
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055 | En una circunferencia de 5 cm de radio

eeo

se inscribe un rectangulo de lado x.

a) Expresa el drea en funcion de x. ;Cual es su dominio?

b) Realiza un tanteo para determinar el maximo valor

gue puede tomar esa funcion. ;Cuanto mediran
los lados del rectangulo en ese caso? ;Qué tanto

por ciento de la superficie del circulo ocupa
el rectangulo?

a) Por el teorema de Pitdgoras; 10° = b* 4+ x* = b = 100 — X

N

10

NS

El drea del rectdngulo viene dada por la funcién: fix) = xv' 100 — x*
b) Al ser x la medida de un lado, el dominio de la funcién es: Dom f= [0, 10]

X

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

f(x)

0

9,95

19,59

28,62

36,66

43,3

48

49,98

48

39,23

El maximo valor del drea es, aproximadamente, 49,98 cm? En ese caso,
el lado x mide 7 cm. Asi, el otro lado mide: b = V51 = 7,14 cm

El 4rea del circulo mide: A = wr? = 78,53 cm?

de la superficie del circulo.

056 | Considera los triangulos cuya superficie mide S.

®eo

= 0,6364, el area del rectangulo ocupa el 63,64 %

a) Escribe la expresion algebraica que relaciona la base en funcién de la altura
en estos triangulos.

b) ;Cudl es la funcion que relaciona la altura en funcién de la base?
c) Representa ambas funciones.

Las dos gréficas son iguales.




057

058

059

SOLUCIONARIO 7

PARA FINALIZAR...

Sean las funciones f(x) = % y g(x) = i.

Comprueba que se cumple que [g(x)]* — [f(x)]* = 1.

2 2
eX 4 e e¥—e™* eX e X422 eX4e -2
g —[fx) = — = —
2 2 4 4
_2+2 ]
4
Calcula las funciones inversas de:
y= eX —e™ e te
2 2
ef—e™ ]
y=——- 2y — -
2 e
Siz=-e"

| 2
2y:z—i—>zz—2yz—1:O+z:2yi 4y 4 —Se=y+y +1
z

2
Por tanto, las funciones inversas son de la forma: y = In (X + x4 )

eyzln(x—\/x2+1).

Siz=e"

2_
2y:z+i—>zz—2yz+1:O—>z:2yi“jy 4 e =yEy -1
z

Por tanto, las funciones inversas son de la forma: y = In (x +Vx? =1 )

ey:In(X—\/X2—1>.

Si la funcion definida por f(x) =

jcuanto vale ¢?

X 3 conx # —%, verifica que f[f(x)] = x,

cx
C.
2x+3 2
f(f(X)):f[ X ]: + = cx =X = ’x = 2cx* 4+ 6x7 4+ X
2% +3 X 2cx +6x+9
2-——+3
2X+3
267 4\ 4x* + 24x° + 36x°
S X =2 =6 - =0—>Cc=
2X
=XxEVXPH+6X+9 =xEJK+3)? =x+Kx+3)
2
Sic= 43 M= 23X
2% +3
Sic=—3 flx) = —
2X+3

331



Funciones

060 | En un cuadrado de 16 cm de lado se suprime, de cada esquina, un triangulo
rectangulo e isdsceles de cateto x. Expresa el drea y el perimetro del poligono
resultante en funcién de x. ;Cudl es su dominio? ;Y su recorrido?

16
2

Fl drea de la figura viene dada por la funcion: f(x) = 16° — 4 - X? = 256 — 2x*

La hipotenusa de los tridngulos mide: @ = x> + x* — a = v/ 2x

El perimetro de la figura viene dado por la funcién:

g00) = 4N 2x + 4016 — 2 = (4v2 — 8)x + 64

Y Y %
f(x)

T\9k
50 1
————+— ————t—> T
2 X 10+
——————
+10 X
Dom £ =0, 8v/2] Dom g =0, 8v2 + 16
Im = [0, 256] Im g = [0, 64]

061 | Un grupo de alumnos de 1.° Bachillerato pide presupuesto en dos agencias de viajes
para realizar una excursion.

La primera agencia les hace la siguiente propuesta.

Si el nimero de alumnos que va a la excursion es 40 o menos, les cobrard 200 €
por alumno.

Si el nUmero de alumnos es superior a 40 le descontard un 10 % a cada uno
de los alumnos que se inscriba.

La oferta de la segunda agencia es:

Si completan un autobus, con capacidad para 60 personas, el precio sera de 150 €
por persona. Si alguno de los autobuses no esta completo, se incrementara el
precio en un 1% por cada persona que falte para completarlo.

{Qué agencia les conviene mas?
Un descuento del 10 % en el precio de 200 € significa un precio de: 200-0,9 = 180 €
Asi, la funcion que representa la propuesta de la primera agencia es:

200x si 0< x <40
f(x) = .
180x si x> 40
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SOLUCIONARIO 7

Elincremento de un 1% por cada persona que falte significa que el precio sera:
60 — x

150-[1—|— ]X:150X—|—1,5(60X—X2)224OX—1,5X2

La funcion que representa la propuesta de la sequnda agencia es:

() = 240x —1,5x% si 0< x <60
150x si x> 60

Los puntos de interseccion de ambas funciones son:

« Si0 < x <40 — 200x = 240x —1,5%" = 1,5 —40x = 0 — 80

-Si4O<X<6O—>180X:240)(—1,5)(2—>1,5x2—6OX:O—>{j:i

¢ Six>60—180x=150x—>x=0

Por tanto, la primera agencia resulta mas conveniente si el nimero de alumnos
es menor o igual a 26. A partir de 27 alumnos, es mas econémica la segunda
agencia.

Una farola tiene 7 m de altura.

En su base hay una persona

de 1,80 m de altura que empieza
a andar en linea recta, alejandose
de la farola a una velocidad

de 2 m/s. 180 m
Al cabo de 10 segundos, jcudl

serd la longitud de su sombra?

7m

2

Halla una funcién que exprese la
longitud de la sombra en funcion
del tiempo, t, que se camina.

Al cabo de 10 segundos, la persona ha recorrido 20 m.
q

7m

20m S

Como la farola y la persona forman dngulos rectos con el suelo, sus alturas determinan
dos lados paralelos de tridngulos que se encuentran en posicion de Tales.

7 20 1,8-20
=" 5s=-"—

L = =514m
1,8 S
La funcidn que expresa la longitud de la sombra en funcién del tiempo es:
) = 182t _ 3,6t
7 7
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Funaones elementales

El darbol de la ciencia

Al decir Andrés [estudiante de medicina] que la vida, segin su profe-
sor Letamendi, es una funcion indeterminada entre la energia indivi-
dual y el cosmos, y que esta funcion no puede ser mas que suma, res-
ta, multiplicacion y division, y que no pudiendo ser suma, ni resta, ni
division, tiene que ser multiplicacion, uno de los amigos de Saitudo
[estudiante de ingenieria] se echo a reir.

—iPor qué se rie usted? —le preguntd Andrés sorprendido.

—Porque en todo eso que dice usted hay una porcién de sofismas y de
falsedades. Primeramente hay muchas mas funciones matematicas
que sumar, restar, multiplicar y dividir.

—iCuales?

—Elevar a potencia, extraer raices... Después, aunque no hubiera mas
que cuatro funciones matematicas primitivas, es absurdo pensar que
en el conflicto de estos dos elementos, la energia de la vida y el cos-
mos, uno de ellos, por lo menos, heterogéneo y complicado, porque
no haya suma, ni resta, ni division, ha de haber multiplicacion. Ade-
mas, serfa necesario demostrar por qué no puede haber suma, por qué
no puede haber resta y por qué no puede haber division. Después ha-
bria que demostrar por qué no puede haber dos o tres funciones si-
multaneas. No basta decirlo.

—Pero eso lo da el razonamiento.

—No, no; perdone usted —replico el estudiante—. Por ejemplo, entre
esa mujer y yo puede haber varias funciones matematicas: suma, si
hacemos los dos una misma cosa ayudandonos; resta, si ella quiere
una cosa y yo la contraria y vence uno de los dos contra el otro; multi-
plicacion, si tenemos un hijo, y division si yo la corto en pedazos a
ella o ella a mi.

—Eso es una broma —dijo Andrés.

—Claro que es una broma —replico el estudiante—, una broma por el es-
tilo de las de su profesor; pero que tiende a una verdad, y es que entre
la fuerza de la vida y el cosmos hay un infinito de funciones distintas:
sumas, restas, multiplicaciones, de todo, y que ademas es muy posible
que existan otras funciones que no tengan expresion matematica.

Pio BaroJA

Existen algunas proteinas de gran tamano a las que se les
pueden unir hormonas para modificar YA
su funcion en el cuerpo humano.

Este mecanismo estd regulado
por la férmula

10kx
B 1+ kx '

siendo y la concentracién
de hormonas unidas,

la concentracién total de hormonas y k una constante.
Representa esta funcion para k = 1.




001

002

003

004

001

SOLUCIONARIO

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA
Calcula la pendiente de la recta que pasa por los puntos A(2, 1) y B(—2, 3).

m=——
2

Dibuja sobre unos ejes de coordenadas algunas parabolas que tengan como vértice
el punto (0, 1).
YA

Respuesta abierta. ‘

<

Dibuja, sobre unos ejes de coordenadas, una hipérbola de vértices (1, 1) y (—1, —1)
y con asintotasy =0y x=0.

YA

Respuesta abierta.

<y

Calcula las siguientes razones trigonométricas.

) sen 3T b) cos am ) tg 3T d) sen 10m ) cos o f) tg >
a — - C - - e — -
4 3 2 6 4

37 \/E 3 , O \/3
a) sen — = —— C) g — no existe. e) (0§ — = ——
4 2 2 4 2
4 1 5
b) cos - = —— d) sen 10m _ ——\E f) 19 2 no existe.
3 2 6 2 2
ACTIVIDADES

Representa, sobre los mismos ejes de coordenadas, las funciones y = 3x — 1
e y = 5x + 4. Halla el punto comun a las dos gréficas.

YA
|
1/ > El punto de interseccion es:
1/ 2]
/ 2" 2
/
[
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Funciones elementales

002 | Dibuja todos los tipos de rectas que conoces y encuentra aquellos que no
corresponden a una funcion. Escribe sus ecuaciones.

Respuesta abierta.

YA
a pd (1 y=4esuna funcién constante.
> ) 3 3 o
P @ y= ZX Y es una funcion afin.
¥ X 3 y= —3xesuna funcién lineal.
2 4 i ot
j) @ d @® x=4noesuna funcién.
L
003 | Representa graficamente las siguientes funciones cuadraticas.
a) y=-3x"—x—1 b) y=x"+2x—2
1 11
a) V———— b) V(—1,-3)
[ 6 12 ]
YA YA
/ * \ /
\ i
\ -
II \ / X
| |
I |
L

004 | Representa en el intervalo [—1, 1], con una escala que sea lo suficientemente grande,
las funciones.

fix) =x f(x) = x? fix) =x3 f(x) = x*
Describe sus propiedades.

YA

<V

En todas las funciones, el dominio es R y el punto de corte con los ejes es el origen
de coordenadas.

Las funciones de exponente par son decrecientes para los valores negativos de x,
son crecientes para los valores positivos, tienen un méaximo absoluto en x = 0

y son simétricas respecto del eje de ordenadas.

Las funciones de exponente impar son crecientes, no tienen maximos ni minimos
y son simétricas respecto del origen de coordenadas.
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SOLUCIONARIO

Representa graficamente las siguientes funciones de proporcionalidad inversa.

3 1
a) Yy=— b) y=——
X 2x
a) YA
|
. N
——— "
N\
\
b) YA
/ =
/ X

Representa estas funciones racionales, y relaciénalas con las funciones
de proporcionalidad inversa.

1 1
a) Y= b) y=—
X+2 x?
a) YA b) Y
I
j
- - — — l >
- X X
Es una traslacion horizontal de la Es el producto por si misma de la
funcién de proporcionalidad inversa: funcion de proporcionalidad inversa:

0= Sfx+2= F00 = —- =5 00 flx) = ——
X X+ 2 X x?

Halla el dominio de las funciones con radicales.

a) fx)=3Yx*—4 b) g(x) = x*—36

a) Domf=R
b) Dom g = (—o0, —6] U [6, +0)
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008 | Representa graficamente estas funciones.

a) f(x)=x+2 c) h()=3/x—1
b) gX) = x—4 d) i) =3x+2

a) YA o) YA

x<Vy

<y

<y

<V

009 | Razona, sin hacer la gréfica, si las siguientes funciones son crecientes
o decrecientes.

a) flx)=1,2"
2 X

b) g(x) = [;]

c) h(x)=0,8"

d i =(3)

a) 1,2>1— fx) es creciente.

b) 2 < 1 — g(x) es decreciente.
3

c) 08 < 1 — hx) es decreciente.

d) 3 >1—=i(x) es creciente.

010 | Representa graficamente estas funciones.

4 X
a) y=-—-2" ) y=[?] e) y=-27"
b) y=27* d) y=0,1 fy y=23
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SOLUCIONARIO

a) YA d) YA
X
\
\
\ " .
\ X
b) YA e) YA
\ 1' .
\ - X
X |
C) YA f) YA
/
/l
/
o) A 9) o
=g L~
X X

011 | Razona, sin hacer la grafica, si las siguientes funciones son crecientes o decrecientes.

a) f(x) =log;,x o) h(x) =log, x e) j(x) =log s x

b) g(x) =log,x d) i(x) =loggs x f) k(x) =logs, x

3

a) 1,2>1— f(x) es creciente.
b) % < 1 - gx) es decreciente.

c) 7>1— h(x) es creciente.
d) 0,8 <1 —i(x) esdecreciente.
e) V3 >1- ) es creciente.

f) 8,2 >1— k(x) es creciente.

012 | Representa graficamente estas funciones.

a) y=—log,x c) y =log.x e y = —log, (=x)

3

X
b) y=log,(—x) d) y=logg; x f) y = log, [;]
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a) Y4 d) YA
1 1
X ~= X
T~
b) X e) YA
T~
1 % X
//
Q) YA f) YA
/
/
/ 1 "
1 / — >
= / X
1 I )4
/ /
|

013 | Describe las caracteristicas de estas funciones.

a) fx)=sen(x—1)
b) g(x) =(senx) — 1

a) Domf=R Imf=[-1,1]

La funcién es periddica, de periodo 2w radianes. No es simétrica.

3
Presenta maximos en x = 1+ — + 2k y minimosen x =1+ SA 2k,
) 2 2
siendo k € Z.

b) Domg=R Img=[-2,0]

La funcion es periddica, de periodo 27 radianes. No es simétrica.

3
Presenta maximos en X = — + 2k y minimos en X = Ty 2km,
. 2 2
siendo k € Z.

014 | Representa las funciones y di qué observas.

a) f(x) = sen

X+E] b) g(x):c05[x_1]
2 2

340



015

016

017

SOLUCIONARIO

flx) = sen[x + %] = COS X

Describe las caracteristicas de estas funciones.
™
a) flx)=tg [X —?] b) gx)=tg (x+ 1)

a) Domf=R — {kr, k € Z} Imf=R
La funcion es periédica, de periodo w radianes.
Es siempre creciente y simétrica respecto del origen de coordenadas.

b) Domg:R—i%—H-kﬁ,kEZ} Img=R

La funcion es periddica, de periodo « radianes.
Es siempre creciente y no es simétrica.

Representa las funciones inversas.
iy
a) f(x) = arc cos [x + ?] b) g(x) = arcsen (x —x)

a) Y b)

N

Representa graficamente esta funcion definida a trozos.
4 si x<-=-2 YA
fxX) = 1x? si —2 <x <1
1T si x>1

Describe sus principales caracteristicas. \4

>y

Domf=R Im f=10, 4]

La funcidn es continua, no es periddica
ni simétrica.

Es decreciente en (—2,0) y es creciente en (0, 1). Tiene un minimo absoluto en x = 0.
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018 | En un contrato mensual de telefonia movil se factura a 0,12 € por minuto.
Si el consumo no llega a 9 €, entonces se abona esa cantidad.

a) Halla la expresién de la funcion que relaciona el consumo, en minutos,
y el importe de la factura mensual, en euros.

b) Representa la funcién.
a) 9 si 0<x<76

912 si 76 < x<77
(9,24 si 77 <x<78

fx) = .
936 si /8<x<79
9,38 si 79<x<80
b) YA
'\/”): )ii
"%j)r
v 5 6 7. 70 )7

019 | El servicio de correos cobra 0,30 € por los primeros 25 g de envio y, a partir de esa
cantidad, cobra 0,20 € por cada 25 g (o fraccion) de peso extra. Representa la grafica
del coste del envio de cartas hasta 150 g.

YA
130 | b
‘!: 0O J\
0,90
0,70
0,50
30
-
)5 )V(
L
020 | Lafuncién que asocia a cada niumero su parte decimal es:
fix) =x —[x]

Representa la funcién y analiza sus propiedades.

Dom f=R Imf=1[0, 1) £

La funcion no es continua. Todos los ndimeros
enteros son puntos de discontinuidad
inevitable de salto finito.

<y

Es periddica, de perfodo 1. No es simétrica.

Es creciente en (k, k + 1), siendo k € Z.
No tiene maximos ni minimos.
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@00

022

o0

y afines.
) y=2=2
° 3
b) y=—x+4
) Y lx+1
c 2
d y=—2x
a) YA
X
|
~
b) YA
X

SOLUCIONARIO

Representa, sin hacer las tablas de valores correspondientes, las funciones lineales

YA

=<V

YA

<y

Escribe la expresién algebraica de las funciones representadas,

y calcula su pendiente y su ordenada en el origen.

ry=x+?2
Sy=-—-3x—2
2
Ly=——"x
uy=—x—1

Y
~
S r
\\ \
N
]\\_ - : X
% ™
| N
m=— n=-2
2
m=-—— n=0
3
1
3
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Funciones elementales

023

[ejeke]

024

[o}exe]

025
[ JORe]

Representa las funciones en los mismos ejes de coordenadas, y relaciona la abertura
de las ramas de cada parabola con el coeficiente de x°.

1 1
a) ,V:X2 b) y=;x2 <) y:2x2 d) y:zx2

La abertura es menor cuando el coeficiente es mayor.

Halla los vértices y los puntos de corte con los ejes de las siguientes parabolas.

a) f)=x>—2x+2 b) glx) = —2x* +x—1 ) h(x) = —x*—2

No tiene puntos de corte con el eje X. Punto de corte con el eje Y: (0, —1)
) V0,-2)

No tiene puntos de corte con el eje X. Punto de corte con el eje Y: (0, —2)

Haz la representacion gréfica de las siguientes funciones cuadraticas,
indicando el vértice y los cortes con los ejes.

a) V(1,-9) y
Puntos de corte con el eje X: (—2,0) y (4, 0) &
+—t—t+—+— t —t—t——t—t>
Punto de corte con el eje Y: (0, —8) 1 X



026

@20

Puntos de corte con el eje X: (0,0) y (3, 0)

Punto de corte con el eje Y: (0, 0)

V(—2,0)
Punto de corte con el eje X: (—2,0)

Punto de corte con el eje Y: (0, 4)

4 8

Puntos de corte con el eje X: (—2,0) y [%O]

Punto de corte con el eje Y: (0, —2)

SOLUCIONARIO

YA
\ X
/ \
|
l
YA
\ |
\ /
\
\
;
Y
| |
|
\
1]
/ >
\ X

Representa la funcién y = x?y, a partir de ella, dibuja las graficas
de estas funciones polinédmicas.

a) y=x—2)°
b) y=x*+3
Q) y=(x+3)
d) y=x>—4

{Qué relacién guardan las graficas de las ultimas cuatro funciones con la gréfica

de la primera?

a)

YA
\ [ [ 1]
\[ [\ [ 1]
\ [
\ /I 1/
X

La funcion se traslada horizontalmente 2 unidades a la derecha.
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—

—]

T—
—~——

X

La funcién se traslada verticalmente 3 unidades hacia arriba.

Q) YA

—
—
—
—]
T—
s

<V

La funcion se traslada horizontalmente 3 unidades a la izquierda.

d) YA

—

”
—
T~

~
~—

<y

La funcién se traslada verticalmente 4 unidades hacia abajo.

027 | Haz la gréfica de la funcion f(x) = x* 4+ 2x. Obtén la expresion algebraica
°®" | de las siguientes funciones y represéntalas.

a) flx—2) o fix+1)
b) f(x) —4 d) f(x)+2

{Hay alguna relacién entre estas gréficas?

a) fix—2)=Kx—2°"42Kx—2)=x*—2x

YA
\
\ N
\ T
N R =)
X
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SOLUCIONARIO

b) flx) —4=x"4+2x—4
YA

)

<V

O fix+N=K+17+2x+1)=x+4x+3

YA
\\ /1]
\[\ /
e+ D\ L\ /
| )=(
d) f)+2=x"42x+2
YA
\ I
\\ /]l
\ |
\ /
\ A
f(x) 4+ 2
\NA/
| )=(

028 | Considera las siguientes funciones.
[eXo%e]
fX) =x*—2x+1 gix) = (x —1)? h(x) = 3x

Calcula la expresién algebraica de la funcion que se indica en cada apartado,
y represéntala graficamente.

a) f(—x) q g(—x) e) h(—x)
b) —f(x) d) —gx) f) —h(x)
a) (=)= (=x?—=2(—x)+1=x>+2x+1
YA

\ |

\ [ (=)

\ /

\ /
-
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)

/
/

I

\
\
\

YA

\
\
\

—~
Q T —

<y

QA g—x)=(—x— 1P =x"+2x+1

>y

YA
X
/ \
—glx)
i \
| \
1 \
e) h(—=x) =3(—x) = —3x
YA
\
\ X
h(=x)
\
f) —h(kx) = —3x
YA
\
\ X
—h(x)
\




029

@eeo

SOLUCIONARIO

Construye la tabla de valores y dibuja la grafica de las funciones.
a) y=x+2x*+3
b) y=—x*+6x+1

Al x | —25| =2 | =15] =1 | 05| o 1 2
fo |[-0125] 3 |4125| 4 [3375] 3 6 19
YA
/
[l 1y
f >
’ X
)l x | =3 | =2 | —1 0 1 2 3
foo| 10 | =3 | -4 | 1 6 5 | —s
YA
|
|
| |
1P I
| >
| X
|

030 | Halla los puntos donde cortan las siguientes funciones polinémicas al eje X.
o200
a) y=3x+9 d) y=8x*+ 10x —3
b) y=—2x+5 e) y=2+x+3
Q y=6x"+17x—3
a) x=-3 d)x:i,x:—i
4 2
5
b) x = E e) No tiene puntos de corte.
1
Q x=-3,x=—
6
031 | Halla los puntos donde estas funciones cortan al eje X.
o0
a) y=Kx—-"1k+2) b) y=(@x—1)’ 0 y=K—-2)Kx+3)2x+1)
1
a) x=1,x==-2 b) x=— Q) X=2x=-3X=——
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032

eeo

Representa las siguientes funciones polinémicas, indicando los puntos de corte

con los ejes.

a) y=4x"+4x+1
b) y=x*—x*—9x+9

d) y=x*—2x*—7x —4
e) y=x—2x>—2x —3

Q y=2¢—-9°+x+12

a)

1
Punto de corte con el eje X: [_E O]

Punto de corte con el eje Y: (0, 1)

Puntos de corte con el eje X:

(=3,0,(1,00y (3,0

Punto de corte con el eje Y: (0, 9)

Puntos de corte con el eje X:

3
_ 0
( 1,0),[2 ]y(4,0)

Punto de corte con el eje Y: (0, 12)

Puntos de corte con el eje X: (—1,0) y (4, 0)

Punto de corte con el eje Y: (0, 4)

Punto de corte con el eje X: (3, 0)

Punto de corte con el eje Y: (0, —3)

YA
| |
11 1]
1 1]
\
\
-
YA
|
lls
\ I’ "
\/ X
YA
|
I I
o) \ .
\ X
| /
|
I
YA
’ X
|
| \ |
| |
| |
| \
|
|
YA
X
|
\l 1]
| |
|
|




033

[o1eke]

034

oo

035

Relaciona cada grafica con su expresion algebraica.

2 2
SR ST .

b) y=2x"—2x+1

y=———x+2
d) 3

d) y=—-2x+x+1

SOLUCIONARIO

=

//

<V

V4

\f() A#Xk {x
AN
i

\
\ y \\
1N\

1
a) y=f(x), porquesia= B > 0, la pardbola es abierta hacia arribay c = —1.

b) y=h(x), puessia=2>0,lapardbola es abierta hacia arribay c = 1.

1
Q) y=gx), porquesia= 3 < 0, la pardbola es abierta hacia abajoy ¢ = 2.

d) y=i(),yaquesia=—2<0,lapardbola es abierta hacia abajoy c = —1.

Representa funciones de la forma y = ax* — 3x + 2 con distintos valores de a,

y estudia su variacion en funcién del pardmetro.
Respuesta abierta.
Sia=1—=fx)=x>—3x+2
Si a:i—>g(x):2ﬁ—3x+2

2 2
Si a:—i—>h(x):—ix2—3x+2
2 2

Sia=—-1-i0)=—x"—3x+2
Sia=—-3—j(x) =—3x"—3x+2

La abertura de las pardbolas es menor cuanto mayor es el valor absoluto de a.

Representa funciones de la forma y = x* + bx + 2 con distintos valores de b,

y explica cdmo varian en funcién del parametro.
Respuesta abierta.
Sib=1>f)=x4+x+2
Si b:i—>g(x):x2+ix+2

2 2
Si b:—i—>h(x):x2—lx+2
2 2

Sib=—1—-i)=x*—x+2
Sib=—-3—=j(x) =x"—3x+2

YA
T

\T ]
4 /

/ _‘j / _
I "
/ ] T\

[T

YA
\\u\\ IIIII I
%\\ / /
R \VYf7/

\ /

, X

La abertura de las parabolas es mayor cuanto mayor es el valor absoluto de b.
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036 | Representa funciones de la forma y = x* + 2x + ¢ con distintos valores de ¢,
°®® | y analiza su variacion en funcion del parametro.
Respuesta abierta.
Sic=1—=fx)=x"+2x+1
3 3
Sic=——>gX)=x"4+2+—
2 2
Sic=2—-hx)=x"+2x+2

SiC:—i—)/(X):X2+2X—i
2 2

Sic=—1—=j()=x"4+2x—1
Sic=-3—k)=x"4+2x—3

Todas las parabolas tienen la misma abertura. Se trasladan verticalmente,
hacia arriba si ¢ es positivo, y hacia abajo si ¢ es negativo.

037 | Escribe funciones con las siguientes caracteristicas.
XX

a) Una parabola que corteal eje Xenx=3yx=>5.

b) Una pardbola que corte al eje Xenx = —2yx=1.

¢) Una parabola que corte dos veces al eje Xen x = 2.

d) Una funciéon cubica que corteal eje Xenx= -3, x=—-Tyx=1.

e) Una funcién cubica que corte al eje X dos vecesen x =2y unavezenx = —1.
f) Una funcion cubica que corte una vez al eje Xen x = 5.

g) Una funcién polindmica de cuarto grado que corte al eje Xenx = —1,x =3,
XxX=4yx=>5.

h) Una funcion de cuarto grado que solo corte dos veces al eje de abscisas,
enx=—-2yenx=>5.

Respuesta abierta.

a) y=K—3)x-5) &) y=K—2x+1)

b) y=Kx+2)x—1) f) y=(x—5)’

Q y=Kx-27° g y=K+Nk—3)x—4)x—15)
d) y=Kx+3Ix+1x—1) h) y=x+27x—5)’

038 | Explica las diferentes situaciones que pueden producirse al determinar dénde corta
°®® | al eje X una funcion polinémica de cuarto grado.

Para determinar los puntos de corte con el eje X se iguala la expresion de

la funcion a cero. Entonces se obtiene una ecuacion polinébmica de cuarto grado
que puede tener como méaximo cuatro soluciones. Por tanto, la funcién puede

no cortar el eje, o cortarlo una, dos, tres o cuatro veces, segun el nimero de raices
del polinomio.
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SOLUCIONARIO

|
039 | Obtén la expresion algebraica y representa la funcién cuadrética que pasa

°°? | porlos puntos A(1, —2), B(2, —2) y C(3, 0).

Sea f(x) = ax’ + bx + ¢

a+ b+c=-2 a+ b+c=-=2
4a+2b+c=-2t—>3a+ b = 0
9% +3b+c= 0 8a +2b = 2

a+b+c=-2|a= 1

—3a+0b = 0tb=-3

2a = 2|lc= 0

La expresion de la funcion es: f(x) = x* — 3x

YA

|
—

g —y
T~

<y

|
040 | Hallay representa las funciones polinémicas de grado minimo que pasan por

®*® | los siguientes puntos.

b) A(—1,0),B(0, —1)y C[i, l] e) A(—2,3), 3[3, i] y C(2,2)
2 2 3 2

a) Los puntos A, By Cestan alineados. YA
La funcién que pasa por ellos es: //
flx) = 2x

<y

b) Seaf(x) =ax’+ bx+ ¢

a— b+c= 0 a:i

c=—1 97 0= >

9 3 : 30 +2b=2 I

—a+—b+c= — 5
4 2 2
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La expresion de la funcién es: YA
|
f(x):%xz—%x—1 \ /
\ /
\
\
/ >
1 X
Sea f(x) = ax’ + bx + ¢
9 +3b+c=0 9 +3b +c=0 9 +3b +c= 0|a=-1
16a +4b+c=1t—> 7a+ b =1t—>7a+ b = 1;b=38
250 +5b +c=0 16a + 2b =0 2a =—2|c=-15
La expresion de la funcién es: YA
fixX) = —x*+8x—15 1{
I\ X
/ \
/ \
| \
Sea f(x) = ax’ + bx> + cx + d.
a+ b+ c+d=0 a+ b+ c+d=0
8a+ 4b+2c +d=1 79+ 3b+ =1
27+ b +3c+d=0 13a + 4b+ ¢ =0
64a + 16b +4c +d =1 63a + 15b + 3¢ =1
2
a+ bt+c+d= 0| a+ b+c+d= 0973
7a +3b +c¢ = 1 7a +3b +c¢ = 1l b=-5
6a + b =] 6a + b = —] C_3_4
21a +3b =—1 3a = 2] 3
d=-7
La expresion de la funcion es: YA
|
|
f(X):£X3—5X2—|-£X—7 |
3 3 :
{2 X
|
|




041

o0

042

eeo

SOLUCIONARIO

e) Seaflx) =ax’*+bx+c

440_22{)“:2 da— 26+ c=3) 9T olg= D
Ca+ Sbtc="1 5834126 +18c =27} AT = 64
9 3 2 4h — b——i C—é
4a + 2b+c= 2 - 4 B 16
La expresion de la funcion es: YA
\ [
)‘()():£)<2—i)(-i—2—5 \ /
64 4 16 \ /
X
X
f) Seaf(x) = ax’ + bx +c
7
a=——
4a—2b+4+c==-2 a+ b+c= 1 a+b+c=1 ]18
a+ b+c= 1y— 3a—-3b =-3t—> a-b =—1tb=—
160 +4b+c=-3| 150 +3b =-4| 18 =—7 178
c=—
9
La expresion de la funcion es: YA
f(x):—lxz+]—1x+1 T\ .
18 18 9 X
/
/ \
/
/
\
;Cual es el dominio de estas funciones racionales?
7 2x +3
a) fX)=———— b) g) = ————
(x +7)(x —4) x> +3x —10
a) R—{-7,4} b) R —{-5,2}

e 2 . . .
Dada la funcion f(x) = —, determina la expresion algebraica
X

de las siguientes funciones.

a) gx)=f(x—3) Q) glx)=flx) —2 e) gx) =f—x)
b) glx)=flx+1) d) glx)=f(x) +3 f) glx) = —f(x)
D g=—— g g=2-2=2"2% g gy=—2--2
X —3 X X —X X
b) g = 2 d) Q(X)=£+3=2+3X f) g(x):—i
X+ 1 X X X
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043 | Observa la grafica de la funcién y = 3
[<Ye¥e! X
YA
\ V= i
I N X
‘| -+
| X
T~
Representa las siguientes funciones.
9
a) Y=—— Q y=— e) y=—+2
x—3 X
b) y—3—3 -0 fy y=— 2
X X4+2 X —1
a) YA d) YA
|
NN\
TN R
— . E )=( ‘\\\ )=(
! \
1 \
b) YA e) YA
| |
\ \
5 \
\ - 5 u
N - _ X =
~L >
\ X
\ 1
Q) YA f) YA
| :
/ :
/ |
/5 T
Va X 2 X
/ .
/ | /
I :
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@eeo

045

SOLUCIONARIO

Sin representarlas, escribe la relacion que hay entre las graficas de estas funciones

yIadey:E-
X
12 12 12 12
a) Y= by y=—-2 oy=—+I1 dy=——
X+ 4 X X X

a) Lafuncion se desplaza horizontalmente 4 unidades a la izquierda.

b) Lafuncién se desplaza verticalmente 2 unidades hacia abajo.

c) Lafuncion se desplaza verticalmente 1 unidad hacia arriba.

d) Lafuncion essimétrica a la inicial y el eje de simetria es el eje de ordenadas.

3
La gréfica de la funcién y = — es:
X

YA

Encuentra la relacion que tienen estas funciones con la funcién y = — y represéntalas.
X

4 4 3
a) y:X+ .Tenencuentaque:y=x+ =1+ .
X +1 X +1 X +1
2x —5
b) y=
x —1
—2x +1
c) = —
X +1
—x =5
dy y=_—>x—2>
X+ 2
a) YA b) YA
2 !
! p 1 .
. o X
4 3 X —5 3
X+ 1 X+ 1 X —1 X —1
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=X+ 3 —x =5 3

X =+ X+ X+ 2 X+ 2

046 | Determina el dominio de estas funciones con radicales.
[oXeXe]

a) f)=+x +7 O h)=Jx+7

b) gix) = —/x +5 d) i) = —/x + 5
a) Domf=[0, +0) c) Domh=[—7, +x)
b) Dom g = [0, 4-o0) d) Dom = [—5, +)

047 | Halla el dominio de las siguientes funciones con radicales.

a) fx)=3x—1 b) gx) =/ x* — 81 ) hix) = 41— x*

a) Domf=R
b) Dom g = (—o0, —3] U [3, +0)
¢) Domh = (—oo, —1]

048 | ;Cual es el dominio de estas funciones con radicales?

e 7x 3x —1

fx) = ———— b) gix) =
2 2—Jx—5 —Jx+1
a) Domf=1[59) U (9 +x) b) Domg=[—1,15) U (15, +x)

049 | La grafica de la funcién f(x) = Jx es:

060
YA

PR TR TN TR SN SN TR S S S MU SN S N T T .
————t—t—t—t 1 >

Obtén la expresion algebraica y representa las siguientes funciones.
a) flx—2) o 14 f(x) e) —1 —f(x)
b) f(x+ 3) d) —f(x) f) flx) —2



SOLUCIONARIO

YA YA
1
"] )=(
1 ~ ™~
X -
b) flx 4+ 3)=x + 3 &) —1—f)=—1—-x
YA YA
L] = X
1 : \
X T——
O T4+ =14++/x f) f)—2=+x =2
YA YA
’,’ = ‘! ”
=1 - _
1 X
X

050 | Con ayuda de la calculadora, realiza una tabla de valores para representar la funcion
[oZeRe]
y = +/X* + 1. Determina su dominio y su recorrido.

X -2 —1 0 1 2
fix) | 2,23 1,41 1 1,41 2,23
Domf=R
Imf=1[1, +)
YA
N d
)
LTI TN [ ]
a8 ;
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051

eeo

052

e

053

[ejeke]

054

[cYeze]

A partir de la grafica de la funcién y = \/x* + 1, explica cémo harias
la representacién gréfica de las siguientes funciones con radicales.

a) y=1+x*+1 Q y=1—+x*+1

b) y=—2+x*+1 d) y=+yx*+2x+2

) Lafuncion se desplaza verticalmente 1 unidad hacia arriba.
) La funcion se desplaza verticalmente 2 unidades hacia abajo.

o Q

¢) Lafuncion se desplaza verticalmente 1 unidad hacia abajo.

) La funcion se desplaza verticalmente 1 unidad hacia arriba y se dibuja abierta
hacia abajo con la misma abertura.

o

Calcula el dominio de estas funciones.

a) y=4x—1) b) ¥y =+x—1

Utiliza el resultado para probar que las funciones no son iguales y represéntalas
graficamente.

a) Domf=R b) Dom f=1[1, 4+0)
Y Y

Representa la gréfica de las funciones y = 2*e y = 3% Y
A partir de ellas, razona como sera la gréfica
de las funciones y = 5*ey =10

Las graficas de las funcionesy =5 e y = 10*

también son crecientes y pasan por

el punto (0, 1), pero su crecimientoesmés AR
lento six < 0,y es mas rapido six > 0, i 1 X
cuanto mayor es el valor de la base.

Ayudate de la calculadora y realiza una tabla
de valores para representar

'I X
la funcion exponencial y = [3]

X -2 —1 0 1 2
flo| 9 3 1| 03301 NN - .




055

@00

056

®eo0

SOLUCIONARIO

1 1
Representa las funciones y = [;] ey = [;] . A partir de las gréficas,

. . . . 1) 1)
;como serdn las graficas de las funciones y = ; ey = E ?

YA

L
"

=<V

Las graficas de las funciones

y = il X ey= [L]X también son
5 10
decrecientes y pasan por el punto (0, 1),

pero su decrecimiento es mas lento six < 0,

y es mas rapido si x > 0, cuanto menor
es el valor de la base.

Esta es la grafica de la funcién exponencial f(x) = 4"

YA

T ———

Obtén la expresion algebraica y representa las siguientes funciones.

a) flx—3) Q) 4+ flx)
b) fix+1) d) —f(x)
a) flx—3)=4""
YA
|
|
|
/
;
b) flx+ 1)=4""
YA
|
|
|
/
X

e) 2 —f(x)
f) f(x) —2
Q 4+1f)=4+4
YA
X
\
|
|
|
d) —f(x) = —4"
YA
\ X

I
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057

[ceze]

e) 2—fx)=2—4 f) f)—2=4"—-2

X

A partir de la grafica de la funcién y = [3] , explica cémo harias la representacion

gréfica de las siguientes funciones.

) y:[1 ]X_3 ) y:[1 ]_X ) _3X+2

a 3 C 3 e y=

b ) d _[_I]X+1 f _[_I]ZX
) y=3 )Y—*3 ) Y= 3

a) Lafuncion se traslada horizontalmente 3 unidades hacia la derecha.

-1\* <)
1 1
b y = 3X e —_ = —_
) [[ 3] ] [[ 3] ]
La funcion es simétrica a ella y el eje de ordenadas es el eje de simetria
de ambas.

—X X\
C = — = —_
3 3
La funcion es simétrica a ella y el eje de ordenadas es el eje de simetria

de ambas. Coincide con la anterior.

d) Lafuncion se traslada horizontalmente 1 unidad hacia la izquierda.

o y=3 = [[ ; ]]2 ) [[ ; ]2]

Primero se traslada horizontalmente 2 unidades hacia la izquierda y,
después, se dibuja la funciéon simétrica a ella respecto del eje de ordenadas.

)

Primero se traslada horizontalmente 2 unidades hacia la derecha'y,
después, se dibuja la funcién simétrica a ella respecto del eje de ordenadas.



SOLUCIONARIO

058

@00

059

oo

060

®eo0

Con la calculadora, realiza una tabla de valores para representar la funcion
logaritmica y = logs x.

X 1 2 3 4 5
f(x) 0 0,63 1 1,26 1,46
YA
1 "
X

Representa la grafica de las funciones.

y =log, x y = logs x
Deduce, a partir de ellas, cémo sera la gréfica de las funciones y = logs x e y = log x.

YA

\[\
|-\

=<y

Las gréficas de las funciones y = logs x e y = log x también son crecientes y pasan
por el punto (1, 0), pero su crecimiento es mas rapido si 0 < x < 1,y es mas lento
six > 1, cuanto mayor es el valor de la base.

Representa las funciones y =log; x e y = log; x.
2 3

¢Como seran las gréficas de las funcionesy =log; x e y =log ; x?

5 10
"
i
|

/1]
|

Las gréficas de las funciones y = log, x e y = log ; x también son decrecientes

5 10
y pasan por el punto (1, 0), pero su decrecimiento es mas rapido si 0 < x < 1,

y es mas lento si x > 1, cuanto menor es el valor de la base.
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061

eeo

Esta es la grafica de la funcion logaritmica f(x) = log x.

YA

x)=log

>V

Obtén la expresion algebraica y representa las siguientes funciones.

a) flx—4) ) 4+ flx+1)
b) f(x+3) d) —f(x)

a) fix—4)=logx—4)

YA

<V

b) fix+3)=log (x + 3)
YA
X
0 4+fix+1)=4+logKx+1)
YA
X

e) 2—flx—2)
f) f2—x)

d) —f(x) = —log x

YA

<y

e) 2—fix—2)=2—log(x—2)
YA
X
f) 2—x =log(2—x)
YA
X




062

063

oeo

SOLUCIONARIO

A partir de la grafica de la funcién logaritmica y = logs x, explica cémo harias
la representacion gréfica de las siguientes funciones.

1
a) y=Ilog;3x c) y =log; [—] e) y =log; 3x
X 1

3

3 3

3
b) y =log; x d) y =log; [—] f) y:log3[1]
P ' 9
a) y=logs3x=1+ logsx
La funcidn se traslada verticalmente 1 unidad hacia arriba.

b) y=log;x =logsx

3

La funcion es simétrica a ella y el eje de abscisas es el eje de simetria de ambas.

C) Lafuncién es simétrica a ellay el eje de abscisas es el eje de simetria de ambas.

Coincide con la anterior.

3
d) y=Ilog; [;] =1—log;x

Primero se dibuja la funcion simétrica a ella respecto del eje de abscisas
y, después, se traslada verticalmente1 unidad hacia arriba.

e) y=log; 3x =log;3+log; x = —1+log;: x
3 3 3

Primero se dibuja la funcién simétrica a ella respecto del eje de abscisas
y, después, se traslada verticalmente 1 unidad hacia abajo.

f) vy =logs {g] =logsx — 2

La funcién se traslada verticalmente 2 unidades hacia abajo.

Dibuja la grafica de y = cos x y, a partir de ella, haz la grafica de las siguientes
funciones.

a) y= —Cos X ) y=1+cosx
0y
b) y = cos X+?] d) y=cos(—x)
a) Y b) Y
1 1
X
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064

@eC

065

eel

) 14 d) Y
1
X X

Dibuja la grafica de y = sen xy, a partir de ella, haz la grafica de estas funciones.

a) y=—senx ) y=-—2+senx
™
b) ¥y = sen X+2] d) y= —sen (—x)
a) 0 14

N\,

b
A
L

b) Y d)
N\
X ' ~"

Realiza una gréfica y estudia las caracteristicas de estas funciones.

=Yy

83/

y =sen 2x y =sen 3x
A partir de lo anterior explica como seran las graficas de las funciones:
a) y=sen4x b) y=sen 6x

Las gréficas de las funciones y = sen 4x e y = sen 6x tienen el mismo dominio
y recorrido y son periddicas, pero el periodo es mayor cuanto mayor es el valor
por el que se multiplica la variable independiente x.



SOLUCIONARIO

I
066 | Representay estudia las caracteristicas de estas funciones.
[ X Je
y = cos X y = cos X
2 3

Explica, a partir del estudio anterior, como
seran las graficas de las siguientes funciones.

)y—cosi |o)y—cosi
° 5 6

a) Lagrafica de la funcion y = cos ?Uene el mismo dominio y recorrido
y es periddica, pero el periodo es 10.

X
b) La gréafica de la funcién y = cos g tiene el mismo dominio y recorrido
y es periddica, pero el periodo es 6.

067 | Ayudandote de su grafica, comprueba que estos pares de funciones no son iguales.
eeo

cos X

X tg x
a)y=COS? y= o y=u9g|—- =

2

— Y
068 | Esta es la gréfica de la funcién
[ X Je . o
trigonométrica y = tg x.

=<V
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Utiliza la gréfica anterior para construir las gréficas de las siguientes funciones.

a) y=tg(x+m b) y=1—tgx
a) Y b) Y
1 1]
AT +— —t>
T X T

069 | A continuacién puedes ver la grafica de la funcion y = arc sen x.

eeC
YA T
2
y=arcsenx
- X
-
2
Realiza las gréficas de las funciones.
1
a) y=2+4arcsenx Q) y:arcsen[x—Z]
b) y=3 —arcsen x d) y=arcsen(x —1)
a) YA Q) YA

ﬂ -
2

™+

b) YA d) v
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@eeo

071

®eo0

Esta es la grafica de la funcién y = arc cos x.
Realiza las graficas de las funciones.

a) y=2+arccos x
b) y=3 —arccos x

c) y = arccos

d) y=arccos (x—1)

1
X — —

a) YA
o
T
- X
b) YA
.
/
i X

Observa la grafica de la funcién

y=arctg x.

Realiza las gréficas de las funciones.

a) y=2+4arctgx
b) y=3 —arctgx

1
=arctg|x ——
97 g[ 2]

d) y=arctg(x—1)

a)

SOLUCIONARIO

y=arccosx

Yi

>~V

<y

y=arctgx

<V

369
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X
072 | Lafuncién cuya expresion algebraicaes y = m se llama funcién signo de x.
oeo

Encuentra su expresién algebraica como una funcion definida a trozos.

a) ;Cuanto valesix=3? b) ;Ysix=—5? c) iYsix=—-347
1T si x>0
fx) =
¥ {4 S x<0
a) f3)=1 b) f(—=5)=—1 Q) f(—34)=-1

073 | Representay describe las caracteristicas de las siguientes funciones.

eeo

a) flx) = 2x +1 s!x<2
X —5 si x >2

[x2—3x  six<3
b) g(x) =16 six=3
|—x + 3 six>3

6
A hix)=1 x —1
[ 2x +1 si x >2

six <2

a) Domf=R Imf=R

La funcion es creciente en
(—o0,2) U (2, +00).

2

—+————t 4+——t—t——1>

No es continua en x = 2,y este es un punto y X
de discontinuidad inevitable de salto finito.

No tiene asintotas.
No es simétrica ni periddica.
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YA

9
b) Domg=R Img:l—g, 4o

-
|t

U (3, 4-00)

y . 3
La funcién es creciente en 3/ 3

3 1
y es decreciente en [—00 E] 7

<y

. L 3
Tiene un minimo absoluto en x = E

No es continua en x = 3,y este es un punto de discontinuidad evitable.
No tiene asintotas. No es simétrica ni periddica.

c) Domh=R—{1} Imh=(—o0,0)UI[6,+00) YA
La funcién es decreciente
en (—oo, 1) U (1, 2) y es creciente en
(2, +OO). )

xy

Tiene un minimo relativo en x = 2. —

No es continuaen x =1,y este es
un punto de discontinuidad inevitable
de salto infinito.

Tiene una asintota vertical en x = 1y una asintota horizontal en y = 0.
No es simétrica ni periddica.

|
074 | Representay describe las caracteristicas de estas funciones definidas a trozos.

L X Je
x? six <0

2 si x <1
log x si x >1

a) flx) = 2 sio<x<4 b) g(X)Ii
X —3

\/; si x >4

a) Domf=R — {3} Im f= (—o0, 0] U [2, +-00)
La funcion es creciente en (—oo, 0) U (4, +0) y es decreciente en (0, 3) U (3, 4).
Tiene un minimo relativo en x = 4.

No es continua en x =0, ni en x = 3,y el punto x = 0 es de discontinuidad
inevitable de salto finito, y el punto x = 3 es de discontinuidad inevitable
de salto infinito.

Tiene una asintota vertical en x = 3.
No es simétrica ni periddica.

YA

<V
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b) Domg=R Img = (0, 2]
La funcién es creciente en (—oo, 1) U (1, +00).
No tiene maximos ni minimos.

No es continua en x = 1,y este punto es de discontinuidad inevitable
de salto finito.

No tiene asintotas.

No es simétrica ni periddica.

YA
] ——
X
075 | Escribe como funciones definidas a trozos.
[cXoXe)]
a) y=|x+2]| b) y=[12 —3x]|
+2 si ox>-=2 12—3x  si x<4
fo) =1 " = b) f(x) = =
a) 9 i—x—z Six< -2 )10 i—12+3x S ox>4

076 | Observa la grafica de la funcién y = x> —x — 6.
[ X" X&)

YA

=<V

p—r
|
\\

Realiza la graficadey = |x* —x — 6.

YA

T —t—

f="
T~
Lt

>y
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@eeo

078

@eo

SOLUCIONARIO

Representa la funcion.
Ix24+3x| six<—1
fx) =1—4 si x = —1
—x+3 si x >—1

Estudia el valor que toma la funcién en los puntos préximos a —1,
completando las tablas.

Izquierda de —1 —2 -1,5 —1,1 —1,05
f(x) 2 2,25 2,09 2,0475

Derecha de —1 0 —0,5 —-0,9 —0,95
f(x) 3 35 39 3,95

Describe lo que le sucede a la funcién en las proximidades de —1.

Por laizquierda de —1 los valores de la funcién se acercan a 2,
y por la derecha se acercan a 4.

Escribe como una funciéon definida a trozos y representa las funciones.
a) y=|x*—4x—5| Qy=|2x—7x+3]|
b) y=|x*—4x+5]| d y=|—*+4x—5]|
X2 —4x —5 si o x<—1,x>5
a) fx)=1", .
X"+ 4 +5 si —T<x<5

YA
| |
| |
| |
yaN
\
5\ \J
V >
X
b) YA
\ |
i
/
X
2 —7x +3 i xgi,x23 YA
Q fix) = 2 |

—r——

Vv
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079

oeo

080

[o}exe]

Expresa como una funcién definida a trozos.
a) y=|x| + |x+2]

b) y=|x+1] — |1 —x|
o y=|x—1|—]1—x|
d y=|2x+1| —|2—x]

—2X — 2 si X <=2
a) flx)= 2 si —2<x<0 Q) flx)=0
~2)(—i—2 Si x>0

1
—X — 3 i X < ——

-2 si x<—1 2
b) f(x) 2 s —=1<x <1 d) f(x) 1 —i<x§2
2 s x>1 2

X+3 s X > 2

El nUmero de alumnos afectados por una epidemia de gripe se obtiene a partir

de la funcién:
30x

X+ 2
siendo x el niUmero de dias transcurridos desde el comienzo de la epidemia.

flx) =

a) ;Cuantos afectados hubo el primer dia?
b) (En qué momento el nimero de afectados fue 15?

c) Representa la funcion y comprueba los resultados que has obtenido en
los apartados anteriores.

a) f(1) =10 afectados

b) —X 15 5 30x = 15x 4 30 = 15 = 30 = x = 2

X+ 2

Hubo 15 afectados dos dias después del comienzo de la epidemia.
Q) Y




08

@00

082

@eo

083

@eeo

Un capital de 5.000 €

esta depositado en un banco,

y produce un interés
anual del 2 %.

a) ¢;Cuanto dinero hay
al cabo de un afo?

b) ;Y alos dos afos?
¢) (Y alosnanos?

a) 5100€

b) 5202 €

SOLUCIONARIO

5.000-1,02"

La tabla recoge el interés que ofrece un banco al ingresar dinero durante un afo.

Dinero (€) Interés (%)
Hasta 1.000 5
De 1.000 a 2.500 10
De 2.500 a 5.000 15
Mas de 5.000 20

a) Representa la funcion que determina el interés obtenido dependiendo del dinero
que se ingresa. ;De qué tipo de funcién se trata?

b) Siseingresan 1.800 €, jcuanto dinero tendré al final del afo?

¢) (Ysiingreso 500 €?

a) YA

w1

<Yy

Se trata de una funcion definida a trozos.

b) 1.800-1,1=1980€

) 500-105=525€

Encuentra las funciones inversas de estas funciones.

a) y=3x—1
b) ¥y =x

C) y=sen 2x

1+1tg x
d y=—72=
Y 2
e) y=arccos (x —2)

f) y=1In(x+3)

g y=3+4.5"

h = 1+ logs x
5

i) y=[x—1|

)oy=x
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a) y:3X—1%y+1:3X_>X:y;_]_)f—W(X): X;_1
b) )/:\/;%X:yzaf”(x):)ﬂ
9 y:5€ﬂ2X%M:arcsenyex:@_)ffw(x):&jﬁx

d) y= T4 tgx

-2y —1=tgx = x =arctgy — 1) — f'(x) = arctg 2x — 1)

e) y=arccosix —2) > cosy =x—2—>x=2+cosy — f'(x) =2+ cosx
f) y=lnkx+3)>x+3=¢">x=¢"-3>f'x)=¢" -3

g y=34+4-5->5= y4—3 —>x:log5[y4_3]ef”(x):log5[xd_rg]

_ T4logsx

h) vy S5y =1+logsx = logsx =5y —1— x =37 — fl(x) = 3%

) = Xx—1 si x>1
X+ 1 si x<1

y=x—-1->x=y+1 L) = X+ s? x>
y=—xX+1=>x=—-y+1 X+ 1 si x<1

N oy=x—ox=y—fx)=x

L
084 | Una granja de caracoles ha ajustado sus gastos de produccién por x kilogramos
XX ’ e
de caracoles segun la funcién:

1 3

G(x) = 2000 + ——x
200.000

Sus ingresos se rigen por la férmula:

/(x) = 8.000 + 2x — ! x? + ! x3
1.000 200.000

Averigua cudl es el nUmero

de kilogramos de caracoles

con el que se obtiene el beneficio
maximo.

Los beneficios de la granja se obtienen a partir de la funcién:

[ [ T s

f(x) = 8.000 + 2x — x> =

X° X .
1.000 200.000 200.000

1
= 6000 + 2% — ——x*
1.000
Se trata de una funcién cuadrética, por lo que su gréafica es una parabola.
Al ser el coeficiente de x* un valor negativo la parabola esta abierta hacia abajo.
Entonces la funcién alcanza su maximo en el vértice de la misma:

)= =2 2000 kg
2a
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SOLUCIONARIO

085 | Una ONG ha estimado que el nimero de personas ingresadas en los hospitales

oee®
.. . , 110
tras un tsunami sigue aproximadamente la férmula:P =1+ —— t €(0, 30)

t> 410
donde P es el numero de personas hospitalizadas, en miles, y t es el nUmero de dias
transcurridos desde el tsunami.

a) Cudntas personas habra hospitalizadas el primer dia?
b) ;Y cudntas habra al cabo de tres semanas?

¢) Silacapacidad hospitalaria de una isla del 4rea afectada es de 2.000 camas,
;hasta qué dia estuvo desbordada la capacidad?

a) 11.000 personas
b) 1.243 personas
110
t* +10
Como el nimero de personas hospitalizadas decrece segun el nimero de dias
la capacidad de hospitalizaciéon estuvo desbordada hasta el décimo dia.

o 1+ =25t +120=2+20>t"—=100=0 -t =+£10

086 | La evolucion de una poblacion viene determinada por la funcion P(t) = 100 - 2,
eee y la de los alimentos que necesitan sigue la funcién A(t) = 1.000t + 1.000.

a) ;Cudnta poblacién habia al principio? ;Y alimentos?
b) ;Y después de 2 afios?
c) ;A partir de qué afo la poblacién tendra menos alimentos de los que son necesarios?

a) P(0)=100 A(0)=1.000
b) P2)=400 A(2)=3.000

A partir del sexto ano.

PARA FINALIZAR...

087 | Razona para qué valor de x se hace mayor la diferencia /x* +1 x|

Y
i 7] La diferencia alcanza el mayor valor
X ’ parax = 0.
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088 | La funcion f(x) esta formada por cuatro |4

segmentos.
. . . . B(—2,6) [C(1,6
;Cudntas soluciones tiene la ecuacion f[f(x)] = 6? G20 1Ci.9

Como (1) = f(—2) = 6, las soluciones 2
de la ecuacion son los valores para los T INC T T x
que las ordenadas sonigualesa 1ya —2.

En total hay seis puntos que cumplen A(=7, =4)
estas condiciones, es decir, la ecuacion

tiene seis soluciones.

D(5, —6)

089 | Calcula los valores maximo y minimo (extremos absolutos) que puede alcanzar
la funcion f(x) = [I —x*|en el intervalo [—2, 2].

Y

En elintervalo [— 2, 2], el maximo valor

es4,yaquelospuntosx=2yx=—2

son los maximos absolutos, y el minimo

valor es 0, porque los puntosx =1y x= —1
1 son los minimos absolutos.

090 | ;Cuantas soluciones tienen las siguientes ecuaciones en el intervalo [—, T]?
X
a) e¥=2—x? b) Inx= —x <) senx:?

a)

Tiene dos soluciones. Tiene tres soluciones.

b)

y=Inx

H—'—'—'—'—'—'—; Tiene una solucion.

091 | Las manecillas de un reloj miden 20y 30 cm. Entre las 12 horas y las 12 horas y 30 minutos:
a) Expresa el angulo que forman en funcién del tiempo, t, medido en minutos.

b) Halla el area del tridngulo creado al unir sus extremos en funcién de t.
(Puede tomar el valor cero? ;A qué hora alcanza su mayor valor?

c) Expresa la distancia entre los extremos de las agujas en funcion de t.
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092

SOLUCIONARIO

a) Como la manecilla que marca las horas tarda 12 horas en completar una vuelta

2
(2 radianes), su velocidad es: v, = T T rad/min
720 360
2
Andlogamente, la velocidad de la otra manecilla es: v, = 6—2 = % rad/min

El dngulo que forman ambas manecillas es la diferencia entre los dngulos
recorridos por cada una, en funcion del tiempo t transcurrido:

0 0 (K
oa=—t———r1t=——rtrad

30 360 360

D) A=-20-30 sen | ¢| = 300 sen | ¢
2 360 360

Esta funcion se anula si el angulo mide kw radianes, con k € Z. En el intervalo
de tiempo dado esta condicion solo se cumple a las 12 horas (o = 0).

Como el mayor valor de la funcién seno se alcanza cuando el dngulo mide

T , , . .
5y radianes, hay que calcular a qué hora el dangulo formado tiene esta amplitud:

11
LU % — 1 =16,36 Eldrea es maxima alas 12 horasy 16,36 minutos.

360

c) Por el teorema del coseno, la distancia entre las agujas es:

d=.]20+30>=2-20-30 - cos [”“r] — [1.300 — 1.200 cos [”“t] —
360 360

=10,/13 =12 cos[”ﬂt]
360

La temperatura media diaria, medida en grados Celsius, en una ciudad,
durante el afo pasado, viene dada por la siguiente funcion.

T=2113—23cos 2™ (¢t — 32)
9 365

donde t es el tiempo en dias, correspondiendo t = 1 al 1 de enero, y el angulo esta
medido en radianes. Halla la temperatura correspondiente a los dias 1 de enero
y 10 de agosto. Calcula las temperaturas maximay minima del afo.

Para calcular la temperatura del 1 de enero:t =1 — T= —3,77 grados
Para calcular la temperatura del 10 de agosto: t = 222 — T = 19,89 grados

Como en la expresion dada, el coseno del angulo estd multiplicado por un nimero

negativo, la funcion alcanza el maximo si su amplitud es de w radianes.
2 ,

T (—3) =7 —t=2145dfas

365

Por tanto, la temperatura maxima es: T = 20 grados
Andlogamente, la funcién alcanza el minimo si dicho angulo mide 0 radianes.
2T

%(t —32) =0 =1t =32 Asi latemperatura minimaes: T = —5,55 grados
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Limite de una funcién

LITERATURA Y MATEMATICAS
El ocho

Sharrif iba sacando los libros [de mi bolsa] y ordenandolos en una
pila sobre el escritorio mientras leia cuidadosamente los titulos.

—Juegos matematicos de ajedrez... jah! {Los ntimeros de Fibonacci! —ex-
clamo, con esa sonrisa que me hacia sentir que tenia algo contra mi.
Senalaba el aburrido libro de Nim-. ;De modo que te interesan las
matematicas? —pregunt6, mirandome con intencion.

—No mucho —dije, poniéndome en pie y tratando de volver a guardar
mis pertenencias en la bolsa. [...]

—iQué sabe exactamente sobre los numeros de Fibonacci? [...]
—Se usan para proyecciones de mercado —-murmuré-—. |...]

—;Entonces no conoce al autor? [...] Me refiero a Leonardo Fibonacci.
Un italiano nacido en Pisa en el siglo xi1, pero educado aqui, en Argel.
Era un brillante conocedor de las matematicas de aquel moro famoso,
Al-Kwarizmi, que ha dado su nombre a la palabra «algoritmo». Fibo-
nacci introdujo en Europa la numeracion arabiga, que reemplazo a los
viejos Nnimeros romanos...

Maldicion. Debi haber comprendido que Nim no iba a darme un libro so-
lo para que me entretuviera, aun cuando lo hubiera escrito él mismo. [...]

Permaneci leyéndolo casi hasta el amanecer y mi decision habia resulta-
do productiva, aunque no sabia con certeza como. Al parecer, los ntime-
ros de Fibonacci se usan para algo mas que las proyecciones del mercado
de valores. La resolucion de un problema habia llevado a Fibonacci a for-
mar esta interesante sucesion de ntmeros empezando por el uno y su-
mando a cada ntamero al precedente: 1, 1,2, 3, 5,8, 13, 21... [...] Descu-
brié que los cocientes entre cada término y el anterior se aproximan al

14+5
)

de todas las cosas naturales que formaban una espiral.

Los numeros de Fibonacci aparecen con frecuencia en la naturaleza. Por ejemplo, el nUmero
de espirales de los girasoles o de las pifas es siempre uno de estos niumeros.

Ademads, como se dice en esta novela, al dividir cada término de la sucesién de Fibonacci
entre el anterior, se obtiene una nueva sucesion de nimeros que se aproximan

1+5

numero y que este numero describia también la estructura

KATHERINE NEVILLE

cada vez mas al numero de oro: . Aunque no la descubrié Fibonacci, esta propiedad

es verdadera. Compruébala tu mismo.

La sucesion que se obtiene al dividir cada término de la sucesion de Fibonacci entre el anterior es:

21
a; =1 a, =—=10615...
13

a,=2 = Gg:ﬁ:],6]9...
8 21




