Inteqral

g9
IIIO iIndefinida e definida

1.

Regras de integracion

288

1. J3(3x - 5)7 dx

Solucion:

Aplicase a integral dunha funcién polinémica.

§3x—5!8 o
8

2. Jd—x3
(3x +5)
Solucién:
Aplicase a integral dunha funcién racional.

_+ + k
6(3x + 5)2

9
3'Jx+3 dx

Solucién:
Aplicase a integral dunha funcién logaritmica.
9Ljx+3|+k

4. Jex dx

Solucién:
Aplicase a integral dunha funcién exponencial.
e*+k

dx
S'Jx+3

Pensa e calcula
Calculaza) y = x°, y' = b)y' =3x% y= y=e y' = dy=e*y=
Solucion:
a)y' = 5x* b)y= x3 Qy = Sedx d)y= %eb‘
@ Aplica a teoria
Solucion:

Aplicase a integral dunha funcién logaritmica.
L|x+3|+k

6. J.(xz — 4x) dx

Solucion:

3
X 92
3 2x* + k

7. J.26X dx

Solucioén:
Aplicase a integral dunha funcién exponencial.
26x—1

3L2

x dx
8. J.x2—l

Solucion:

+ k

Aplicase a integral dunha funcién logaritmica.

I 2
T LIx2=1]+k

9. J4\& dx

Solucion:

8x\/;
3

+ k
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© Edicions Xerais de Galicia, S. A.



© Edicions Xerais de Galicia, S. A.

10 J‘ 7 dx
2V7x +5

Solucion:

Aplicase a integral dunha funcién irracional.

N7x +5 + k

Il. J6x3 dx

Solucion:

3x*
T.|.k

| | 2
12. J +—+—|d
(zv; X2 x3) g
Solucion:

L
X

X

13. Ji/;dx

Solucion:
3x%/;
4

+ k

14. JZX(XZ + 1) dx

Solucion:

4
X
_+X2+k
2

I
15. JWdX

Solucion:
|
— + k
(x+3)

16. J(x3—6x2 + 1) dx
Solucion:

4
XT—2x3+x+k

17. Jx(xz +5) dx

Solucion:

x4 5x2
=+ +k
4 2

IS.J%

TEMA 10. INTEGRAL INDEFINIDA E DEFINIDA

Aplicase a integral dunha funcién polinémica.

Solucion:

Aplicase a integral dunha funcién irracional.

2Vx — | +k

19. je’dz dx

Solucién:
Aplicase a integral dunha funcién exponencial.
2e¥24+

2
X
20. Jw"'k

Solucion:
—1
—d
33+1)

3
21. j(x—3)4 dx

Solucién:

Aplicase a integral dunha funcién racional.

1
(x-3)}

+ k

22. j(4x + 1) dx

Solucioén:
Aplicase a integral dunha funcién polinédmica.

(4x + 15
24tk

23. jﬁ

X

Solucion:
Lx+k

24. j3 - 23 dx

Solucioén:

Aplicase a integral dunha funcién exponencial.
23x
L2

25. jﬁ

+ k

Solucion:

Aplicase a integral dunha funcién racional.
_+ + k
6(2x - 1)3

2. [

e*x-5

289




Solucion:
L |ex-5| +k

2x—3
27. Jx2—3x+5 dx

Solucién:
Aplicase a integral dunha funcién logaritmica.
L [x2—3x+ 5| +k

28. Jz 2x dx

Solucion:

Aplicase a integral dunha funcién irracional.

30. je‘7x dx

Solucion:

Aplicase a integral dunha funcién exponencial.

-7
_e7x +k
3|.j dx

| —x

Solucién:
Aplicase a integral dunha funcién logaritmica.
—L|l —=x| +k

32. J.(x“ —2x—5) dx

5
5x ;/& +k
Solucioén:
29 J 2 dx Aplicase a integral dunha funcién polinémica.
o | T/ 5
VI = (2%)? XT—XZ—SX"'I(
Solucién:
Aplicase a integral dunha funcién trigonométrica.
arc sen 2x + k
2. Integral definida AY
/
W Pensa e calcula /
Atopa, contando, a area da 2° figura da marxe, a que ten un signo + dentro. Cada cadra- / + X
diflo é unha unidade cadrada. /2 5
Solucioén:
Ten exactamente 7,5 u?. X =5

@ Aplica a teoria

2
33. Calcula: J (5 —x2) dx
|

Solucion:
AY
: s
2\ ”
3
a) F(x) = 5x — XT
-_14 =22
b)F-1)=- 5. FQ) =5

290

2
c) J_|(5_X2) dx =12 u?

3
34. Calcula: J. (=2x + 1) dx
|

Solucion:
AY

\

V¥ X

SOLUCIONARIO
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a) F(x) = X — X2
b) F(1) =0,F3) =—6

3
c) JI(S—XZ) dx =—6 u?

2
integral definida: J x| dx
-1

Solucion:
AY

35. Sendo |x| o valor absoluto ou médulo de x, calcula a

v X

|
L~

o[ o= cooce [Lxon

-1 0
Sexa: F(x) = J(—x) dx

x2
F(X) == T

F-1)= —%,F(O) =0
J.o (—x) dx = i u?
0 2

G(x) = J.x dx

2

G() = o
G(0) = 0,G(2) = 2
2
j x dx =2 u?
0
2 0 2 5
j X dx=J (—x)dx+J xdx=3=2,5u2
-1 - 0
' xd
36. Calcula o valor de: J xex
0o e
Solucion:
AY
1 5
0o | g

a) F(x) = —% e

b) F(0) =—%,F(I) =—% e !

eX

|
c)J. xdx %(I _e) =032 2
0

3. Calculo de areas

N Pensa e calcula

Solucion:

En total, unhas 7 unidades cadradas.

Atopa por aproximacién a area das duas rexions, a amarela e a verde, do debuxo da
marxe. Cada cadradifio é unha unidade cadrada.

A amarela, 5 u? aproximadamente, e a verde 2 u? aproximadamente. N

y=x*-2x-3

TEMA 10. INTEGRAL INDEFINIDA E DEFINIDA




@ Aplica a teoria

37. Atopa a 4rea da rexién plana limitada pola grafica de

. ! Raices:x, =—=2,x, = 0,%x, = 2
f(x) = x3 — 3x2 — x + 3, 0 eixe de abscisas e as rectas ' 2 .

x=0,x=3. ) 4
03— 4x) dx = 7= =22
Solucién: AY @
(3 —4x) dx = 4 u2
2
r2
| X (3 - 4x) dx = —4 u?
0 3 < ‘,0
Area = 8 u?
40. Calcula a 4rea da rexion limitada pola curva:

i 0 S = = = 2
Ralces:x; ==1,x, = I,x; = 3 y= 3X 2easrectas:y=0,x=2,x=3
) d 2 X7 —

(3 -3x2-x+3)dx= R S QS
J 4 2 Solucioén:
ol

(x-"—3x2—x+3)dx=%u2 AY
r3

(3 = 3x? —x + 3) dx = —4 u?

Y1
Area = % =575 u?
38. Atopa a érea do recinto limitado pola rectay = 3 — 2x
e a parabola y = 2x — x%. Raices:x =0
x? I
Solucién: — jx3 S =3t [x3 - 2]
32 I ’
jzm dx = ?(LZS—L6) u
i X Area = %(L 25— L 6) = 0,48 u2
41. Resolve as seguintes cuestions:

L _ a) Debuxa o recinto limitado polas curvas:
Raices:x, = 1,x; =3 3 y=e*2y=eXy=0,x=-2,x=0
J.(—XZ +4x—3) dx = T3 +2x% - 3x b) Atopa a area do recinto considerado no apartado

anterior.

3
4
s o _ = 2
J|( XA =3 dx= 3 Solucién:

Area = % = 1,33 u?

39. Atopa a 4rea da rexion plana limitada pola grafica de
y =x3 —4x e o eixe X.

v X

Solucion:

Raices:x = —|

-1
j e*2dx=e— | u?
-2

|

)

=)
v X

N

0
j eXdx=e— | u?
|

Area = 2e — 2 = 3,44 u?
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42. Dada a funcién, definida nos nimeros reais excepto en
x=0: 2
f(x) =3—-x— >

Solucion: AY

Calcula a drea da rexion plana limitada pola grafica de
f(x) e o semieixe positivo X.

[N

Raices:x; = |,x, =2
2
j(3—x—3) dx = 3x — 2 — 2L x|
X 2
2
J (3—x—2) dx=i—2L2u2
| X 2

Area=%—2L2=0,II u?

4. Aplicacions da integral definida

N Pensa e calcula

Un depdsito recolle auga dunha billa a unha velocidade que segue a funcién f(x) = 2x, onde f(x) se expresa en litros por mi-
nuto, e X, en minutos.

5
Calcula a integral J. 2x dx e interpreta o resultado.
0
Solucion:
5
J. 2x dx = 25
0

Recollense 25 litros de auga nos 5 primeiros minutos.

@ Aplica a teoria

43. Estimase que o ritmo de crecemento dun feto duran-
te o embarazo vén dado pola funcioén:

2

Solucion:

a) O crecemento sera:

=X X 30 2
f09=-200 * 3 J (_%Jr%) o
onde x se mide en semanas e f(x) en centimetros por 0
semana. Calcula canto creceu o feto nas 30 primeiras b) E6a) = 1= x2 + X g =— x3 + x_2
semanas. ) FG) = 200 5 )7 7600 10

c) F(30) = 45; F(0) =0
d) |F(30) — F(0)| = |45 — 0| = 45

Creceu 45 cm.

TEMA 10. INTEGRAL INDEFINIDA E DEFINIDA 293




44. Unha fabrica produce obxectos de decoracién. A fun-
cién de ingreso marxinal vén dada por:

oy 3
I(X)—5+m

onde x é o nimero de obxectos vendidos e i(x) vén
dado en euros.

Cal é o incremento dos ingresos obtidos cando se pa-
sa de vender 100 a vender 200 obxectos?

Solucion:
AY

N

- N W A U

v X

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

200 3
J. 5+ dx =500 + 3(L 10l —L51I)=1502,05 €
100 x+2

45. A funcién que mide o caudal que sae dun depésito é a

seguinte:

f(x) = 10 —x
onde f(x) esta dado en litros por segundo, e X, en se-
gundos.

Que cantidade de auga sae do depésito entre o se-
gundo 4 e o segundo 8!

Solucion:
AY

N

v X

8
Volume =J (10 — x) dx = 16 litros.
4

46. Nun concello estimase que o ritmo de xeracion de li-
xo vén dado pola funcién:

f(x) = 10000 - e
onde x se mide en anos e f(x) en toneladas por ano.
Se se considera x = 0 o primeiro ano no que se inicia
o estudo, canto lixo se xerara no concello durante os
5 primeiros anos!

Solucioén:
a) O crecemento sera:

5
J 10000 e%>* dx
0

b) F(x) = jl 0000 e%5% dx = 20000 %5

c) F(5) =243 650; F(0) =20000
d) |F(5) — F(0)| = |243 650 — 20000| = 223 650
Xeraronse 223 650 Tm.
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Exercicios e problemas

Preguntas tipo test

BN Calcula a seguinte integral indefinida:

Kx+§fdx

X4
EIT+L|x|+k

A Sexa a funcién f(x) = 3x2 — éx. Se f'(x) representa a
sta derivada, atopa unha primitiva F(x) de f(x) que
verifique F(2) = f'(3).

O x3-3x2+5
O x3-3x2+ 13

x3=3x2+ 16
O x3-3x2

[E] Calcula a drea da rexion plana acoutada limitada po-
las graficas das funcidns reais de variable real:

f(x) = x2—x;g(x) = | —x?
O 432 O 8/9 u?
083w 9/8 u?

Il Dada a funcion:

2 _
) = {(XX e

Calcula a area do recinto limitado polos eixes de
coordenadas e a grafica da funcion.

O 2/3 u?
O 173 u?
| u?

sex<0
sex>0

] Non se pode calcular a area porque a funcién é
descontinua en x = 0.

[F Dada a funcién:

2 sex<-3
f(x) =9x? se-3<x<|
| se x> |

Calcula a area limitada pola gréfica da funcion y = f (x),
as rectas X = —3,X = 2 e o eixe de abscisas.

PAU

Contesta no teu caderno:

X] 31/3 u?
O 11/3 u?
[ 35/3 u?
] Non se pode calcular a drea porque a funcién é
descontinua en x = —3.
I3 Calcula a 4rea da rexion limitada pola parabola y = x?
earectay =—x+ 2.
9u?
O 3u?
O 2172 42
X] 9/2 u?
Dada a funcién f(x) = —x3 — 2x2 + 3x, calcula a drea

encerrada pola grafica da funcion f(x) e polo eixe
OX.

O 32/3 u?
71/6 u?
] 45/4 u?
O 7712 u?
]l Unha alfombra de flores leva 21 rosas por cada
4 dm? de superficie. Quérese encher de rosas unha

parte da alfombra cuxa grafica esta limitada polas
funcions:

y=—x2+4x+3;y=3

Se se mide en metros e cada rosa custa 0,3 €, canto
custa encher esa parte da alfombra?

(x] 1680 €
13570 €
[]840€
L] 18% €

3 Sexa a funcion f(x) = 3x2 — 6x. Calcula a area limita-
da pola curva e o eixe X entre x = | e x = 3.

O 8u?
O 4u?
O 6u?
x] 2 u?

I[i] Atopa a area limitada pola rectay = —4x + 4 e a
parte positiva dos eixes de coordenadas.

¥] 2 u? O 4u
O 1712 u? 8u?

TEMA 10. INTEGRAL INDEFINIDA E DEFINIDA
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Exercicios e problemas

1. Regras de integracion
47. J4(4x —1)> dx

Solucion:

Aplicase a integral dunha funcién polinédmica.

x-ne
6

dx
48, J i

Solucioén:
Aplicase a integral dunha funcién racional.

_
 4x— 1)} K

49. J(Zx +7)2 dx

Solucion:

(2x + 7)3 .
6

50. Je‘x dx

Solucién:
Aplicase a integral dunha funcién exponencial.

—e*+k

51. J dx
x— |

Solucion:
Aplicase a integral dunha funcién logaritmica.
Lx=1I]+k

52. J% dx
X
Solucion:
5

T2 K

53. J2‘4X dx

Solucién:
Aplicase a integral dunha funcién exponencial.
2 —4x

~4L2 tkK

296

x dx
o[22

Solucion:

Aplicase a integral dunha funcién logaritmica.
[
5L [x2 + 9| + k
3
. |—=d
55 J. x—9) X

Solucion:

Solucion:

Aplicase a integral dunha funcién irracional.

2V3x +k
57. J > ax
x2— |
Solucion:

2Vx2— | +k

3x
. d
58 J 2_5 X

Solucion:

3L x2—5| o
2

59. Je‘*x =7 dx

Solucion:
e4x— 7

4

+ k

60. J(s — 2x)* dx

Solucion:
9\
=Py

| 3 X
o J(—‘—s—3 o

Solucion:
| 3 L |x2 + 3|
-+ + +
X 2x2 2 e

SOLUCIONARIO
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62. J(|0X4 +2x3 —x— 1) dx

Solucién:
Aplicase a integral dunha funcién polinédmica.
4 2

2x5+XT—XT—x+k
63. Jx(x+|)2dx
Solucion:
dar 23,1,
4x+3x+2x + k

64. JW dx

Solucién:
Aplicase a integral dunha funcién irracional.

SXW
8

+ k

65. JeXB dx

Solucion:

Aplicase a integral dunha funcién exponencial.

3B + k
2 _
66. J XE=3xH 1
X
Solucion:
%x2—3x+ L |x| + k
| 8
2 _ o
67. J(3x + | <+ + 5 dx

Solucién:
Aplicase a integral das operacioéns.

x3+x—L|x+2|—%+k
X

68. J(Zx— 1)3 dx

Solucién:
Aplicase a integral dunha funcién polinédmica.

4
(2xgl) i

TEMA 10. INTEGRAL INDEFINIDA E DEFINIDA

69. J-3xeX2 dx

Solucion:
3¢
2

+ k

70. J.S - 77> dx

Solucion:

Aplicase a integral dunha funcién exponencial.

7—5x

L7tk

dx
71. J.(x +7)

Solucioén:
Aplicase a integral dunha funcién racional.

+
x+7 S

72. J(Zx + %) dx

Solucion:
5x

5

x2 + +k

3x2+ 5
73. | ———d
,[x3+5x—| x

Solucién:
Aplicase a integral dunha funcién logaritmica.
L3 +5x— 1| +k

74, J.(x + %) dx

Solucion:
2

X
T+L|X|+k

75. J.(x + 1)3 dx

Solucion:
+ )4
)t

7 k




Exercicios e problemas

76. Jx/3 5x + | dx

Solucion:

Aplicase a integral dunha funcién irracional.

3x+ Dsx+ 1,
20

77. J23X dx

Solucion:
23x
3L2

+ k

78. J2x3\lx2—l dx

Solucion:

3= 1,
4

79. Jesx dx

Solucién:

Aplicase a integral dunha funcién exponencial.
X
5

+ k

5 dx
80.
J 5x + 4
Solucion:

Aplicase a integral dunha funcién logaritmica.
L |5x + 4| + k

81. J(6x2—x +2) dx

Solucion:

2x3—%x2+2x+k

82. J.x3"2 dx

Solucion:

3
203

+ k

298

83. J-xe‘x2 dx

Solucion:

e

2

+ k

84. J 2 dx
x+ |

Solucion:
2L |x+ I|+k

85. J.(x3+%x2—8x+l dx

Solucion:

Aplicase a integral dunha funcién polinémica.

4 B
X X
T+ S -4+ x+k

4 4

86. J.(x + \/;) dx

Solucion:

x2 2x \/;

=+ +
2 3 k

2. Integral definida

5
87. Calcula:J. (i + I) dx

o\ 2
Solucion:
.
2
a) F(x) = 74 +x
b) F(2) = 3,F(5) = ‘%5

S
<) J;(%+ I)dx=%=8,25 u?

3
88. Calcula:J (2 - 2x - 4) dx
|

SOLUCIONARIO
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Solucion:
\ :
X3

a) F(x) = 3 —x2 - 4x
b) F(I) =—%,F(3) =-12

3 22
c) J. (2-2x—4)dx = -3 = -7,33 u?

|

A drea é negativa porque o recinto esta debaixo do eixe X.

89. Sexa f:R — R a funcién definida por f(x) = |x% - 1|

a) Esboza a grifica de f.

2
b) Calcula:J. f(x) dx
0

Solucion:

X

2

0| |
2 | 2
X2 — x = | (~x? X X2 — X
JO| Il d Jo( +1)d +J( 1) d
Sexa: F(x) = J(—xz + 1) dx

B
F(x) =—X—+x

3
F(0)=0,F(I)=%
|
2
—x2+ 1) dx = 5 u?
'[o( x= + 1) dx 3 u
G(x) = J.(xz — 1) dx
G(x)=XT3—x
2 2
G(|)=—?,G(2)=?

2
J 2= 1)dx= iu2
| 3

2 | 2
J %2 — I|dx=J (—x2 + I)dx+J. (2= 1)dx=2u?
0 0 |

TEMA 10. INTEGRAL INDEFINIDA E DEFINIDA

e
90. Calcula:J (I + L) dx
0 X

Solucion:
a) F(x) =x + L|x|
b) Fle) =e+ I;F(1) = |

<) J:(I + %) dx=F(e)-F(l)=e

3. Calculo de dareas

91. Atopa a drea da rexion plana limitada pola grifica de
f(x) = x3 — 4x, 0 eixe de abscisas,a recta x =~ | e a rec-
tax=2.

Solucion:

V¥ X

Raices: x; = —

N 4
(x3 —4x) dx = XT —2x?

0 7
] —|(X3 —4x) dx = % u?
02

(3 — 4x) dx = —4 u?
0

Area = % = 5,75 u?

92. Atopa a area do recinto limitado polas grificas destas

funciéns:
y=2-x* y = x?
Solucion:
AY
% .
/_I I\ '
Raices:xI =—I,x2 = |

B

5
J.(—x4—x2+2) dx=—X?—XT+2x

299




Exercicios e problemas

|
J (—x4—x2+2) dx=%u2
-1

Area = % =2,93 u?

93. Dada a funcién f(x) = 4 — x2, calcula a 4rea encerrada
entre a grafica f(x) e o eixe de abscisas.

Solucion:

v X

[2 2\
Raices:xI =-2, Xy = 2
B

J(4—x2) dx = 4x = 3

2
J (4—x2) dx=%u2
=5

Area = 33—2 = 10,67 u?

94. Calcula a drea da rexion limitada pola grafica da funcién
f(x) = —4x3 + 5, 0 eixe de abscisas,a rectax = —| e a
recta x = |.

Solucion:

V¥ X

Raices: x = = 1,08

Vo
2
J(—4x3 +5) dx = —x* + 5x

I
J (=43 + 5) dx = 10 u?
-

Area = 10 u2

300

4. Aplicacions da integral definida

95. O caudal dunha billa vén dado pola funcién:
f(x) =1+ 2x
onde x se mide en minutos e f(x) en litros por minuto.

a) Escribe a funcion que expresa a cantidade de auga
que bota a billa ao cabo de x minutos.

b) Canta auga bota a billa durante a quinta hora?

Solucion:

A funcion sera:

a) F(x)=J.(I +2x) dx = x + x?

5
J(I + 2x) dx

4
b) F(5) = 30; F(4) =20
c) |[F(5) —F(4)| = 10

A billa botou 10 litros.

96. A funcién de ingreso marxinal dun produto, en milléns
de euros, é:

i(x) = I5—-2x
onde x é o numero de unidades vendidas en miles.

a) Calcula que ingreso se obtén pola venda de 2000
unidades.

b) Cal é o ingreso adicional ao pasar de 2000 a 3000
unidades vendidas?

Solucion:

2
J (I5 — 2x) dx = 26 millons de euros.
0

3
J. (15— 2x) dx = 10 millons de euros.
2

97. Dous irmans herdan unha parcela que deberan repartir
entre eles. A parcela é a rexion plana limitada pola curva

[
y=\x-1 earectay = E(X— 1.
Calcula a drea da parcela.

Solucion:

SOLUCIONARIO
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Para ampliar

98. Calcula tres primitivas da funcion:

y=x

Represéntaas. En que se parecen?

Solucion:
Y=7
&
A
2
X
y=—o -3

v X

N/

Todas as curvas tefien en comun que son translaciéns ver-
ticais da integral sen constante.

99. Dada a funcién:

y=-x+ |

a) Calcula a sua integral indefinida:

b) Atopa a primitiva que pasa polo punto P(4,-1).

c) Debuxa a funcioén inicial e a primitiva que se pide no
apartado anterior.

Solucion:

a) J.(—x+ )dx = —

2

N

b) —

o

k=3

2

9

- _x
A}

2
X7+x+k

+4+k=—1

L\

Vv X

TEMA 10. INTEGRAL INDEFINIDA E DEFINIDA

100. Calcula a integral da funcion:
f(x) = x3 — 4x

Solucion:

E a integral dun polinomio.

4
X 52
) 2x4 + k
|
]0]. gdx
Solucion:
-1
2e2x +k
102. J(L + 3x2) dx
X
Solucion:

L x| +x3 + k
103. Calcula a integral da funcion:
y= ext 2

Solucion:

E a integral dunha funcién exponencial.
et 2+ k

3_
104, J (X_>;+2) i
X

Solucion:
x2 2
2 b K
|
]05.J.(X + —2) dx
X
Solucion:
x2 |
2 " x *k

106. Calcula a integral da funcion:
f(x) = Vx— |

Solucion:

Aplicase a integral dunha funcién irracional.

%(x— NVx—1 +k




Exercicios e problemas

3
107. CaIcuIa:J dx
o Xt |
Solucion:
\AY
\v*);(
3 >
a) F(x) =L|x+ 1]

b) F(0) = 0,F(3) = L 4

3
|
C),[ox+| dx=L4=1,39 u?

108. Sexa a funcién: f(x) = 2x3 + bx? + ax — 5

a) Atopa os valores de a e b, de forma que f(x) tefia un
maximo en x = | e un minimo en x = 2.

b) Atopa a drea da rexién limitada pola grifica f(x) e o
eixe X entrex =0 e x = 3.

Solucion:

a) f'(x) = 6x% + 2bx + a
Nos puntos nos que ten o maximo e o minimo, a pri-
meira derivada anulase.

Obtense o sistema:

at2b+ 6=0 _ _
a+4b+24=0}:>a_|2’b_ ?
y=23-9x2+ 12x -5
, _ _5
b) Raices: x| = I,x, = >
AY
5
| 2/t X
i3 g
4
'F(x)=T—3x3+6x2—5x
_ -_3 __ 75 pgy=_3
*F(@0) =0,F(l) = 2,F(5/2)— 32,F(3)— )
o= 5L = 3192
Area = 6 =3,19u
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109. Sexa a funcién: f(x) = 3x — x3
Atopa a drea da rexion limitada polo eixe X e esta fun-

cion.
Solucion:
Raices: x| = —\/§,x2 =0,x; = V3
Y
\ E X
1 3\—/.0 \
x4 3x2
a) F(x) = 4 + 5

b) F(-V3) = %, F(0) = 0,F(V3) = %

c) Area = % =45 u?
110. Considera as funciéns f, g: R — R definidas por:
f6) =6 -x%  gx) = x|,

a) Debuxa o recinto limitado polas graficas fe g.

x eR
b) Calcula a drea do recinto descrito no apartado ante-
rior.

Solucion:

a) Debuxo:

V¥ X

J-2 2\
b) Raices:xI =-2, Xy = y)

0
J (6—x2+x)dx=2
b 3

2
J (6—x2—x) dx=£
0 3

Area = % = 14,67 u?

111. Calcula o valor de a, positivo, para que a drea encerrada
entre a curva y = ax — x* e o eixe de abscisas sexa 36.
Representa a curva que se obtén para este valor de a.

SOLUCIONARIO
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Solucién: AY
ax—x2=0=>x=0,x=a

a
J(ax—xz)dx=36=>a=6
0

y=6x—x2 L

s
AY m?2
|/m?
J. (\& - mx) =1
0
Ve
m=—
X
0 6 w
114. Calcula a drea da rexién limitada pola curvay = eX e as
rectasx =0ex=2.
Solucioén:
112. Resolve as seguintes cuestions:
a) Debuxa a rexién limitada pola curva de ecuacién AY
y = x(3 — x) e a recta de ecuacién y = 2x — 2.
b) Atopa a area da rexién descrita no apartado ante-
rior.
Solucién:
a) Gréfica:
AY 2
___ X
2 L
—Il )f a) Jex dx = eX
7 g
E b) F2) = €% F(0) = |
| 2
j <) Area=J. e<dx = [F(2) - F(0)| = e2 - | u?
0
b) Raices: x| = —1,x, =2 115. Atopa o valor do pardmetro a sabendo que a area limi-
2 tada pola grafica da parabola y = x2 — ax e o eixe X
A 2 9 2
Area=| (-x +x+2)dx=z=4,5u 32
-1 e: T
Solucién:

113. Atopa os valores de m para que a drea da rexion limi-

. ) x—ax=0=x=0,x=a
tada pola pardbola y~ = x e a rectay = mx sexa |.

0
32
Solucioén: J. (2 —ax) d] = 3
a
Raices: x; = 0,x, = # [a3| = 64
a=4
a=—4

TEMA 10. INTEGRAL INDEFINIDA E DEFINIDA K0X]
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AY AY
& S
—4 0 g 0 4 g
Problemas
116. Calcula tres primitivas da funcion:
- ) AY
y =—X
Represéntaas. En que se parecen?
Solucién:
X2 / Z(
- —_— / »
2 A
2
y = _T +3
yY=-7% -

Vv X

Todas as curvas tefien en comuin que son translaciéns ver-
ticais da integral sen constante.

117. Dada a funcién:y = e*
a) Calcula a sua integral indefinida.
b) Atopa a primitiva que pasa polo punto P(l, I).
c) Debuxa a funcién inicial e a primitiva que se pide no
apartado anterior.

Solucion:
a) J.exdx=ex+k

byel+k=I=k=l-e>y=e+1-¢e

304

118. Calcula a integral da funcion:
f(x) = x* — 43 + x% + 6x
Solucioén:
E a integral dun polinomio.

5 3
XT—X4+XT+3x2+k

119. Calcula a integral da funcion:

x2—3x+2
f(x)=f

Solucién:
Aplicase o método de integracion de funciéns racionais.
A descomposicion é:
2
x—3+—
X

A integral é:

2
T—3x+2L|x|+k

SOLUCIONARIO
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120. Calcula a integral da funcion:
y=e>

Solucién:
E a integral dunha funcién exponencial.
—e X +k

121. A recta que pasa polos puntos (0,—6) e (I, 0) (observa
o debuxo) é a grafica da funcién derivada segunda f”
dunha certa funcién f: R — R. Sabese que a orixe per-
tence a curva y = f(x) e que nese punto a recta tanxen-
te ten pendente igual a 3. Determina unha expresién da

funcion f.
Y
y = (%)
X
Solucion:
f'(x) = 6x—6
f'(x) = 3x2 — 6x + k,
f'(0)=3=k, =3
f'(x) = 3x2 — 6x + 3
f(x) =3 = 3x? + 3x + k,
f0)=0=k,=0
f(x) = x3 — 3x% + 3x
AY
X

122. Considérase a funcién real de variable real definida por:

fix) = ==
) 2t ]

Calcula o valor de a > 0 para o cal se verifica a igual-
a

dade:J f(x) dx = |
0

Solucion:

a
X _ ! 2
Jox2+l dx = o) L@ +1)

TEMA 10. INTEGRAL INDEFINIDA E DEFINIDA

Resodlvese a ecuacion e tomase a > 0:
|

?L(a2+l)=lz>a= e2—|
AY
|
0,5
! %
05 I L5 2 25 3 35 4 45 5 -
a
123.Calculaovalordea>0paraque:J 1 dx =3
0
Solucion:
a
dx
=L@+l
Jox+| @< )
L@+1)=3=a=e3-1
AY
150
0,8
0,6
0,4
0,2
. X
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

124. Considéranse as funciéns:
f(x) =x2—2x +3,g(x) =ax? +b
a) Calcula a e b para que as grificas f(x) e g(x) sexan
tanxentes no punto de abscisa x = 2.

b) Para os mesmos valores de a e b, encontra a area li-
mitada polas graficas das funciéons e o eixe vertical Y.

Solucion:
a)a= %, b=1I
b) Area:
Z(
232 — 4x + 4 4
J dx = = = 1,33 u?
0 2 3

305
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125. Sexan as funciéns: f(x) = x2 + ax + b, g(x) = —x2 + ¢

a) Determinense a, b e c sabendo que as grificas de
ambas as funciéns se cortan nos puntos (—2,-3) e

(1,0).
b) Calculese a area da rexion limitada polas graficas f(x)
e g(x).
Solucion:
a) f(x) = x% + 2x - 3,g(x) = —x2 + |
b) Area:

VX

LA

[
Area = J (22 -2x+4)dx =9 u?
=2

126. Encontra a area do recinto delimitado por esta curva:
y =x%+4x + 5, e esta recta:y = 5

Solucion:

v X

) 0 32
Area=| (-x2-4x)dx = = 10,67 u?
4

_ 3
127. Sexa a funcién: f(x) = x* — 4x3 + x? + 6x

Calcula a area determinada pola grafica f(x), o eixe hori-
zontal eas rectasx =—l ex = 2.

Solucion:

v X

306

Raices: x;, =—I,x2=0,x3 =2,%x,=3

5 B
2) F(x) = 75 = xt+ 3+ 32
2 76

b) F(-1) = 5. F(0) = 0,F(2) = 1=

c) Area = T—? = 6,53 u?

128. Quérese dividir a rexion plana encerrada entre a para-
bolay = x? e a rectay = | en duas rexions de igual area
mediante unha recta y = a. Atopa o valor de a.

Solucion:

Aplicando o cdlculo integral, temos:

A metade de il e.%

3
& |
) = —
J.o(a x7) dx 3
3
22 _ | _ V2
3 3 %" 72

129. Resolve as seguintes cuestions:

a) Debuxa o recinto limitado polos semieixes positivos
de coordenadas e as curvas:

y=x2+ I,y=%ey=x—|

b) Atopa a drea do recinto considerado no apartado
anterior.

Solucion:

a) Recinto:

b) Area do recinto.

|
Jo(xz +1)dx= %

SOLUCIONARIO
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2
J(l—x+ I)dx=—L+L4
| x 2

Area=%+L4=2,22u2

130. Resolve as seguintes cuestions:

9-—x
4 ’

a recta tanxente a esta curva no punto de abscisa

x = | e o eixe de abscisas.

a) Debuxa o recinto limitado pola curva y =

b) Calcula a drea do recinto considerado no apartado
anterior.

Solucioén:
a) Recta tanxente:

4
N

v X

/

b) Area do recinto.

J‘35—x_9—x2 =2
2 4 )73

5
J 52de=|
3

Area = % = 1,67 u?

131. Da funcién f:R — R definida por:
fx) =ax3 +bx2 + cx +d
sabese que ten un maximo relativo en x = |, un punto
[
5
de inflexion en (0,0) e que:J f(x) dx = %
0
Calcula a,b,ced.

Solucion:
Temos un maximo relativo en x = |, a primeira derivada
anulase para x = |.

3a+2b+c=0

Temos un punto de inflexién en (0, 0), pasa por ese punto;
por tanto,d = 0 e a segunda derivada antlase en x = 0.

b=0
De onde se obtén:c = —3a
A funcioén é:

f(x) = ax® — 3ax

TEMA 10. INTEGRAL INDEFINIDA E DEFINIDA

|
J (a3 - 3ax) dx = %
0

5 _S
4 4

a==[

f(x) = —x3 + 3x

v X

Para profundar

132. A recta de ecuacién 3x —y + 2 = 0 é tanxente 4 para-
bola de ecuacién y = ax? + ¢ no punto P(l,5).

a) Calcula as constantes a e ¢ da ecuacion da paribola
describindo o procedemento que sigas.

b) Debuxa a rexion plana limitada polo eixe Y, a parabo-
la e a recta tanxente.

c) Calcula a area da rexion descrita no apartado ante-
rior.

Solucién:
a) A pendente da recta é: m = 3

A derivada da parabola é: y' = 2ax

3
Polo tanto,parax = | =2a=3=a= -

2
Se a pardbola pasa polo punto P(l, 5), dedlcese que:
=7
€72
b) Debuxo:

Vv X

I 2
C)J (3L+%—3X—2)dx=L

Area = % =0,5 u?
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133. A figura que aparece a continuacion representa a grafi-
ca dunha funcién f: [0, 7] — R:

AY

TN
N

v X

Sexa F: [0,7] — R a funcién definida por:

X
F(x) = J f(t) dt
0
a) Calcula F(4) e F(7).
b) Debuxa a grafica F(x) explicando como o fas.

Solucion:

a) F(4) é a area comprendida entre o eixe X e a funcion
no intervalo [0, 4], F(4) = 4 u%.

F(7) obtense como F(4), pero hai media unidade mais
positiva e unha e media negativa, F(7) = 3 u2.

A férmula de F(x) é:
* No intervalo [0, 4] é:

f(t) = | = F(x) =x
* No intervalo [4, 6] é:

2
fle) =—x+ 5= F(x) ==+ 5x + k,

coa condicion de que debe pasar polo punto P(4,4).
De onde se obtén que k; = —8.

2
F(x) ==+ 5x— 8

* No intervalo [6,7] é:
f(t) =—1 = F(x) =—x *+ k,
coa condicién de que debe pasar polo punto P(6, 4).
De onde se obtén que k, = 10.

F(x) =—x+ 10
X se0<x<4
2
F(x) = —X7+5x—8 sed4<x<6
—x+ 10 se6<x<7
b) AY

VX

134. Atopa a recta tanxente 4 curva de ecuacion y = x3 — 3x
no punto de abscisa x = —1.

Debuxa o recinto limitado por esta recta tanxente e a
curva dada e calcula a sta érea.

308

Solucion:
AY
[N
/ | 2 -
A recta tanxente no punto de abscisax =—| éy = 2.

4

2
J. (2 —x3 + 3x) dx=£
[

Area = % = 6,75 u?

135. Calcula a drea da rexién limitada polas curvas:y = e,
y=e X earecta:x = |

Solucion:

v X

o 1
' |
J.(ex—e‘x)dx=e+——2
0 e

Area=e+%—2= 1,09 u?

136. Na figura aparece unha curva que representa unha fun-
cion polinédmica de grao 2. Os puntos de interseccion
da curva co eixe X son o A(l,0) e o B(3,0). Ademais, a
area limitada pola curva e os dous eixes coordenados
vale 4/3. Atopa a expresion desta funcion.

AY

N\

Vv X

Solucién:
f(x) =a(x— I)(x—3)
f(x) = a(x? — 4x + 3)
|
4
2 _4x+3)dx=—~ =1
aJO(x X + 3) dx 3 =2
f(x) = —x2 + 4x — 3

SOLUCIONARIO
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137. Debuxa coa maior exactitude posible as grificas das

-, Raices:x, = I,x, =2,x, =4
funcions f(x) = 3x2 — 6x e g(x) = —x* + 6x — 8. Repre- ! 2 3
senta o recinto limitado por ambas as funciéns e obtén 2( 2 %) dx =3 42
a sta area. | XTTAXjAx ==
Solucién: 4
[e-x-max=1242
Y 2 3 3
h X |1 2
! > Area= —=3,67u
L2 3
140. Calcula o valor de a > 0 para que:
3
Raices:x; = |,x, =2 I
| 2 dx =5
2 2 Jo x+ta
J‘(—4x2+l2x—8)dx=? ..
[ Solucion:
: 2 3
= — = 2 +
Area 3 0,67 u I dx=L(3+a)—La=L3 2
oXta
138. Representa graficamente o recinto plano limitado pola L 3ta _ 5= 3ta _ S =a= 3
curva 'y = x3 — x e a sUa recta tanxente no punto de a a e’ |
abscisa x = I. Calcula a sta area.
Solucién: 141. Considéranse as curvas y = x? e y = a, onde a é un nu-
A ecuacidn da recta tanxente no punto P(| ,0) é: mero real comprendido entre 0 e |(0 <ac< |) Ambas
y=2x-2 as curvas cortanse no punto (X, y,) con abscisa positi-
AY va. Atopa a sabendo que a area encerrada entre ambas
as curvas dende x = 0 ata x = x;, € igual & encerrada en-
X tre elas dende x = xj ata x = I.
»
I >
Solucion:
AY
10 f
0.8 i
0,6 t
S s e ey A o e s
[ 02 : :
27 ' - ! X
3 _ au = = ; >
J_z(x P S 4 0,2 014 0,6 0,8 100 12

27 Ao punto (X, y,) pddeselle chamar: (\/g,a)

Area = =+ = 6,75 u?
Va [
J (a—xz)dx=J (x2 - a) dx
139. Determina a drea comprendida entre a curva y = x2,a ° Ve
curvay = Vx e a recta que pasa polos puntos A(2,4) e la 2= la@ _a+ il
B4,2). 3 3 3

a= —

Solucién: 3

142. Considera a funcién f: R — R definida por:
fx) =2+ x—-x2

2
Calcula a,a < 2, de forma que:J f(x) dx = %
a

v X
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Solucion:

2 9
J(2+x+x2)dx=i
a
2 _2 . 10_9 o ._7
3 2 ATz TpymatThaTg

Ovalora<2éa=-1I

143. Da grifica da funcién polindmica f: R — R dada por:
f(x) =x3 +ax? + bx + ¢
cofiécense os seguintes datos: que pasa pola orixe de
coordenadas e que nos puntos de abscisas | e —3 ten

tanxentes paralelas 4 bisectriz do segundo e cuarto
cuadrantes.

a) Calculaa,b e c.

b) Debuxa o recinto limitado pola grafica da funcion
f(x) e o eixe de abscisas, e calcula a sua area.

Solucion:
a)a=3,b=-10,c=0
f(x) = x3 + 3x2 — 10x

b) Debuxo:
AY
30
20
10
2
—6][5—4—3—2—I DZEE "
Raices:xI = —5,x2 =0, X3 = 2
X4
F(x) = vy + x3 — 5x2

F(-5) = —3%, F(0) = 0,F(2) =8

Area = 44ﬂ = 101,75 u?

310

144. Determina unha constante positiva a sabendo que a fi-
gura plana limitada pola parabola y = 3ax? + 2x, a recta
y=0earectax =aten area (a2 — |)2

Solucién:

A parabola pasa pola orixe de coordenadas.

VX

1

a
J. (3ax2 + 2x) dx = a* + a2
0

Por tanto:
at+a2= (az— I)2
Ao resolver esta ecuacion, obtense:

i3
2R e

3

S6 se toma o resultado positivo, como indica o enunciado
do problema.

SOLUCIONARIO
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Linux/Windows WiR:s Windows Derive (@

Paso a paso

145. Calcula a seguinte integral indefinida:

Solucién:
J(CSX +x2) dx Resolto no libro do alumnado.
Solucién: 147. Debuxa e calcql? a drea d(; recinto limita‘ldo polo
Resolto no libro do alumnado. E’jeﬁ? e a funcién f(x) = x* — 2x — 3 no intervalo
146. Calcula a integral: Solucién:

F(x) = J(ZX —5) dx Resolto no libro do alumnado.

Atopa a primitiva que pase polo punto P(4, 3).
paap due pase pofo p 148. Internet. Abre: www.xerais.es ¢ clixe Matemati-

Representa a primitiva obtida para comprobar que
cas, curso ¢ tema.

pasa por este punto.

Practica
]49.J(X3—6X2+ 1) dx 152.J5 7% dx
Solucidn: Solucidn:
Exercicio 149 Exercicio 152
1 75°%
3 — By2 ey e . 75%
‘f{x 6x +1)dx—>4x 2-x9+x ‘./.57 dx-}ln('{)
|
153 JA; dx
150. Ji dx (x + 3)?
<3
Solucién:
Solucién:
Exercicio 153
Exercicio 150 2 N -2
5 P -5 (x +3)2 X x+3
x3 2-x2

1 154. J-(e"/ 5+ x%) dx
]5].'[— dx
(3x +5)

Solucién:
Solucidén: Exercicio 154
st x X X3
Exercicio 151 ‘f(es +x2)dx - 5-e5+%

1 o
ST v S—" # ——
‘_/.(3;”5)2 D= gxie
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155. Calcula a integral: F(x) = J-(3X2 —4x—1)dx

Atopa a primitiva que pase polo punto P(2, 1). Re-
presenta a primitiva obtida para comprobar que pa-
sa por este punto.

Solucién:

[ Exercicio 155
| f{x) =3x2 - 4x -1 => x—3-x2-4-x—1

F(x) =ff(x) dx =» x—=x3-2.x2-x

| P = punte(2, 1) => (2,1)
Substituimos o punto P(2, 1)
| resolver(F(2) +k = 1) => {{k=3}}
A funcion é:
|F(x) =F(x) +3 = xx3-2.x2-x+3
| debuxar(F(x), {cor = negro, anchura_lifia = 2})
| debuxar(P, {cor = negro, tamafio_punto = 8})

WiR!S
e DEe e uBoEs s aBEOD |

156. Debuxa o recinto correspondente e calcula a se-
guinte integral definida:

Js(x —1)dx

2
Observa e xustifica o signo do valor obtido.

312

Solucidn:

[ Problema 156
[f(X) =x =1 =>» x+1x-1
| debuxar(x = 2, {cor = negro, anchura_lifia = 2})
| debuxar(x = 5, {cor = negro, anchura_lifia = 2})
| debuxar(f{x), {cor = negro, anchura_lifia = 2})
| resolver(f(x) =0) => {{x=1}}

Hai unha soa rexion no intervalo [2, 5]

5
15
-
-/2. o & 2

O signo é positivo porque a rexion esta enriba do eixe X.

l |(LJE

poullosssBon |

|10

157. Debuxa o recinto correspondente e calcula a se-
guinte integral definida:

4
J (x2 — 6x + 4) dx
1
Observa e xustifica o signo do valor obtido.

Solucién:

| Problema 157

| f(x) =x2 - 6x + 4 = x—+x2-6-x+4

| debuxar(x = 1, {cor = negro, anchura_lifia = 2})

| debuxar(x = 4, {cor = negro, anchura_lifia = 2})

| debuxar(f{x), {cor = negro, anchura_lifia = 2})

| resolver(f(x) = 0) => {{x=-/5+3},{x=y/5+3}}

Hai unha soa rexion no intervalo [1, 4]

4
ff(x) dx = -12
1

0O signo & negativo porque a rexion esta debaixo do eixe X.

SOLUCIONARIO
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158. Debuxa o recinto correspondente e calcula a se-
guinte integral definida.

4
J x| dx
-4

Solucién:

[ Problema 158

| f(x) = [x] = x~—|x]|

| debuxar(x = -4, {cor = negro, anchura_lifia = 2})
| debuxar(x = 4, {cor = negro, anchura_lifia = 2})

| debuxar(f(x), {cor = negro, anchura_lifia = 2})

4
‘/ f(x) dx => 16
-4

1 tabolsirol

WiRS

5 DBe e b oEs s 5B |
curval 10 I

TEMA 10. INTEGRAL INDEFINIDA E DEFINIDA

0

Windows Derive

159. Debuxa o recinto limitado polas seguintes funciéns
e calcula a sta drea.

f(x) =4 —x2 gx) =2x +1

Solucién:

[ Problema 159

|f(x) =4 - x2 = x—-x2+4

|g(x) =2x + 1 => x—2-x+1

| debuxar(f{x), {cor = negro, anchura_lifia = 2})
| debuxar(g(x), {cor = negro, anchura_lifia = 2})
| resolver(f(x) = g(x)) =» {{x=-3},{x=1}}

1

32

‘f (fOx) = g(x)) dx => —-
-3

. 32
Area = =5 u?
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160. Debuxa e calcula a drea do recinto limitado polo

eixe X e a funcién:
fx) =—x3 +x% + 2x

Solucién:

| Problema 160

[ f(x) = =x3 + x2+ 2x => x=-x3+x2+2.x

| debuxar(f(x), {cor = negro, anchura_lifa = 2})

| debuxar(y = 0, {cor = negro, anchura_lifia = 2})

| resolver(f(x) = 0) = {{x=-1}, {x=0}, {x=2}}
Hai duas rexions nos intervalos [-1,0] e [0, 2]

0
5
/f(x) dx =» T
-1
? 8
ﬁ e
./D.f(x)dx 3

|_i|+|3| il
121713 12
3r.

= = 3
12 3.0833

. 37
. N 2
Area 12 u 3,08 u

Ell=

e oullo@sss B |

10
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161. Unha fdbrica produce chips para ordenadores. A

funcién de ingreso marxinal vén dada por:
2

x+ 1
onde x é o niimero de chips vendidos e i(x) vén
dado en euros. Se a fibrica vende 10 000 unidades,
cales son os ingresos obtidos?

ix) =3+

Debuxa a rexién correspondente aos ingresos obti-

dos.

Solucidn:

[ Problema 161
A 3:x+5

X+1 X+1
| taboleiro {centro = punto(5000, 1), anchura = 11000, altura = 6}
| debuxar(x = 0, {cor = negro, anchura_lifia = 2})
| debuxar(x = 10000, {cor = negro, anchura_lifia = 2})
| debuxar(i(x), {cor = negro, anchura_lina = 2})
| resolveri(f(x) = 0) = {T}

Hai unha dnica rexion no intervalo [0, 12]

10000
f i(x) dx = 30018.
0

i(x) =3 +

Ingresos = 30018 €

WiRIS
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162. Calcula a drea encerrada polas funciéns:
f(x) = x> + 3x%, g(x) =x + 3

Solucidn:

| Problema 162

| f(x) = x3 +3x2 = xx3+3-x2

|g(x) =x +3 => xx+3

| resolver(f(x) = g(x)) =» {{x=-3}, {x=-1}, {x=1}}
| debuxar (f(x), {cor = negro, anchura_lifa = 2})

| debuxar(g(x), {cor = negro, anchura_lifia = 2})

| debuxar(x = -3, {cor = negro, anchura_lifia = 2})

| debuxar(x = -1, {cor = negro, anchura_lifia = 2})

| debuxar(x = 1, {cor = negro, anchura_lifia = 2})

-1
‘f (f(x) — g(x))dx =» 4
-3

1
‘f (fix) — g(x))dx = -4
-1

| Area = |4] + |-4] = 8
Area=8u?

TEMA 10. INTEGRAL INDEFINIDA E DEFINIDA

Windows Derive (@

163. Nunha cidade de 500 000 habitantes, estimase que

a velocidade de enfermos por dia que hai nunha
epidemia de gripe, segue a funcidn:

fx) = 2x + 20
onde x se mide en dias e f(x) en miles de persoas
cada dfa.

Calcula o nimero de persoas que enfermardn entre
o segundo dfa e o quinto dfa.

Solucién:

[ Problema 163

| f{x) =2x + 20 =» x—2.x+20

| resolver(f(x) =0) => {{x=-10}}

| taboleiro {centro = punto(2.5, 15), anchura = 6, altura = 40}
| debuxar(f(x), {cor = negro, anchura_lifia = 2})

| debuxar(x = 2, {cor = negro, anchura_lifia = 2})

| debuxar(x =5, {cor = negro, anchura_lifia = 2})

5
/f(x) dx = 81
2

Habera en total 81000 enfermos.

r""’-
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164. O ritmo de crecemento dunha determinada poboa-
cién de peixes vén dado pola funcién:

f(x) =—x% +2x + 8
onde x se mide en meses e f(x) en miles de peixes
por cada mes.

Calcula o crecemento de peixes nos tres primeiros
meses.

Solucién:

[ Problema 164

|flx) = - x2 + 2x + 8 => x—-x2+2-x+8

| resolver(f(x) = 0) = {{x=-2}, {x=4}}

| taboleiro {centro = punto(1.5, 5), anchura = 4, altura = 12}
| debuxar(f(x), {cor = negro, anchura_lifia = 2}) 2})

| debuxar(x = 0, {cor = negro, anchura_lifia = 2})2})

| debuxar(x = 3, {cor = negro, anchura_lifia = 2})2})

3
/ f(x) dx =» 24
0

A poboacion creceu en 24000 peixes.
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165. Estimase que o ritmo de crecemento dun feto du-
rante o embarazo vén dado pola funcién:

2
fx) ==+ X

200 5
onde x se mide en semanas e f(x) en centimetros
por semana. Calcula canto creceu o feto nas 30
primeiras semanas.

Solucién:

[ Problema 165
x2 X 1 1
‘f(x) = - ﬁ + g — XH—ﬁ'XZ‘Fg'X
| resolver(f{x) = 0) =» {{x=0}, {x=40}}
| taboleiro{centro = punto(15, 1), anchura = 35, altura = 3}
| debuxar(f(x), {cor = negro, anchura_lifia = 2})
| debuxar(x = 0, {cor = negro, anchura_lifia = 2})
| debuxar(x = 30, {cor = negro, anchura_lifia = 2})

30
f f(x) dx => 45
0

Creceu 45cm.

WiRIS
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Problemas propostos

1. Dada a funcién f(x) = 4 — 3x2 + x3, determina:
a) A monotonia e a curvatura de f(x).

b) Os puntos onde a funcién alcanza os seus extremos
relativos.

c) A ecuacién da recta tanxente 4 grafica de f(x) no punto
de abscisa x =—1.

Solucién:

a) Calculanse a |* derivada para estudar a monotonia e a
2 derivada para a curvatura:
f'(x) = —6x + 3x2
f'(x) = —6 + 6x
Estudo da monotonia:
fX)=0=3x*-6x=0=3x(x—-2)=0=>x=0,x=2
Sex=0=f0)=4-3-02+03=4=A(0,4)
Sex=2=f(0)=4-3-22+23=0= B(2,0)
x=1=f(1)=3-12-6-1=3-6=-3<0()
il A S T R SR

X 0 2
Crecente (7): (=20, 0) U (2, +o0)
Decrecente: (\): (0,2)

Estudo da curvatura:
f'x)=0=6x-6=0=x= |
Sex=1=f(l)=4-3-12+13= 2= C(l,2)
x=0=>f"0)=6-0-6=-6<0(-)

f'(x) - +

x 0
Convexa (U): (I, +o0)
Céncava (N): (=0, 1)

b) Extremos relativos:
f'0)=6-0-6=-6<0(-) = A(0,4) € un maxi-
mo relativo.
f'"2)=6-2-6=6>0(+) = B(2,0) &€ un minimo
relativo.

c) Ecuacion recta tanxente:
Sex=—1=f(-1)=4-3-(=1)2+ (=1} =0=P(-1,0)
f'—1)=3(-=1)%-6(-1)=9
A recta tanxente é:
y-0=9x+1)=y=9%+9

2. Dada a funcioén:

|x + 2] sex <—|
f(x) =1k se—|l <x<|
x-2)?2 sex>I

a) Atopa o valor de k para que a grifica sexa continua pa-
rax=—1.

b) Para ese valor de k, debuxa a grafica.

BLOQUE II. ANALISE

c) Calcula a area do recinto limitado pola grafica de f e o
eixe de abscisas.

Solucion:
—x -2 sex<-2
x+2 se—-2<x<—1|
o) 19 = k se—| <x< |
(x-2)2 sex>|

A funcién esta definida por catro funciéns polinomicas
que son continuas en todo R. Os Unicos puntos nos
que pode haber problemas son os valores nos que
cambia a definicién. En concreto,x = —1I,x = |.

Para que sexa continua os limites laterais deben coinci-
dir e ser iguais ao valor da funcién.

Enx=-1:
f1) =1
lim f(x) = lim (x+2)=1I
x——1" x——1- _
k=1
lim f(x)= lim k=k
x—>—I1* x——I1*
Enx=1I:
f(l) =1
lim f(x) = lim k=k
x— 1~ x— I~ =
lim_ f(x) = lim_ (x-2)2=1
x— 1 x— 1%
Para k = | a funcién é continua.
b) AY
\/—\ X
c) AY
N\ X
fx)=0=>x=-2,x=2
[ 2
X
_ _ < _
o) 2x sex<-2
X 4y 2<x<-—|
Z_+ — —
Fx) =12 X se -2 <x<
X se—l <x< |
e
T—2x2+4x sex> |
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A, = :I(x+2) dx =|F(—I)—F(—2)|=%
A, = .._Ildx = |F(1) - F(=1)| =2

A, = u.lz(x—z)2 dx| = [F2) - F(1)| :%
A:L+2+L_%uz

3. a) Sef' é a derivada da funcién dada por:
3
f(x) = 2x3 — 6x2 + & (x # 0), calcula f'(-2).

b) Debuxa a funcién f(x) = 2x> — 6x2 Obtén a area que li-
mitan a curva e o eixe X entre x =2 e x = 4.

Solucion:
a) f'(x) = 6x% — 12x — 12
X5
387
f'-2)= —
2=
b) AY
40
30
20
10
- I X
fx) =0=x=0,x=3
F(x) = J(2x3 - 6x2) dx = %x“ -2x3
F(2) = -8 F@3) = —%; F4)=0
R, I
A, =[] (2 -6x*) dx| = |F(3) - F(2)| = ey
2
e 27
A, = || (2x° —6x%) dx| = |F(4) -F(3)| = e
3
, I 27
Area=—+"=19u?
rea 7 > u

4. O custo de fabricacion en euros de x unidades dun artigo
vén dado pola funcioén:

f(x) = x—2Vx +20

a) Cal é a funcién que determina o custo de fabricacién
unitario?

b) Para que producién resulta minimo o custo unitario?
Canto vale este? Xustifica que é minimo.

318

Solucioén:
a) Custo de fabricacién unitario.

fx) _ x—2Vx+20 2Vx 20
c(x) = L= =1~ + =
X X X X

2Vx 20

cx)=1- < + T

b) Minimo custo unitario.

Vx 20 Vx 20
T2 2

c'(x) - —X—:>c(x)=0:>7—7:0:>

x = 400

g e 3V 40

c"(x) = _W+7 = c"(400) = 1/6 400000 > 0 =

minimo relativo.
Para x = 400 unidades é minimo.
c(400) = 1/6 400 000 € cada unidade.

5. Supofiamos que temos un arame de lonxitude a e queré-
molo dividir en dlas partes que van servir de base a ca-
danseu rectdngulo. Nun dos rectdngulos a sUa altura é o
dobre da sta base e no outro a sua altura é o triplo da
sta base. Determina o punto polo cal debemos cortar o
arame para que a suma das dreas dos dous rectangulos
sexa minima.

Solucion:
a) Datos, incégnitas e debuxo:

3y
2x

2 Y

b) Funcion que hai que maximizar:
A(X,y) =x - 2x +y - 3y = 2x2 + 3y?
Suxeita as condiciéns:x +y=a=y=a—-x
c) Escribese a funcion cunha soa variable:
A(x) = 2x2 + 3(a — x)2
d) Calculanse maximos e minimos:
A'(X) =4x — 6(a—x) = |0x — 6a
A'X)=0= I0x—62a=0 = x = 3a/5
e) Comprobase na 2* derivada:
A"(x) = 10 >0 (+) = minimo relativo.

Hai que cortala polos 3/5.

SOLUCIONARIO
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6. Un taller artesanal estd especializado na produciéon de
certo tipo de xoguetes. Os custos de fabricacion, C(x), en
euros estan relacionados co nimero de xoguetes fabrica-
dos, x, a través da expresion:

C(x) =10x2 — 1 850x + 25000
O prezo de venda de cada xoguete é de 50 €.

a) Formula a funcién de ingresos que obtén o taller coa
venda dos xoguetes producidos.

b) Formula a funcién de beneficios, entendidos como di-
ferenza entre ingresos e custos de fabricacion.

c) Cantos xoguetes debe fabricar para maximizar benefi-
cios? A canto ascenderan estes beneficios?

Solucién:
a) Funciodn ingresos:
I(x) = 50x

b) Funcién beneficios:
B(x) = I(x) — C(x) = 50x — (10x? — 1 850x + 25000)
B(x) ==10x2 + 1 900x — 25 000

c) Maximizar os beneficios:
B'(x) = —20x + 1900
B'(x) =0 = —20x + 1900 = 0 = x = 95 xoguetes.
B"(x) =—20 < 0 (-) = maximo relativo.
B(95) =—10 - 952 + 1900 - 95 — 25000 = 65250 €
Os beneficios ascenden a 65 250 €.

7. O consumo dun motor, nun traballo de 6 horas, vén dado
pola expresion:

C(t) = —t% + 8t + 20, sendo t o tempo en horas,
0<t<é

a) Que momento é o de maior consumo? Canto é o con-
sumo maximo?

b) Canto consome en total o motor nas 6 horas que dura
o traballo?

Solucion:

Vv X

a) Maximo consumo:
C'(t)=—2t+8
C'(x)=0=-2t+8=0= t =4 horas.

BLOQUE II. ANALISE

C"(t) = -2 < 0 (-) > méaximo relativo.
C(4)=-4>+8-4+20=36

b) Consumo total:
6

O consumo total é:j (—t% + 8t + 20) dx
0

B
F(t) = J.(—t2 + 8t + 20) dx = —t? + 462 + 20t

F0)=0
F(6) = 192
Consumo total = 192

8. Estuda a continuidade da funcién:

x3 —5x + 2

x*—5x + 6

e clasifica as descontinuidades que se atopen. E posible

definir de novo a funcién para evitar algunha descontinui-
dade?

f(x) =

Solucion:
Factorizando o numerador e o denominador obtense:
(x-2)(x+ | —V2)x + | +12)

(x—2)(x-13)

E descontinua en x = 2, x = 3.

f() =

a) x = 2 é unha descontinuidade evitable; evitase definindo
f(x) como a funcién simplificada.
)2 x=D(x+ | —\V2)(x+ 1 +V2) _ x2+2x— |
(x—-2)(x—13) x—3

f(x

b) x = 3 é unha descontinuidade de |I* especie de salto in-
finito.

9. O nimero de prazas ocupadas dun aparcadoiro, ao longo
das 24 horas dun dia, vén expresado pola seguinte fun-
cion:

1 680 + 20t
f(t) = - 10t2 + 260t + 400
—10t2 + 360t + 1200

se0<t<8
se8<t< 16
se l6<t<?24

a) A que hora do dia presenta o aparcadoiro unha ocupa-
cion maxima? Cantos coches hai a esa hora!

b) Entre que horas a ocupacién do aparcadoiro € igual ou
superior a 2000 prazas!?

Solucién:
a) Maximo:
Hai que atopar o maximo absoluto; para isto, atopanse

os maximos relativos en cada un dos intervalos e nos
extremos dos intervalos.

O primeiro anaco é unha recta, que imos chamar:

g(t) = 1680 + 20t = non ten maximos relativos.

319




Problemas propostos

g(0) = 1680

g(8) = 1840

O segundo anaco ¢é parte dunha parabola; imolo cha-
mar:

h(t) = —10t? + 260t + 400

h'(t) = —20t + 260, h'(t) =0 = —-20t + 260 = 0 =
t=13

h(13) =2090

h"(t) = =20 < 0 (=) = maximo relativo.
h(8) = 1 840

h(16) = 2000

O terceiro anaco é parte dunha parabola; imolo cha-
mar:

i(t) = —10t2 + 360t + 1200

i'(t) = —20t + 360,i'(t) =0 =—-20t +360=0=1t= 18
i(18) = 4440

i"(t) = —20 < 0 (-) = méaximo relativo.

i(16) = 4400

i(24) = 4080

O maximo absoluto é para t = |8 horas e nese mo-
mento hai 4440 coches.

b) Ocupacion superior a 2000 prazas:

10.
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Hai que resolver as inecuacions:
1 680 + 20t > 2000 = x > 16, que non serve.
—10t2 + 260t + 400 > 2000 = 10<t< 16

—10t2 + 360t + 1200 > 2000 = 2,38 < t < 33,62, s6
serve: |6 <t<24

A funcién:
2
(9 = t . t+ |
e+ |
representa a concentracion de osixeno nun estanque
contaminado por residuos organicos nun tempo t (me-
dido en semanas).

a) Atopa os intervalos de crecemento e decrecemento
de f(t) para t = 0, asi como os instantes nos que a
concentracion é maxima e minima.

b) De forma razoada, e conforme aos datos anteriores,
representa graficamente a funcién para t = 0, estu-
dando con todo detalle as suas asintotas.

Solucion:

a) Maximos, minimos e crecemento:

2
ff)=0=>t2—1=0=t=1,t=—I;t=—1 non serve.
f(l)=1/2

93 +
F(e) = (t22t+ |;3t
f'(1) = 1/2 > 0 (+) = minimo relativo.
f(0) = |

O méximo alcdnzao no instante inicial, t = 0, e o mini-
moent=1|.

f'(2) = 3/25

f'(x) - +

X 0 1
Crecente (7): (1, +)
Decrecente: (N): (0, 1)

b) Asintotas e grafica:

AY
1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

S

I 23 45 6 7 8 9101l

Verticais: non ten, porque o denominador nunca se
anula.

Horizontais:

2+ | . -
k = lim tZT = |, é cociente dos coeficientes
t—>+oo
principais.

Asintota horizontal: k = |

Oblicuas: non ten, porque o grao do numerador non
€ un mais ca o do denominador.
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