.§ Aplicacions
das derivadas

1. Maximos, minimos e monotonia

M Pensa e calcula
2

Dada a grafica da funcién f(x) =

Solucién:

Maximo relativo: O(0, 0)
Minimo relativo: B(2, 4)
Crecente (7): (=20, 0) U (2, +o0)
Decrecente (\): (0, 1) U (1,2)

X ' . 7.
I representada na marxe, atopa 0s maximos e os mini- AY

mos relativos e os intervalos de crecemento e decrecemento.

@ Aplica a teoria

I. Calcula os maximos e os minimos relativos e determi-
na a monotonia das seguintes funciéns:

a)y=x3-3x2+3 b) y = 3x* — 4x3

Solucién:

a) y' = 3x2 - 6x
y=0=>x=0,x=2
Maximo relativo: A(0, 3)
Minimo relativo: B(2,—1)
Crecente (2): (—o0,0) U (2, +o0)
Decrecente (\): (0, 2)

b) y' = 123 — 12x2
y=0=>x=0,x= 1|
Maximo relativo: non ten.
Minimo relativo: A(l,—1)
Crecente (7): (I, +<0)
Decrecente (\): (=0, I)

2. Calcula os maximos e os minimos relativos e determi-
na a monotonia da seguinte funcién:

X2+
Y X
Solucion:
Lox2—|
V4 2
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y=0=>x=-1,x=1|

Maximo relativo: A(—1,—-2)
Minimo relativo: B(I, 2)

Crecente (7): (—oo,— 1) U (I, +0)
Decrecente (N): (—1,0) U (0, 1)

3. Calcula os maximos e os minimos relativos e determi-
na a monotonia da seguinte funcién:

_ 3
Y x2 + |

Solucion:

= 6X
Y (X2+|)2
y=0=>x=0

Maximo relativo:A(O, 3)
Minimo relativo: non ten.
Crecente (7): (-0, 0)
Decrecente (\): (0, +o0)

4. Calcula os maximos e os minimos relativos e determi-
na a monotonia da seguinte funcién:y = Vx? + 4

Solucion:
X

y=m y=0=x=0

SOLUCIONARIO
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Maximo relativo: non ten.
Minimo relativo: A(0, 2)
Crecente (2): (0, +c0)
Decrecente (\): (—oo, 0)

5. Calcula os maximos e os minimos relativos e determi-
na a monotonia da seguinte funcién:y = (2 — x)e*

Solucion:

y' = (I —x)e* y=0=>x=1I
Maximo relativo: A(l, e)

Minimo relativo: non ten.

Crecente (7): (—eo, I)

Decrecente (\): (I, +o0)

2. Puntos de inflexion e curvatura

N Pensa e calcula

2x
Dada y Ny
concavidade e convexidade.
Solucion:
Punto de inflexién: O(0, 0)
Convexa (U): (—oe, 0)
Céncava (N): (0, + o)

representada na marxe, atopa os puntos de inflexién e os intervalos de

2x

= T

Vv X

@ Aplica a teoria

6. Calcula os puntos de inflexién e determina a curvatura
das seguintes funcions:

a) y =x3-9x2+27x-26 b) y = —x3+3x2 -2

Solucion:
a)y' =3x2— 18x + 27

y'=6x-18
y'=0=x=3
y"=6
y"(3)=6=0

Punto de inflexién:A(3, I)
Convexa (U): (3, +<0)
Concava (N): (—oo, 3)

b) y' = —3x2 + 6x

y'=—-6x+6
y'=0=x=I
y" =-6
y"(I)=-6%0

Punto de inflexion:A(l, 0)
Convexa (U): (—oo, 1)
Céncava (N): (I, +o0)

TEMA 8. APLICACIONS DAS DERIVADAS

7. Calcula os puntos de inflexién e determina a curvatura
da seguinte funcion:

Solucién:

Lo X2+

T
o 2x(x2 + 3)
N

y'=0=>x=0

"o _ 6(x*+6x2 + 1)

(2= 1*

y"(0)=—-6+0
Punto de inflexién: O(0, 0)
Convexa (U): (—=1,0) U (I, +e0)
Coéncava (N): (—o=,—1) U (0, I)

8. Calcula os puntos de inflexién e determina a curvatura
da seguinte funcion:

_ 3x
Y x2+ |
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Solucion:
3 —x?)
62+ 1)2
0 6x(x2 — 3)
62+ 1)}
y"'=0=>x=-v3,x=0,x=1V3

" I8!x4—6x2+I2
y" =

(X2+ |)4
y"(V3)=9/16 0
y"(0)=—18%0

y"(V3)=9/16 20

Puntos de inflexién:
A(-V3,-3v3/4),0(0,0), B(\'3,3V3/4)
Convexa (U): (-V3,0) U (V3, +)
Céncava (N): (—e2,—V3) U (0, V3)

9. Calcula os puntos de inflexion e determina a curvatura
da funcién:y = xe*

Solucion:
y'= (x + 1)eX
y" = (x + 2)eX

y'=0=>x=-2

Y = (x+ 3)ex

y"(=2) = 1/e2%0

Punto de inflexion:A(-2,—2/e?)
Convexa (U): (=2, + <)
Concava (N): (—oo,—-2)

10. Calcula os puntos de inflexién e determina a curvatu-
ra da funcién:y = L (x* + 4)

Solucion:
, 2x

x2 + 4
w_ 202-4
T (X2 + 4)2
y'=0=>x=-2,x=2
"o 4x(x2 - 12)

(2 + 4]
y"(=2)=1/8%0
y"2)=-1/8%0
Puntos de inflexion:A(-2,3 L 2),B(2,3 L 2)
Convexa (U): (-2,2)

Céncava (N): (—o0,—=2) U (2, + o)

3. Problemas de derivadas

N Pensa e calcula

eb.

Solucion:
f(x) = x? — 4x + 4

A funcién f(x) = x2 + ax + b pasa polo punto A(0, 4) e ten un minimo no punto B(2, 0). Calcula mentalmente o valor de a

@ Aplica a teoria

I 1. Obtén os valores dos parametros a, b e c para que a
funcion f(x) = ax® + bx + ¢ pase polo punto O(0,0) e
tefia un minimo local en A(I,—1).

Solucioén:
a) Pasa por O(0,0):
f0)=0=c=0

b) Pasa por A(l,—1):
fl)=—-1 >a+b+c=-1I
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c) Ten un minimo local en A(l,—1).
f'(x) =3ax2 + b

f'(1)=0=3a+b=0
Resodlvese o sistema:
c= 0
3a+b = 0r=a=1/2,b=-3/2,c=0
atb+tc=-1I
153
A funcion é:f(x) = 5 x> — X

2 2
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12. Calcula dous nimeros cuxa suma sexa 100 e o seu
produto sexa maximo.
Solucion:
a) Incégnitas e datos.
X = primeiro ndmero.
y = segundo nimero.
x +y=100

b) Funcién que hai que maximizar.

f(x.y) =xy
Suxeitoa:x +y =100 = y = 100 — x

c) Escribese a funcién cunha soa variable.
f(x) = x(100 —x)
f(x) = 100x — x2

d) Calculanse os maximos e minimos relativos.
f'(x) = 100 — 2x
100-2x=0=x=150
Sex=50=y=50

e) Comprobase na segunda derivada.

f"(x) = =2 < 0 () = maximo relativo.

f) O primeiro nimero é x = 50; o segundo, y = 50.

13. Calcula as dimensiéns dun rectangulo cuxo perimetro
mida 64 m e a sUa drea sexa maxima.
Solucioén:
a) Incégnitas, datos e debuxo.
x = lonxitude da base.
y = altura.

Perimetro = 64 m

S(xy) = xy

~

b) Funcién que hai que maximizar.
S(xy) = xy
Suxeita as condicidns:

Perimetro = 64 m = x +y = 32

c) Escribese a ecuacién cunha soa variable.
x+ty=32=>y=32-x
S(x) =x(32 —x)
S(x) = 32x — x?

TEMA 8. APLICACIONS DAS DERIVADAS

d) Calctlanse os méaximos e minimos relativos derivando.
S'(x) =32 - 2x
32-2x=0=x=16
Sex=l6=>y=16

e) Comprébase na segunda derivada.

S"(x) =—2 < 0 (-) = méaximo relativo.

f) O recinto mide 16 m por 16 m.

14. Calcula a drea do maior triangulo iséscele inscrito nun
circulo de raio 4 cm.

Solucioén:

a) Incégnitas, datos e debuxo.
2y = base do triangulo

h = altura do tridngulo = BD

B

>

%
x O 4cm

O

~

Sexa:x = OD
O triangulo ABC é rectangulo en A.
Polo teorema da altura:
y2=BD-DC=(4+x)-(4-x) = 16 —x*
b) Funcién que hai que minimizar.
Ay, h) = %2yh
Suxeita as condicions:
)/2: |6_X2:>y: m
h=4+x
c) Escribese a ecuacién cunha soa variable.
Ax) = V16 —-x2(4+x)
Ax) = (4 +x)V 16 — x2

d) Calculanse os maximos e minimos relativos derivando.

AG) = V18- — (449X —

Ay = VT6—xE - X
16 —x2 _ 4x + x2

V16— x2

Se x = —4, non ten sentido no problema.
Sex=2cm=y=7V12 cm;h=6cm

=0=>x=-4,x=2




e) Comprobase na segunda derivada.
X + x3 —32x — 64

Vie-x2 (16 -x)V16—x2

A"(2) = —2V3 < 0 (-) = maximo relativo.

A"(x) = —

f) O triangulo ten unha area de:

%-2@-6=6M=|2ﬁ cm?

5. Calcula a altura e o raio que debe ter un bote cilindri-
co cuxa drea total, incluindo as dlas tapas, é de
150 cm?, para que o seu volume sexa méximo.

Solucion:

a) Incdgnitas, datos e debuxo.
R = raio do cilindro.
H = altura do cilindro.

Superficie = 150 cm?

T~

b) Funcién que hai que maximizar.
V(R,H) = tR2H
Suxeita ds condiciéns:

Superficie = 150 cm? = 27R2 + 27RH = 150

c) Escribese a ecuacién cunha soa variable.

_ 2
27tR2 + 2tRH = ISO:H=M=£_R
2R R
75
= 20 2= _
V(R) nR(nR R)

V(R) = 75R — niR3

d) Calctlanse os maximos e minimos relativos derivando.
V'(R) = 75 - 3nR?

75— 3nRl= 0o R = 5 = VT
\n T
SeR = 5Vrn H- 10Vr
T T

e) Comprébase na segunda derivada.

V"(R) =—-6nR :V"(%) < 0 (-) = maximo relativo.
f) O cilindro mide

tura.

cm de al-

5Vrn 10Vr
T

cm de raio e
T
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Exercicios e problemas

Preguntas tipo test

BN A grifica da funcion f(x) = ax® + bx? + ¢ pasa polo
punto (0, 0) e ten un maximo local no punto (I, 2).
Obtén os valores dos coeficienes a, b e c.

da=2b=-2c=0
[Jda=4b=-6,c=0
X] a=—4,b=6,c=0
da=-4b=0,c=6

A Atopa os valores de a e b para que a funcién:

b
f(x) =ax + —
(x) = ax »

tefa un extremo relativo no punto (I, 2).

Hda=-I,b=-1I
Xla=1b=1
da=0b=1
da=2b=-2

[ 3 | Descompoén o nimero 25 en dous sumandos tales
que o dobre do cadrado do primeiro mais o triplo
do cadrado do segundo sexa minimo.

d12el3
X] I5e10
14ell

] O problema non ten solucioén.

I} Determinouse que o custo total (en euros) que lle
supon a certa empresa a producién de n unidades
dun determinado artigo varia segundo a funcion:

c(n) = 2n3 + 270n + 2048

Calcula o nimero de unidades que debe producirse
para facer minimo o custo por unidade.

a7 x] 8
L1 45 0:2
[ Calcula os puntos de inflexion da funcion:
2x -2
f =
™) =~
U 0,-2)
O 10
aaen

[¥] Non ten puntos de inflexién.

A Calcula os intervalos de concavidade e convexidade
da funcion f(x) do exercicio anterior.
[ Convexa (U): (=1, +c)
Céncava (N): (—oo,—1)

PAU

Contesta no teu caderno:

Convexa (U): (=0, —1)
Céncava (N): (-1, +e0)

[ Convexa (U): (—oo, 0)
Concava (N): (0, + o)

] Convexa (U):R
Coéncava (N): &

Atopa o valor de b € R para que a funcion:
b
f = 2 + —
(= +

tefia un minimo cando x = |.
-2 gl
O -1 2

[E] Unha institucién de beneficencia estatal quere de-
terminar cantos analistas debe contratar para o
procesamento de solicitudes da Seguridade Social.
Estimase que o custo (en euros) C(x) de procesar
unha solicitude é unha funcién do nimero de analis-
tas x dada por:

C(x) =0,003x2 - 0,216 Lx + 5
sendo x > 0 (L = logaritmo neperiano).

Se o obxectivo é minimizar o custo por solicitude
C(x), determina o nimero de analistas que debe-
rian contratarse.

6 analistas
[ 8 analistas

[ 5 analistas
[ 7 analistas

E2 Un comerciante estivo vendendo plumas estilografi-
cas a 20 € a unidade e as vendas mensuais foron de
35 unidades. Quere subir o prezo e calcula que por
cada euro de aumento no prezo, vendera duas uni-
dades menos. Por outro lado, cada pluma custalle &
tenda |10 €. A que prezo debe vender as plumas pa-
ra que o beneficio sexa maximo!?

HPZES 130«
21,25 € [X] 23,75 €

8] Unha parabola ten a forma:
f(x) = ax? + bx + 2
Sabese que no punto (1,3) ten un maximo ou un mini-

mo. Calcula o valor de a e b. Determina se o punto
(1,3) corresponde a un maximo ou a un minimo.

X] a=—1,b=2.0 punto é un maximo.
[ a=-1,b=2.0 punto é un minimo.
(] a=2,b= 1.0 punto é un maximo.

(] a=-2,b= 1.0 punto é un maximo.

TEMA 8. APLICACIONS DAS DERIVADAS
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Exercicios e problemas

1. Maximos, minimos e monotonia

16. Identifica nas seguintes graficas os maximos e os mini-
mos relativos e os intervalos onde a funcién é crecente
e decrecente:

a) AY
f(x)
X
b) AY
g(x)
X
Solucion:

a) Maximo relativo: non ten.
Minimo relativo: A(2,—2)
Crecente (7): (2, +o0)
Decrecente (\): (—eo, 2)

b) Méaximo relativo: O(0, 0)
Minimo relativo: A(—1,—1), B(l,—1)
Crecente (7):(—1,0) U (I, +o0)
Decrecente (\): (—eo,—1) U (0, I)

17. Calcula os méximos e os minimos relativos e determina
a monotonia das seguintes funcions:

a)y=%x5—x b) y = 2x3 + 3x% - 12x

Solucién:

a) y'=x*—1
y=0=>x=-1,x=1
Maximo relativo: A(— 1, 4/5)
Minimo relativo: B(1,—4/5)
Crecente (7): (—oo,— 1) U (I, +0)
Decrecente (N): (=1, 1)

b) y' = 6x2 + 6x — 12
y=0=>x=-2,x=|
Maximo relativo: A(—2, 20)

Minimo relativo: B(1,—7)
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Crecente (7): (—o°,—2) U (I, +)
Decrecente (N): (-2, 1)

18. Calcula os maximos e os minimos relativos e determina
a monotonia das seguintes funcions:

x4+ 1 x2
= b =
a)y 2 )y 2_9
Solucion:
L2t =1
3y =2 3 )
y=0=>x=-I,x=1

Maximo relativo: non ten.
Minimo relativo: A(-1, 2), B(l, 2)
Crecente (7):(—1,0) U (I, +<0)
Decrecente (N): (—eo,—1) U (0, I)
18x
Y= asp
y=0=>x=0
Maximo relativo: O(0, 0)
Minimo relativo: non ten.
Crecente (7): (—e°,—3) U (-3,0)
Decrecente (\): (0,3) U (3, +0)

19. Calcula os maximos e os minimos relativos e determina
a monotonia da seguinte funcion:

eX
Y=
Solucion:
Lo &(x=1)
X2
y=0=>x=1

Maximo relativo: non ten.
Minimo relativo: A(l, )
Crecente (7): (1, +0)
Decrecente (N): (—20,0) U (0, I)

20. Calcula os maximos e os minimos relativos e determina
a monotonia da seguinte funcion:

y=L(x2+ 1)
Solucion:
Vo 2x
x2 + |
y=0=>x=0

Maximo relativo: non ten.
Minimo relativo: O(0, 0)
Crecente (2): (0, +c0)
Decrecente (\): (—o0, 0)

SOLUCIONARIO
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2. Puntos de inflexion e curvatura

21. Identifica nas seguintes graficas os puntos de inflexion e
os intervalos de concavidade e convexidade:

a) b)
AY AY
f(x) f(x) /

Solucién:

a) Punto de inflexion: A(1,—1)
Convexa (U): (—oo,—1)
Céncava (N): (=1, +o0)

b) Punto de inflexion: O(0, 0)
Convexa (U): (—1,0) U (I, +0)
Concava (N): (—eo,—1) U (0, I)

22. Calcula os puntos de inflexion e determina a curvatura
das seguintes funcions:

a) y = 3x° — 5x3 b)y=%x4—x3—2

Solucién:
a) y' = 15x* — I5x2

y" = 60x3 — 30x

y"=0=x=-v2/2,x=0,x = V2/2

y" = 180x% - 30

y"(=V2/2) =60%0

y"(0)=-30%0

y"(N2/2) =60 %0

Puntos de inflexién:
A(-V2/2,72/8),0(0,0), B(V2/2,-72/8)
Convexa (U): (-V2/2,0) U (V2/2, +)
Coéncava (N): (—e0,—\2/2) U (0,V2/2)

b) y' = x3 - 3x2
y" = 3x2 - 6x
y'=0=x=0,x=2
y" =6x—-6
y"(©)=-6%0
y"2)=6%0

Puntos de inflexion: A(0,—-2), B(2,—-6)
Convexa (U): (—e0,0) U (2, +0)
Coéncava (N): (0, 2)

TEMA 8. APLICACIONS DAS DERIVADAS

23. Calcula os puntos de inflexién e determina a curvatura
da seguinte funcion:

Y x2+ |

Solucion:

Vo 2x
6+ 1)2

wo_203x2-1)
(x> + 1)
y"=0=x=-3/3,x=13/3
"= 24x(x2 - 1)
(X2+ |)4
y"(=V3/3) =273/16 £ 0
y"(\V3/3) =-273/16 20

Y

Puntos de inflexion:

A(-V3/3, 1/4),B(\3/3, 1/4)

Convexa (U): (-V3/3,V3/3)

Coéncava (N): (—e0,—V3/3) U (V3/3, +)

24. Calcula os puntos de inflexion e determina a curvatura
da seguinte funcién:

_ x2 =2
v x2— |
Solucion:
- 2x
YT oy
T 2(3x% + 1)
02— 1)3
y"#0

Puntos de inflexidn: non ten.
Convexa (U): (-1, 1)
Concava (N): (—oo,—1) U (I, +o0)

25. Calcula os puntos de inflexion e determina a curvatura
da seguinte funcion:

y=V4-x2
Solucion:
- X
Y 4-x2
a4
/ 4—x2)\V4—x2
y"'#0

Puntos de inflexion: non ten.
Convexa (U): @
Céncava (N):(—2,2)
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26. Calcula os puntos de inflexién e determina a curvatura

da seguinte funcion:

y=ex

Solucion:

y'=-2x e

y'= (4x2-2)e

y"'=0=x=-V2/2,x=2/2

y" = 4x(3 — 2x) e

y"(V2/2) = 4vV2/\e 0

y"(V2/2) = —4V2/e # 0

Puntos de inflexion: A(-\2/2, 1/\e), B(V2/2, 1/\e)
Convexa (U): (—e0,—V2/2) U (V2/2, + o)

Céncava (N): (-V2/2,V2/2)

27. Calcula os puntos de inflexién e determina a curvatura
da seguinte funcion:

- X
y L x
Solucion:
v =l +Lx
L2 x
wo 2-Lx
x L3 x
y'=0=x=¢?
"= -6 +L2x
x2 L4 x
|
"Ee)=———=%0
y"(e”) 8o?

Puntos de inflexion: A(e?, €%/2)
Convexa (U): (1, e?)
Coéncava (N): (0, 1) U (e, +o)

3. Problemas de derivadas

28. Para cada valor de a, considérase a funcion:
3x?2 — ax
fx)=————
x+2
Calcula o valor de a para que f(x) tefia un minimo rela-
tivo en x = 2.

Solucion:
3x2 + [2x —2a
(x+2)2
Deberase ter un minimo en x = 2.
f'2)=0
18 —a
8

fi(x) =

=0=a=18
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f'(x) = 4(a +6)
(x +2)}
+
@) =285 0paraa=18

16

Efectivamente, é un minimo.

29. Expresa o numero 60 como suma de tres enteiros posi-
tivos, de forma que o segundo sexa o dobre do primei-
ro e o seu produto sexa maximo. Determina o valor
deste produto.

Solucién:

a) Incognitas e datos.
X = primeiro nimero
y = segundo nimero

Z = terceiro nimero

ty+z=
x> 2_60}:z=60—3x
y = 2x
b) Funcién que hai que maximizar.
f(x,y,z) = xyz
Suxeito a:
x+y+z=60
y = 2x

c) Escribese a funcion cunha soa variable.
f(x) = x - 2x + (60 — 3x)
f(x) = 120x% — 6x3
d) Calculanse os maximos e minimos relativos.
f'(x) = 240x — 18x2
240x — 18x2 =0 = x = 0,x = 40/3
Sex=0=y=0=2z=60
Sex=40/3=>y=80/3=2z=20
e) Compraébase na segunda derivada.
f"(x) = 240 — 36x
f"(0) = 240 > 0 (+) = minimo relativo.
f"(40/3) = —240 < 0 (-) = maximo relativo.
f) O maximo alcanzase en x = 40/3, pero o enunciado do
problema pide que os nimeros sexan enteiros positi-

vos. Como 40/3 € [I3, 14], débese buscar a solucién
nos extremos do intervalo pechado:

f(x) = 120x% — 6x3
f(13)=120-132-6-133=7098
f(14) =120 - 142 -6 - 143 = 7056

A solucion entén é:x = 13,y =26,z = 21

30. Calcula a drea maxima que pode ter un tridngulo rec-
tangulo tal que a suma das lonxitudes dos seus catetos
valla 4 cm.

SOLUCIONARIO
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Solucion:
a) Incognitas, datos e debuxo.

Y
X = lonxitude dun cateto.
y = lonxitude do outro cateto.

x+y=4

b) Funcién que hai que maximizar.

f(x,y) = 5

Suxeito a:
xty=4=y=4-x
c) Escribese a funcién cunha soa variable.

fg= X% _p X

2 2

d) Calculanse os maximos e minimos relativos.
f'(x) =2 -x
ffx)=0=x=2
Sex=2=y=2
e) Comprobase na segunda derivada.
f'(x) =—1
f"(2) =—1 < 0 () = maximo relativo.

f) O maximo alcanzase en x = 2 cm,y = 2 cm, que é un
triangulo recténgulo iséscele cuxa drea é 2 cm?.

31. Atopa a base x e a altura y dunha cartolina rectangular
de 60 cm de perimetro que, ao dar unha volta completa
arredor dun lado vertical, xera un cilindro de volume
maximo.

Solucion:

a) Incognitas, datos e debuxo.

R = raio do cilindro.
H = altura do cilindro.

R+H=30cm

b) Funcién que hai que maximizar.

V(R, H) = nR2H

TEMA 8. APLICACIONS DAS DERIVADAS

Suxeita as condiciéns:
R+H=30

c) Escribese a ecuacién cunha soa variable.
H=30-R
V(R) = tR2(30 — R)
V(R) = 30nR? — 7R3

d) Calctlanse os maximos e minimos relativos derivando.
V'(R) = 60nR — 3ntR2
60nR —3nR? =0 =R =0,R =20
SeR=20=H=10

A solucién R = 0 non ten sentido.

e) Comproébase na segunda derivada.
V"(R) = 60t — 6R
V"(20) = —60m < 0 (-) = maximo relativo.

f) O cilindro mide 20 cm de raio e 10 cm de altura.

32. Unha empresa fabrica caixas de latén sen tapa que te-
fien 500 cm? de volume, para almacenar un liquido co-
lorante. As caixas tefien a base cadrada. Atopa a altura
e o lado da base de cada caixa para que a cantidade de
latdn empregada en fabricalas sexa a menor posible.

Solucion:

a) Incognitas, datos e debuxo.

Y

e ——— (S

X

x = lonxitude da aresta da base.
y = altura da caixa.

Volume = x2y = 500

b) Funcién que hai que minimizar.
A(x,y) = x* + 4xy
Suxeita as condicions:
x2y = 500

c) Escribese a funcion cunha soa variable.
A(x,y) = x2 + 4xy
_ 500

x2

AK) =2 + 4x 2
X

A = 2 + 2000
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d) Calctlanse os maximos e minimos derivando.

2000

Al(x) =2
(9 =2x- %3

Ax) =0=x=10
Sex=10=y=5

e) Compraébase na segunda derivada.
woy — 4000
A"(x) = 3 +2
A"(10) = 6 > 0 (+) = minimo relativo.

f) A caixa mide 10 cm de aresta da base e 5 cm de alto. A
drea é: A = 300 cm?

Para ampliar

33. Dada a grifica da funcion f(x), fai en cada caso un debu-
xo aproximado da grifica da funcién derivada f'(x):

3) AY b) AY
f(x)

f(x) % / %

°) AY 9 AY

f(x)
f(x)
X X
» v »
Solucion:

a) A derivada dunha funcién constante é cero.

4

AY

f(x)

o)

b) A derivada dunha funciéon de primeiro grao é unha
constante que coincide coa pendente da recta.

4

/

AY

i

fi(x)

/

X

238

c) A derivada dunha parabola é unha recta.

A funcién ten en x = | un maximo. Logo f'(1) = 0. Asi, &
esquerda do maximo f é crecente (f' > 0), e 4 dereita, f
é decrecente (f' < 0).

AY

f(x)
S

fi(x)

d) A derivada dunha clbica é unha parabola.

AY
f(x)

f(x)

En x = 0 hai un maximo, f'(0) = 0, f' > 0 4 esquerda de
x =0,ef' <034 dereitade x =0.

En x = 2 hai un minimo, f'(2) = 0, f' < 0 4 esquerda de
x =2,ef'>0 4 dereita de x = 2.

En x = | hai un punto de inflexién. A funcién f' pasa de
decrecente a crecente, é dicir, f' ten un minimo.

SOLUCIONARIO
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34. Dada a grifica da funcion f(x), fai en cada caso un debu-

xo aproximado da grifica da funcion derivada f'(x) e da
grafica da segunda derivada f"(x):

2) b)

AY AY

) 169
By
% S

Vv X
VX

f(x)

VX

% :f(X) X

Solucién:
a) f": A derivada dunha funcién de primeiro grao é unha

constante que coincide coa pendente da recta.

f": A derivada dunha constante é cero.

AY

£
')

b) A derivada dunha parabola é unha recta.

AY

£'(x)

/

v X

f'(x)

f': A funcién ten en x = —| un minimo. Logo f'(-1) = 0.
Entén, 4 esquerda do minimo, f é decrecente (f' < 0), e
4 dereita, f é crecente (f' > 0).

f": A derivada dunha funcién de primeiro grao é unha
constante que coincide coa pendente da recta. Como f
é concava, f" > 0.

TEMA 8. APLICACIONS DAS DERIVADAS

c) A derivada dunha clbica é unha parabola.

AY
f'()

v X

)

f':En x = —2 hai un méaximo, f'(-2) = 0, f' > 0 4 esquer-
dadex=-2ef'<04dereita de x = -2.

En x = 2 hai un minimo, f'(2) = 0, f' < 0 4 esquerda de
x =2 ef'>04 dereita de x = 2.

En x = 0 hai un punto de inflexién. A funcién f' pasa de
decrecente a crecente, é dicir, f' ten un minimo.

f"“En x = 0,f"(0) = 0, e 4 dereita de cero a funcién é
céncava (f" > 0) e 4 esquerda de cero a funcién é con-
vexa (f" < 0).

d) A derivada do seno é o coseno.

AY

() £'(x)

SR

f: Nos puntos de maximo relativo, f' = 0, e 4 esquerda
do valor f' > 0, e 4 dereita do valor f' < 0.

f": Nos puntos de inflexion, f" = 0, e nos intervalos de
concavidade f" > 0, e nos intervalos de convexidade
f'<0.

35. Considérase a curva de ecuacién:y = x3 — 6x

Atopa, se existen, as coordenadas dos seus maximos e
minimos relativos.

Solucion:
y'=3x2-6
y" = 6x

y =0=x=-V2,x=2
Méximo relativo: A(~V2,42)
Minimo relativo: B(V2,-42)

I I
36. Dada a funcién: f(x) = ?x3 + ?xz —2x + |

a) Determina os seus maximos e minimos relativos.

b) Calcula os seus puntos de inflexion.
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Solucion:

f'(x) =x% +x -2

a) f'(x)=0=>x=-2,x= 1|
Maximo relativo: A(-2, 13/3)
Minimo relativo: B(1,—1/6)

b) f"(x) = 2x + |
f'"x)=0=x=—-1/2
f"'(x) =2

Punto de inflexién: C(—1/2,25/12)

37. Determina os intervalos de crecemento e decrecemen-

to da funcién seguinte:
I

f(x) = 2x + ——
() = 2x+ =~

Solucion:
|
ffx)=2-—
) 7
fx)=0=x=-1/2,x=1/2
Crecente (7): (—o0,—1/2) U (1/2, +0)

Decrecente (\): (—1/2,0) U (0, 1/2)

38. Dada a curva seguinte:
X2
x2+ |

y -
Calcula os maximos e minimos relativos e os intervalos

de crecemento e decrecemento da funcion.

Solucion:

_4x

62+ 1)2
f'x)=0=x=0
Maximo relativo: non ten.

fi(x) =

Minimo relativo: A(0,— 1)
Crecente (2): (0, +c0)
Decrecente (\): (—oo, 0)

39. Dada a funcién seguinte:

f(x) = —~

x2 + |

Determina os seus maximos e minimos relativos.

Solucion:

, | —x2
= ey

ffx)=0=>x=-1,x=1
Méximo relativo: A(l, 1/2)
Minimo relativo: B(—1,—1/2)

|
40. Sexa a funcién: f(x) = 2x? — ?x3

Calcula:

240

a) As coordenadas dos seus maximos e minimos relativos.

b) Os intervalos onde é crecente e decrecente.

Solucioén:

f'(x) = 4x — x2
f'x)=0=x=0,x=4

Maximo relativo:A(4, 32/3)
Minimo relativo: O(0, 0)

Crecente (7): (0,4)

Decrecente (\): (—20,0) U (4, +o0)

41. A grifica seguinte corresponde 4 funcion f'(x), primeira
derivada dunha certa funcion f(x):

AY

y
X

/

a) Estuda o crecemento e decrecemento da funcion
f(x) interpretando a grifica de f'(x).

b) Estuda a concavidade, convexidade e puntos de infle-
xién da funcion f(x) utilizando unicamente a grafica
de f'(x).
Solucion:
a) A funcién derivada faise cero en x = —2.
A esquerda de x = -2, f'(x) < 0; logo f(x) é decrecente
en (—oo,—2).
A dereita de x = -2, f'(x) > 0; logo f(x) é crecente en
(=2, +).
En x =—2 a funcién f(x) ten un minimo.

b) f'(x) é crecente en R. Polo tanto, a funcién f(x) é conve-
xa en R; logo non ten puntos de inflexion.

42. Calcula dous nimeros positivos tales que o seu produ-
to sexa 192 e a suma de tres veces o primeiro mais o
segundo sexa minima.

Solucién:
a) Incognitas e datos.
X = primeiro numero.
y = segundo numero.
xy = 192
b) Funcién que hai que minimizar.
f(x,y) =3x+y

Suxeito a:xy = 192 = y = %

SOLUCIONARIO

© Edicions Xerais de Galicia, S. A.



© Edicions Xerais de Galicia, S. A.

c) Escribese a funcién cunha soa variable.

192
f(x) = 3x + »

d) Calculanse os maximos e minimos relativos derivando.

fx)=3- 122
X
3-122 -0 x=-8x=8
X

Sex=8=y=24
O valor x = —8 non é valido, xa que se piden nimeros
positivos.
e) Comprobase na segunda derivada.
woy — 384
="
f"(8) = 3/4 > 0 (+) = minimo relativo.

f) O primeiro nimero é x = 8; o segundo,y = 24, e a su-
ma pedida, f(x) = 48.

43. Sexa P(x) un polinomio de grao catro tal que verifica as
tres condicions seguintes:

* P(x) é unha funcién par.
e Duas das suas raices son:x = |, x = —\/E
*P(0)=5

Atopa os seus puntos de inflexién.

Problemas

Solucion:
a) Se é funcion par:
P(x) = ax* + bx2 + ¢

b) Sex = | é raize x =—V5 é raiz:
P(I)=0=a+b+c=0
PV5)=0=25a+5b+c=0

c) Se P(0) = 5:
c=5
Resdlvese o sistema:

at b+c=0
252+ 5b+c=0
c=5
a=1Il,b=-6,c=5
A funcién é:
P(x) = x* — 6x% + 5

Os seus puntos de inflexion seran:

P'(x) = 43 — 12x

P"(x) = 12x% - 12
P'x)=0=x=-1,x=1
P"(x) = 24x
P"(-1)=-24=20
P"(1)=24=0

Puntos de inflexion: A(- 1, 0), B(I, 0)

44. Dada a grafica da funcion f(x), fai, en cada caso, un debu-
xo aproximado da grifica da funcién derivada f'(x):

a) AY b) AY

W f(x

yall X X
Solucion:
a) AY

F(%)

f(x)
/

v X

TEMA 8. APLICACIONS DAS DERIVADAS

Como f(x) é crecente, f'(x) > 0. Como f(x) é céncava,
f'(x) é decrecente, e cando x tende a —2 pola dereita,
f'(x) debe tender a infinito, é dicir, a recta tanxente de-
be ser unha recta vertical.

b)

fi(x)
f(x)

v X

Como f(x) é crecente, f'(x) > 0. En (-0, 0) a funcién é
convexa, polo que f'(x) debe ser crecente, e en (0, +oo) a
funcién f(x) é céncava, logo f'(x) é decrecente. En x = 0
a tanxente 4 grafica seria vertical e as derivadas laterais
tenderian a infinito.
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I
45. Sexa a funcién: f(x) =x + —conx#0
X

a) Atopa as coordenadas dos seus maximos e minimos
relativos. Estuda a monotonia.

b) Determina os intervalos de concavidade e conve-
xidade.

Solucion:

2) f(x) = | —#

ffx)=0=x=—1I,x=1I
Maximo relativo: A(-1,-2)
Minimo relativo: B(1, 2)
Crecente (7):(—oo,— 1) U (I, +)
Decrecente (\): (—1,0) U (0, 1)

b) £"(x) = %

f"(x) # 0 para todo x.
Punto de inflexién: non ten.
Convexa (U): (0, +<0)
Concava (N): (—oo, 0)

46. Dada a funcion:
9% —

fziparax;tOex;ﬁZ,

09 =—

Determina os intervalos de crecemento e decrecemen-
to da funcién.

Solucion:
oo 3(3x2-2x+2)
o) == k-2
f'(x) # 0 para todo x.
Méximo relativo: non ten.
Minimo relativo: non ten.
Crecente (7): @
Decrecente (\): (—o0,0) U (0,2) U (2, +)

x2— |
3 , calcula:
X

47. Dada a funcion f(x) =

a) Os maximos e os minimos relativos.

b) Os puntos de inflexion.

Solucion:

) £ = 22

4
fx)=0=>x=-V3,x=13
Maximo relativo: A(\3,23/9)
Minimo relativo: B(-V3,-2V3/9)

2_
b) f"(x) = _Z(XXS 6)

242

f'x)=0=x=-V6,x= V6
f'"(X) — 6“06—X2’

X
f"~\6) = 1/9#0
f"(V6)=1/9 %0
Puntos de inflexion:

C(-V6,-5V6/36), D(\6,56/36)

48. Calcula os maximos e minimos relativos de:
f(x) = —x L x

Solucion:

f'x)=—1—-Lx
fix)=0=x=l/e
Maximo relativo: A(l/e, 1/e)

Minimo relativo: non ten.

2
X
49. Dada a funcion: f(x) = —————
ada a funcién: f(x) 2t x_2
Atopa os intervalos de crecemento e decrecemento da
funcion.
Solucién:
oy - X(x—4)
fioq =
(x2 + x — 2)2

f'x)=0=x=0,x=4

Maximo relativo: O(0, 0)

Minimo relativo: A(4, 8/9)

Crecente (7): (—o0,—2) U (=2,0) U (4, +)
Decrecente (\): (0, 1) U (1,4)

50. Sexa f(x) = e *(x2 + 6x + 9).Atopa os intervalos de cre-
cemento e decrecemento.

Solucién:

f'(x) = —(x2 + 4x + 3)e >
f'x)=0=x=-3,x=—1I

Maximo relativo: A(- I, 4e)

Minimo relativo: B(-3, 0)

Crecente (7): (-3, 1)

Decrecente (\): (—o0,—3) U (I, +o0)

51. A grifica seguinte corres- AY
ponde 4 derivada f'(x) dunha
certa funcion f(x). Determi- £1(x)
na a partir da grafica se exis- \
ten maximos relativos, mini-
mos relativos ou puntos de \%/
inflexion nos puntos de abs-
cisax=1lex=2.

v X

SOLUCIONARIO
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Solucion:

Enx = I,f'(x) = 0. A esquerda de x = I,f'(x) > 0 e a fun-

cion f(x) é crecente; e 4 dereita de x = ,f'(x) <0 e a fun-
cion f(x) é decrecente. Logo f(x) en x = | ten un maximo
relativo.

En x = 2,f'(x) ten un minimo relativo. Logo a esquerda de
x = 2 a funcién derivada, f'(x), é decrecente e, polo tanto,
a funcién f(x) é concava; e 4 dereita de x = 2, f'(x) é cre-
cente, polo que f(x) é convexa. Polo tanto, a funciéon f(x)
ten un punto de inflexién en x = 2.

52. Unha leira rectangular de |1250 m? dividese en tres
zonas rectangulares para vendela como amosa a figura.
Vilase o bordo do campo e a separacién entre as zo-
nas. Calcula as dimensions da leira para que a lonxitude
do valado utilizado sexa minima.

BN
S RS L

Solucion:

a) Incégnitas, datos e debuxo.

X

y = longo da leira.

x = ancho dunha parcela.

b) Funcién que hai que maximizar.
L(x,y) = 6x + 4y
Suxeita 4s condicions:
3xy = II250:y=@
c) Escribese a funcién cunha soa variable.

L(x)=6x+4'@

L(x) = 6x + ISSOO

d) Calctlanse os méaximos e minimos derivando.

15000

L6y =6-=23

L'(x) = 0= x=-50,x =50
Sex=50=>y=75

O valor negativo non ten sentido.

TEMA 8. APLICACIONS DAS DERIVADAS

e) Compraébase na segunda derivada.

woy — 30000
HOE T

L"(50) = 6/25 > 0 (+) = minimo relativo.

f) A lonxitude faise minima para x = 50 m,y = 75 m.

53. Hai que construir un gran depésito cilindrico de 817 m3
de volume. A superficie lateral terd que ser construida
cun material que custa 30 €/m?, e as duas bases cun ma-
terial que custa 45 €/m2.

a) Determina a relacién que hai entre o raio, R, das ba-
ses circulares e a altura, H, do cilindro, e da o custo,
C(R), do material necesario para construir o depdsi-
to en funcién de R.

b) Que dimensiéns debera ter o depdsito para que o
custo dos materiais necesarios sexa 0 minimo posi-
ble?

c) Cal serd, neste caso, o custo do material?

Solucion:

)

R = raio do cilindro.

H = altura do cilindro.

Volume = nR2H = 811t m3

C(R) =30 - 2nRH + 2 - 45 - R?

C(R) = 6OER% + 907R2

48607
R

CR) = + 90nR2

b) Para calcular o custo minimo, derivase:

C'R)=- 48620“ + 180nR
R
—4?{#+ 180nR =0 = R = 3

SeR=3m=H=9m
Comprébase na segunda derivada:

C"(R) = % + 180
R
C"(3) = 540w > 0 (+) = minimo relativo.

c) C(3) = 2430 € = 7634,07 €
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54. Dividese un arame de 100 m de lonxitude en dous seg-
mentos de lonxitude x e 100 — x. Co de lonxitude x
férmase un tridngulo equilidtero e co outro segmento
formase un cadrado. Sexa f(x) a suma das dreas do
triangulo e do cadrado.

w|x
w|x

X 100 — x

3 4

a) Determina o dominio da funcién f, é dicir, os valores
que pode tomar X.

b) Co estudo da derivada de f obtén cando f é crecen-
te e cando ¢ decrecente.

c) Obtén de forma razoada para que valor de x se ob-
tén que a suma das dreas do tridngulo e o cadrado é
minima.

Solucion:

a)

w|x
w|x

=
3

_ 2
f(x,h)=%'§-h+(loo4 X)

A altura do tridngulo:

T -
f()_xxf (I004—x)2

Dom (f) = (0, 100)
\/7

b) f'(x) = 210
900
f' =0 =__ 7
H == 9+4V3
Crecente (7): ( 9?‘0\/— 00)

900 )
9+ 43

Decrecente (\): (O

9 g =32

Logo a drea sera minima.

> 0 para todo x do dominio.
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55. A partir dunha cartolina cadrada de 60 cm de lado vai-
se construir unha caixa de base cadrada, sen tapa, a ba-
se de recortar catro cadrados iguais nas esquinas da
cartolina e dobrando despois da maneira axeitada. Un
observador indica que a caixa de mdis capacidade se
obtera se os cadrados eliminados tefien 10 cm de lado.
Decide se a observacion é correcta ou non.

60 cm

60 cm

Solucion:

a) Incdgnitas, datos e debuxo.

60 cm

60 cm

b) Funcién que hai que maximizar.
V(x) = (60 — 2x)2x

V(%) = 4x3 — 240x? + 3 600x

c) Calculanse os maximos e minimos derivando.
V'(x) = 12x% — 480x + 3600
V'(x) =0=x=10,x = 30

d) Comprabase na segunda derivada.
V"(x) = 24x — 480
V"(10) =—240 < 0 (-) = maximo relativo.

V"(30) = 240 > 0 (+) = minimo relativo.

e) Como o maximo se obtén para x = 10, a observacion é
correcta.

56. Considérase a funcion real de variable real definida por:

|
x2 +3

f(x) =

Atopa a ecuacién cartesiana da recta tanxente no pun-
to de inflexion de abscisa positiva.

SOLUCIONARIO
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Solucion:

vy 2X

f'(x) = —(x2 +3)

" 6(x2— )

f'(x) = o2 +3)}
f'x)=0=x=—1,x=1I
oA 24x(3—x2)

f (X) - (X2 + 3)4
f"(1)=3/16 0

Punto de inflexién: A(l, 1/4)
Recta tanxente en A:
y—1/4=£f()(x-1)

y— I/4=—%(x— 1)

57. Considérase a funcion seguinte:

f(x) =

I
4—x?

a) Atopa os extremos relativos da funcion f(x) e os
seus intervalos de concavidade e convexidade.

b) Atopa o maximo e o minimo absolutos no intervalo

[-1,1].
Solucion:
2) fi(x) = —2X
(4 — x2)?
f(x)=0=x=0
n = 2(3X2 T 4) " — L
f(X)—Wif(O)— 8 >0

Maximo relativo: non ten.
Minimo relativo: A(0, 1/4)
Punto de inflexion: non ten.
Convexa (U): (-2,2)
Céncava (N): (—o0,—=2) U (2, +o0)
b) Para calcular os maximos e minimos absolutos, obsér-

vase que a funcién é continua en [—1, |], é decrecente
en (—1,0) e é crecente en (0, I).

Como:
f(=1)=1/3
f(l)=1/3
temos:

o minimo absoluto é A(O, 1/4), que coincide co minimo
relativo, e o maximo absoluto alcinzase nos extremos
do intervalo.

TEMA 8. APLICACIONS DAS DERIVADAS

Para profundar

58. Se é posible, debuxa de forma clara a grafica dunha fun-
cién continua no intervalo [0, 4] que tefia polo menos
un maximo relativo no punto (I, 2) e un minimo relati-
vo no punto (3, 3). Se a funcién fose polindmica, cal se-
ria como minimo o seu grao?

Solucion:

X

Obsérvase que f ten polo menos 4 extremos. Polo tanto,
f' anulase 4 veces, é dicir, é de grao catro. Se a funcién é
polinémica, para que f' sexa de grao catro, f debe ser de
grao 5.

59. Para cada valor de a considérase a funcién:
f(x) = 2x + ax2 — 4 L x

a) Calcula o valor do parametro real a, sabendo que a
funcién ten un extremo relativo no punto de abscisa
x = |. Clasifica o extremo.

b) Estuda os intervalos de crecemento e decrecemento
paraa = 3.

Solucion:
a) f'(x) =2+ 2ax—;

Temos un extremo en x = | = f'(1) =0

2+2-4=0
2-2=0
a=|
f(x)=2a +
X

Paraa = | = f'(x) =2+ —+
X

f'(l) = 6 > 0 (+) = minimo relativo.

Para x = | temos un minimo relativo.
, 4
b) f'(x) = 2+6x—;

f'x)=0=x=2/3,x=—1

x =—1 non pertence ao dominio de f(x).
Se:x = 2/3,f(2/3) = 8/3 — 4 L(2/3)
Méximo relativo: non ten.

Minimo relativo: (2/3, 8/3 — 4 L(2/3))
Crecente (7): (2/3, + <o)

Decrecente (N): (0, 2/3)
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60. Sabese que a funcion f(x) = x3 + ax + b corta a sta fun-
cion derivada en x = | e que ademais, neste punto, f ten
un extremo.

a) Determina os valores de a e b.

b) Determina a natureza do extremo que f ten no pun-
tox = I.

c) Ten f alglin outro extremo!?

Solucién:

a) Se f e f'se cortan en x = I:
f'(x) =3x2+a
3+ta=|+a+b

Se en x = | hai un extremo, f'(l) = 0.

3+a=0
Resélvese o sistema: 3ta i 0 }
J+a=Il+a+b
a=-3,b=2
b) f"(x) = 6x

f"(l) = 6 > 0 (+) = minimo relativo.

c) f'(x) =3x% -3
ffx)=0=x=—1I,x=1
f'(=1) = -6 <0 (-) = méaximo relativo.

61. Dada a funcion f(x) = ax* + 3bx> — 3x? — ax, calcula os
valores de a e b sabendo que a funcién ten dous pun-

. . I
tos de inflexidén,un en x = | e outro en x = ?

Solucion:

f'(x) = 4ax3 + 9bx? — 6x —a

f"(x) = 12ax? + 18bx — 6
f'(1)=0=12a+18-6=0=2a+3b=1I
f'(1/2)=0=>3a+% -6=0=a+3b=2
Resolvese o sistema:a =—1,b = |

62. Da funcién f(x) = ax® + bx sabese que ten unha grifica
que pasa por (I, 1) e que nese punto ten unha tanxente
paralelaa 3x +y = 0.Atopaa e b.

Solucion:

Pasase por: (I, 1) = f(1) = |

atb=1

Se en (I, ) a tanxente é paralelaay = —3x,f'(l) = —3.
f'(x) =3ax2 + b

3a+b=-3

Resolvese o sistema:

atb= |
3a+b=-3

a=-2,b=3
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63. A funcion f(x) = x3 + ax? + bx + c verifica que f(l) = I,
f'(I) = 0 e f(x) non ten un extremo relativo en x = 1.
Calculaa,bec.

Solucién:
f'(x) =3x2 +2ax +b
f'(x) = 6x + 2a

fl)=l=1l+a+b+c=1=a+b+c=0
f(l)=0=3+2a+b=0=>2a+b=-3

Se non hai extremo relativo e f'(l) = —3, hai un punto de
inflexion:

f'(1)=0=6+2a=0
Resolvese o sistema das tres ecuaciéns:
a=-3,b=3,c=0

64. O numero total de bacterias (en miles) presentes nun
cultivo despois de t horas vén dado por:

N(t) = 2t(t — 10)2 + 50
a) Calcula a funciéon derivada.

b) Durante as 10 primeiras horas, en que instante se al-
canza a poboacién maxima e a minima?

Solucién:

N'(t) = 2(3t% — 40t + 100)

N'(t)=0=1t=10/3,t= 10

Méximo relativo: A(10/3,9 350/27)

Minimo relativo: B(10, 50)

Comprobanse os extremos do intervalo [0, 10].

f(0) = 50

O minimo alcanzase nos extremos, é dicirent=0et= |0

con 50000 bacterias, e 0 maximo alcianzase en t = 10/3
con 9350/27 = 346 296 bacterias.

65. A capacidade de concentracion dunha saltadora de al-
tura nunha reunién atlética de tres horas de duracién
vén dada pola funcién f(t) = 300t(3 — t), onde t mide o
tempo en horas.

a) Calcula os intervalos nos cales a capacidade de con-
centraciéon aumenta e os intervalos nos que diminue.
Cando é nula?

b) Cal é o mellor momento, en termos da sua capacida-
de de concentracion, para que a saltadora poida ba-
ter a sua propia marca?

Solucioén:

a) f'(t) =—600 t + 900
ft)=0=>t=3/2
Maximo relativo: A(3/2, 675)
Minimo relativo: non ten.
Crecente (2): (0, 3/2)
Decrecente (N): (3/2, 3)

SOLUCIONARIO
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Enulaen:ft)=0=t=0et=3

b) Cando se alcanza o maximo de concentracién en
t=3/2.

66. Sexa a funcién: f(x) = x2 — 4x + 2
a) Determina os extremos relativos da funcion.
b) Atopa as ecuacions das rectas tanxentes a grafica de
f(x) que pasan polo punto (3,-5).
Solucién:
a) f'(x) =2x—4
fx)=0=>x=2
Méximo relativo: non ten.
Minimo relativo: A(2,—-2)

b) Unha recta que pasa polo punto (3,-5) é:
y+*+5=mXx-3)=y=mx—-3m-5

TEMA 8. APLICACIONS DAS DERIVADAS

Para que a recta sexa tanxente a parabola, esta e a
recta sé6 deben ter un punto en comun, é dicir, o siste-
ma formado pola ecuacién da funcién e a recta debe
ter solucién Unica.

Obsérvase que o punto (3, —5) non estd na parabola.
y =x2—4x +2

y=mx—3m-5

x2—(4+m)x+3m+7=0

Para que tefa unha solucién, o discriminante debe ser
cero:

(4+m)2-4Bm+7)=0
m2—4m-12=0
m=-2m=6

As rectas tanxentes son:
y=—2x+ |

y = 6x—23
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Paso a paso

67. Dada a funcién:
y=X3—6x2+9X—1

a) Debuxa a funcién.

Solucién:

Resolto no libro do alumnado.

b) Calcula os mdximos e os minimos relativos. ) . ,
Formula o problema que aparece a continuacion e resélveo

¢) Determina a monotonia. . .
) coa axuda de Wiris e Derive:

d) Calcula os puntos de inflexién.

69. Deséxase fabricar unha caixa aberta con base ca-
drada e cunha drea de 300 dm?. Que dimensiéns

Solucién: debe ter a caixa para que o volume sexa mdximo?

e) Atopa a curvatura.

Resolto no libro do alumnado. .
Solucién:

Resolto no libro do alumnado.
68. Calcula o valor dos coeficientes a, b e ¢ para que a

funcién f(x) = x> + ax? + bx + ¢ corte o eixe X no . . L.
punto A(1, 0) e tefia un punto de inflexién no 70. Internet. Abre: www.xerais.es ¢ clixe Matemadti-
b

punto B(3, 2) cas, curso ¢ tema.

Practica

Dada as seguintes funciéns:

a) Debuxa a funcién.

b) Calcula os mdximos e os minimos relativos.
¢) Determina a monotonia.

d) Calcula os puntos de inflexién.

e) Atopa a curvatura.
7. y=x>-3x*+3

Solucidn:

[ Exercicio 71

[f(x) =x3 - 3x2 + 3 = x—x3-3.x2+3

| debuxar(f(x), {cor = negro, anchura_lifia = 2})
a) Maximos e minimos relativos :

[F(x) = 3-x?-6-x

| resolver(f(x) =0) =» {{x=0}, {x=2}} 1 8

| A = punto(0, f(0)) =* (0,3)

| B = punto(2, f(2)) = (2,-1) 8

| F(x) = 6-x-6

He pul|oEss s BB ‘

10

|F'(0) = -6

A(0, 3) Maximo relativo. i -
| debuxar(A, {cor = negro, tamarfio_punto = 8})
|F(2) = 6

B(2, -1) minimo relativo.
| debuxar(B, {cor = negro, tamafio_punto = 8})
b) Monotonia:
Crecente = (-00, 0) U (2, +00)
Decrecente = (0, 2)
c) Puntos de inflexién :
| resolver(f'(x) =0) =» {{x=1}}
| € = punto(1, f{1)) = (1,1)
| () = 6
| F'(1) => 6
C(2, 3) Punto de inflexion.
| debuxar(C, {cor = negro, tamario_punto = 8})
d) Curvatura:
Convexa(U) = (1, +00)
Concava(n) =(-c0, 1)
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72. y= 71

Solucidn:

[ Exercicio 72

‘f(x)— x2 -1 x2-1
| debuxar(f(x), {cor = negro, anchura_lifia = 2})
a) Maximos e minimos relativos :
—-x2-=1

x4-2-x2+1
| Fesolver(f(x) =0) = {0}

Non ten maximos, nin minimos relativos.

b) Monotonia :

Descontinuidades: x=-1, x=1

Crecente = Nunca.

Decrecente = IR - {-1, 1} = (-00, =1) U (-1, 1) U (1, +00)
c) Puntos de inflexién :

2-x346-x
x6-3.x4+3-x2-1
| resolver(f'(x) =0) = {{x=0}}
| A = punto(0, f{0)) = (0,0)
-6-x*-36-x2-6

x8-4.x6+6-x*-4-x2+1
| F*(0) => -6

A(0, 0) Punto de inflexion.
| debuxar(A, {cor = negro, tamafio_punto = 8})
d) Curvatura:

Convexa(U) = (-1, 0) U (1 +00)
Concava(n) =(-00, =1) U (0, 1)

- X

‘f‘(x) e

‘ (x) =

‘ x) =

WiRIS
5| DEe e nm|oEs s =B
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TEMA 8. APLICACIONS DAS DERIVADAS

Windows Derive

73. Atopa os puntos singulares da funcidn:
fx)=x>+2

Solucidn:

[ Exercicio 73
[ () = x5 +2 = x—x5+2
| debuxar(f(x), {cor = negro, anchura_lifia = 2})
|F(x) => 5-x4
| resolver(f(x) =0) => {{x=0}}
| A = punto(0, f(0)) => (0,2)
| f'(x) => 20-x3
| f'(0) =» O
| F(x) => 60-x2
| F(0) =» 0
| F*(x) =» 120-x
| f(0) => 0
| F*(x) => 120
| F(0) = 120
A(0, 0) Punto de inflexién
| debuxar(A, {cor = negro, tamafio_punto = 8})

l_.

(Bt E==
WiRIS

epull|owse s BB

249




Linux/Windows wWiR:s

74. Para a funcién f: R — R definida da forma: 75. Dada a funcién:
_ Q3 2 1
f(x) = 8x” — 84x~ + 240x fx) = X —8x2 4+ —
Determina a sia monotonia e extremos relativos. 6 X
Solucid Calcula os intervalos de concavidade e convexida-
olucion: de e os puntos de inflexién da funcién.
[ Problema74 Solucién:
| f{x) = 8x3 - 84x2 + 240x => x—8-x7-84-x2+240 x
| taboleiro({centro = punto(3, 150), anchura = 10, altura = 400}) [ Exercicio 75
| debuxar(f(x), {cor = negro, anchura_lifia = 2}) X 1 48 -x3-x2-6
Lo o : o e o N i e e
a) Maximos e minimos relativos f(x) = 6 8x<+ ¥ b —6-x
I ;::;)Ifrg;;):m = {{x=2}, {x=5}} | debuxar(f{x), {cor = negro, anchura_lifia = 2})
|A= punto(2, 208) = (2,208) a) Puntos de inflexion 1
| f'(x) = 48-x-168 resolver (f'(x) =0) => {{x=5}}
[f'(2) = -72
- Maximo relativo A(2, 208) f112) = —
| f(5) =» 100 12
| B = punto(s, 100) = (5,100) A= unto(l L) 5 (1 L)
|F(5) = 72 P 2' 12 2'12
- Minimo relativo B(5, 100) | F*(112) => -96
b) Monotonia . . (l L)
|F(0) = 240 Punto de inflexion A 2 12
recente : (-00, i ebuxar(A, {cor = negro, tamafio_punto =
c te : (-00, 2) U (5,+00) debuxar(A, { tamari to = 8))
Decrecente : (2, 5) Curvatura
| debuxar (A, {cor = negro, tamafio_punto = 8}) | (1) = -14
| debuxar (B, {cor = negro, tamarfio_punto = 8}) 1
N Convexa (V) : (0, E)
1
Céncava(N) : (-00, 0) U (E,wo)
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76. Determinouse que o custo total (en euros) que lle
supén a certa empresa a producién de n unidades
de determinado artigo varfa segundo a funcién:

c(n) = 2n3 + 270n + 2048

Calcula o nimero de unidades que debe producir-
se para facer minimo o custo por unidade.

Solucién:
[ Problema 76
| c(n) =2n3 + 270n + 2048 => n—2-n3+270-n+2048
.n3 :
fn) = c(n) -3 e 2-n’+270-n+2048
n n
| resolver(f(n) =0) =» {{n=8}}
| F'(8) = 12
Debe producir 8 unidades

77. Calcula os puntos de inflexién da funcién:

f(x) = 2x-2

X+ 1

e os intervalos de concavidade e convexidade.

Solucién:
[ Exercicio 77
2x - 2 2-x-2
= =
‘ Rl x+1 L x+1

| debuxar(f(x), {cor = negro, anchura_lifia = 2})
2x-2 |x+1 = 2.x-2 |x+1
._4 2
| debuxar(x = =1, {cor = negro, anchura_lifia = 2})
| debuxar(y = 2, {cor = negro, anchura_lifia = 2})
a) Puntos de inflexién:
| resolver(f'(x) =0) => {}
Non ten puntos de inflexion.
b) Curvatura:
| factorizar(F'(x)) => (-1)~"-8-(x+1)73
| f'(0) => -8
Convexa(U) = (-0, - 1)
Coéncava(N) = (-1, +oQ)

TEMA 8. APLICACIONS DAS DERIVADAS

Windows Derive

78. Atopa o mdximo e o minimo absolutos da seguinte
funcién:
f(x) =x2—6x% +9x— 1

no intervalo [1, 2].

Solucién:

[ Problema78
| f(x) =x3 -6x2 +9x - 1 => xe+x3-6-x2+9-x-1
| debuxar(f(x)) => taboleirol
| debuxar(f(x),0..2, {cor = negro, anchura_lifia = 2})
| A = punto(0, f(0)) => (0,-1)
| debuxar(A, {cor = negro, tamarfio_punto = 8})
| B = punto(2, f(2)) = (2,1)
| debuxar(B, {cor = negro, tamarfio_punto = 8})
Aplicacion do teorema de Weiertrass
|F(x) =» 3.-x2-12.x+9
| resolver(f(x)=0) = {{x=1},{x=3}}
| C = punto(1, f(1)) => (1,3)
| F'(x) =>» 6-x-12
| (1) => -6
C(1, 3) Maximo relativo de f(x) en [0, 2]
| debuxar(C, {cor = negro, tamafio_punto = 8})
O maximo absoluto & C(1, 3)
O minimo relativo & A(0, -1)
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79. Obtén os pardmetros r, s e t para que a funcidn:

2

f(x) =x3 + rx2 —sx + t

tefla un mdximo en x = —2, un minimoen x =0 e
pase polo punto (1, —1).

Solucidn:

[ Problema 79
[f(x) =x3 +r-x2-s-x+t=> xor-x2-s-x+t+x3
f(-2) =0
resolver[f‘(O) =0 ] =» {{r=3,s=0,t=-5}}
f(1) = -1
[f(x) =x3 +3x2 -5 = x—x3+3.x2-5
| debuxar(f(x), {cor = negro, anchura_lifia = 2})
| debuxar(punto( -2, f{-2)), {cor = negro, tamafio_punto = 8})
| debuxar(punto(0, f(0)), {cor = negro, tamafio_punto = 8})
| debuxar(punto(1, f(1)), {cor = negro, tamafio_punto = 8})

252

80. A grdfica da funcién:

f(x) =ax® + bx? + ¢

pasa polo punto (0, 0) e ten un mdximo local no
punto (1, 2). Obtén os valores dos coeficientes a, b

ec.
Solucién:
[ Problema 80
|fix) =a-x3+b-x2+¢c => x—sa-x3+b-xZ+c
f(0) =0
resolverif(1) =2 ; =» {{a=-4,b=6,c=0}}
f(1) =0

| f{x) = —4x3 + 6x2 => x—+-4-x3+6-x2

| debuxar(f(x), {cor = negro, anchura_lifia = 2})

| debuxar(punto(0, f(0)), {cor = negro, tamario_punto = 8})
| debuxar(punto(1, f{1)), {cor = negro, tamafo_punto = 8})

SOLUCIONARIO
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81. Atopa os valores de a e b para que a funcidn:

flx) = ax + —

tefa un extremo relativo no punto (1, 2).
Solucién:

[ Problema 81
a-x2+b
PN

b
‘f(x)=a-x+?—> X

resolver{;.((11]) i%} =» {{a=1,b=1}}

x2+1

1
‘f{x)=x+;—b X

| debuxar(f(x), {cor = negro, anchura_lifa = 2})
| debuxar (punto(1, f{(1)), {cor = negro, tamafio_punto = 8})

TEMA 8. APLICACIONS DAS DERIVADAS

Windows Derive (@
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82. Atopa o valor de b € R para que a funcién:

fx) = x* + E
X

tefia un minimo cando x = 1.
Solucidn:

[ Problema 82
b+x3

b
‘f(x)=x2+?—>x--

| resolver(f(1) =0) =» {{b=2}}
x3+2

2
‘f(x)=x2+;—> X

| debuxar(f{x), {cor = negro, anchura_lifa = 2})
| debuxar(punto(1, f{1)), {cor = negro, tamafio_punto = 8})
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83. Calcula as dimensiéns dun recténgulo cuxo peri-
metro mide 64 m e a sda drea é mdxima.

Solucidn:

[ Problema83
Formulacion : A(x, y) = xy
Condicidons : P(x, y) =2x + 2y
| resolver({2x + 2y = 64}, {y}) = {{y=-x+32}}
| A(X) =x - (-x+32) = x—-x2+32-x
| resolver(A'(x) =0) => {{x=16}}
| f{x) = =x+32 => x—»-x+32
| f{16) => 16
Dimensions do rectangulo : longo = ancho =16 cm
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84. Deséxase fabricar un acuario con base cadrada e sen
tapa, de capacidade 500 dm3. A base e as paredes
do acuario deben estar realizadas en cristal. Cales
terdn que ser as sdas medidas para minimizar a su-
perficie total do cristal empregado?

Solucidn:

[ Problema 84
Formulacién : A(x, h) = x2 + 4xh
Condiciéns : x2h = 500
500
resolver({x2 -h = 500}, {h}) = {{h=—2 }}
X
500 3+2000
A(x) =x? + dx-—— = xs 2T
X

| resolver(A'(x) =0) => {{x=10}}

500 500
X == ane
X X
| h(10) = 5

Dimensions da caixa: aresta da base 10 dm e altura 5 dm

85. Descompén o nimero 25 en dous sumandos tales
que o dobre do cadrado do primeiro mdis o triplo
do cadrado do segundo sexa minimo.

Solucién:

[ Problema8s
Formulacién : f(x) = 2x2 + 3y?
Condiciéns : x + y =25
| resolver({x + y = 25}, {y}) => {{y=-x+25}}
| f(x) =2x2 + 3(25 - x)2 => x5-x2-150 -x+1875
| resolver(f(x) =0) => {{x=15}}
| F(15) = 10
Os nameros son 15 e 10.
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