Analise

Limites, continuidade e asintotas
Cdlculo de derivadas
Aplicacions das derivadas

Andlise de funcidéns
e representacioén de curvas

10. Integral indefinida e definida
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e asintotas

1. Limite dunha funcion nun punto

M Pensa e calcula

Completa mentalmente a taboa seguinte:

6 Limites, continuidade

Solucién:
X 1,9 1,99 1,999 - 2 - 2,001 2,01 2,1
f(x) =x + | 2,9 2,99 2,999 - 3 - 3,001 3,01 3,1
@ Aplica a teoria
1. OPserva a gl:éfica e atopa o limite en cada caso; se non Solucién:
existe, xustificao:
a) lim f(x) b) lim g(x) X R I I e
- = f)=x2— | —0,19 —0,0199 —0001999 — 0
AY AY
f(x) g(x) X I, 1,0l 1,001 — 1
f(x) = x2 - | 0,21 0,020 0,002 — 0
X X a) lim (x2=1)=0 b) lim (x2—1)=0
v > x— 1~ x—I*

Solucion:
a) lim f(x) = 4
x—3

b) lim g(x) non existe porque os limites laterais son
x—3

distintos.

lim g(x) =—=2; lim g(x) = I
x—>3~ x—>3*

2. Completa as tdboas para estimar o limite en cada caso:

X 09 099 0999 - 1
f(x) =x2— | -
X 1,1 1,01 1,001 — |
f(x) = x=— | =

a) Iiml_ 2= b) I|’mI+ 2=

3. Calcula mentalmente os seguintes limites:

, 3 + ,

) Jim, 02 =2+ 1) b Jim 255

c) lim Vx2 + 4 d) lim 5%~2
x—0 x—2

e) )(I@l L (4x +2)

Solucion:
a) lim (3—2x+1)=8-4+1=5
x—2

Lo 2x 6 _
b)x|[>n3x+3_ 6 =
<) Iimo\lx2+4=\/;=2
x—

d) lim 5%-2=50=|
Xx—2

e) limL4x+2)=L6
x— |
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2. Limite dunha funcion no infinito

N Pensa e calcula

Completa mentalmente a seguinte taboa:

Solucion:
X —o¢« —1000 —100 -10 -1 |
f(x) = 1/x 0 -0,001 -0,01 -0,l -1 |

10 100
0,1 0,01

1000 — +e
0,001 0

@ Aplica a teoria

4. Usa a grifica para estimar o limite en cada caso; e se
non existe, xustificao:
X +

a) X|_i>njm f(x), x|_i>n;1m f(x) sendo f(x) = TII

b) Iinjm g(x), Iin;lm g(x) sendo g(x) = signo (x)

AY Y
f = 25 80x) = signo ()
X X
\ » Ll
Solucién:
a) lim f(x)=1, lim f(x)=I
X—>—c0 X—>+oo
b) lim gx)=—1, lim gx) =1
X—>—0co X—> too

5. Indica se os seguintes limites son infinitos, un nimero
ou unha indeterminacion:

a) lim (x%+ 3x)
X—>too

b) lim (x?-3x)

X—> +oo

c) lim 27
X—> +oo

d) lim x3

X—> +oo

log x X

li lim ——

e) x—l>n:°° X2 f) x—l>njo<> «[XZ + |
x2 \* ex—5

. M i
) x|—|>n:oo(x2—5 )Xﬂ)n:m L(x+5)
i) lim x%-27x j) lim (\lx2 +x - 3x)

Xx—>+oo X—>—00

Solucion:
a) 00+ o0 = +oo
b) [0 — o] = lim x%=+oco

X—> too

Observa que: lim x2> lim 3x
X—> +oo X—> +oo

c)é=0
d) = >=0

e) ;] =0 (Observa que:

lim logx < lim x2
X—> too X—> +oo

f) ﬁ] Indeterminado.

g) [1°°] Indeterminado.

h) z] =+
(Observa que: lim e~°>> lim L (x+ 5))
X—>too X—>too
2 (o]
) lim X—=[—]=o
X—>+oo 2X oo

Observa que: lim x*< lim 2%
X—> +oo X—> + oo

l) oo + 0o = +oo
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3. Limites de funcions polinomicas e racionais

N Pensa e calcula

Indica cal das seguintes expresions é determinada, e calcula o resultado, e cal é indeterminada:
4 0 0 5
_oo0)3 003 — d) — = = _
) () b) 9% )% S 0> 9~
Solucién:
4 0
—o)3 = — 003 = o0 — = oo = 5
2) (=) b) 95 d) 4 =0
0 . D oo .
e) ) Indeterminada. f)-=0 g) = Indeterminada.
@ Aplica a teoria
6. Calcula os limites seguintes: 9. Calcula os limites seguintes:
H — 5 2 f _ 3 _ 2 + 2 +
a) XI_':L( x>+ x° + 3) b) XI_|>n_1w( x> + 5x — 4) 2) lim x-+3 b) lim 3x“+2
x—+e X3 + 2x x—teo X2 |
SoluseL Solucién:
)= by ez 2) 0 b) 3
7. Calcula os limites seguintes:
) ) 10. Calcula os limites seguintes:
, X~ — X . X"+ 2x-3
a) I|mI R b) I|m3—2+ ¢ N 5yt — x
x> 1 33 —x2 + x x>3 xT+x a) lim |=5———x b) lim [— —2x
x—+oo | X5+ 2 X—>+oo X+ 3
Solucién:
+ 2
a) 112 b) 2 9 lim (3x |_x+3)
X—+oo 2 X
8. Calcula os limites seguintes: 3 )
x+5 +2 d) lim (X —4x —1)
. , X 2
R i oel2eol 2
Solucién: Solucién:
; x+5 ; x+5 a) 0
a) Xlnjz— X+ 2 - XE)n_qr X+ 2 = e b) +oo
ox+2 _ o ox+2 c) +oo
b) xll—>n'}‘ x2 — | - lenT+ x2 — | - d) -2
4. Continuidade
M Pensa e calcula AY
y = Ent(x)
Indica en que valores é descontinua a funcién parte enteira do |° gréfico da marxe: —
@0
X
——O——————— P
@
Solucion:
OO
Nos valores enteiros nos que ten unha descontinuidade de salto finito.
OO0
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@ Aplica a teoria

1. A vista da gréfica, clasifica as descontinuidades das se-
g
guintes funcions:

a) AY b) AY

29 \ Existe unha descontinuidade de |* especie de salto fi-
V=S y=xzx_3 nito en x = 2.

b)

Como os limites laterais non son iguais, non existe o
lim f(x).
x—2

X
C) AY d) AY //t
/ =2 —
S x—2
y = x +|Ent(x)
X X

/ A funcion esta definida a anacos cunha funcién expo-
nencial e unha logaritmica que sempre son continuas

no seu dominio. O Unico punto conflitivo pode ser
Solucién: parax = I.
a) Ten unha descontinuidade evitable en x = 3, que se a) g(l)=0
evita facendo f(3) = 6 b) |im7 f(X) = ||'m7 (2)( _ 2) = 0
b) Ten unha descontinuidade de |* especie de salto infi- x> x=1
nitoenx=—-1lex=1I. lim f(x) = lim Lx=0
x— | x— |
c) Ten unha descontinuidade de |* especie de salto fini-

. Como os limites laterais son iguais, o lim f(x) = 0.
to nos valores enteiros. x— |

o ) ) A funcioén é continua.
d) Ten unha descontinuidade de |I* especie de salto in-
finito en x = 2.

I3. Estuda a continuidade das seguintes funciéns:

- . 2_
12. Representa e estuda a continuidade das seguintes fun- a) f(x) = X b) f(x) = x 4
ciéns: x2— | x-2
2) f(x) = {— 2x sex<2 Solucion:
)2 - a4 q ; ;
Xt =2x+ | se x>2 a) E unha funcién racional que é continua en todo o seu
) gx) = x_1 sex < | dominio.
x) = . y _
g L x sex> | Os valores onde non existe a funcién son x = —1 e
x=1.
Solucion: *Enx=-1:
AY lim X = —oo i X =+
x——1" x2 — | x——1* x2 — |

A funcién ten unha descontinuidade de |* especie
de salto infinito.

)f e Enx=I:

>
, X , X
lim > =—c0 lim 5 =+
x— 1= x%— | x— 1t x4 — |

A funciéon ten unha descontinuidade |* especie de
salto infinito.

A funcién estd definida a anacos con duas funciéns poli-
némicas que sempre son continuas no seu dominio. O
Unico punto conflitivo pode ser para x = 2. . S

P P P O valor onde non existe a funcién é x = 2.
a) f(2) = -4 2

b) E unha funcién racional que é continua en todo o seu
dominio.

b) lim f(x) = lim (-2x)=—4 x—>2 X—2
x—>2" x—2"

A funcién ten unha descontinuidade evitable. Evitase

q — K 2 —
Jim, 6 = Jim, O =2x+ 1) =1 facendo f(2) = 4.
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14. Atopa o valor do pardmetro k para que a seguinte
funcién sexa continua en x = 2:

fx) = {VZ—X

sex<2

kx — 1 sex>2

Solucion:
a) f(2) =0

b) lim f(x) = lim V2-x =0
X—2" X—2"
lim f(x) = lim (kx—1)=2k- |
x—2* x—2*

c) Para que sexa continua, o limite debe existir cando x
tende a 2, e ser igual que f(2).

2k—=1=0=>k=1/2

5. Asintotas de funcions racionais

N Pensa e calcula

Calcula mentalmente os seguintes limites:

a) XILn;‘ m b) xll—?g+ x—2 C) xI—I>n-?<><> ;
Solucion:
a) —oo b) +o 0

@ Aplica a teoria

—X

I5. ) =

Solucion:

Verticais:x = —2,x =2

lim =—oo li =+oo
x—-2" 4 — x2 x—-2" 4 — x2

lim = +oo li = —oco
x—2 4 — x2 x—2t 4 —x2

Horizontais:y = 0

lim =0

x—>—c0 4 —x?

A griéfica esta por debaixo da asintota.

lim =0

x—+oo 4 — x2

A grifica estd por debaixo da asintota.
Oblicuas: non ten.
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16. f(x) =

Calcula as asintotas e a posicion da grafica respecto das asintotas das seguintes funciéns:

X
x+2
Solucion:
Verticais: x = —2
x2 x2

lim = —o0 lim =
x—o-2- X+ 2 x—-2t X+ 2

Horizontais: non ten.
Oblicuas:y = x — 2
0

lim ——= =
X—>—00 X+2

A grafica esta debaixo da asintota.

lim =0*
Xx—>+oo X + 2

A grifica estd enriba da asintota.
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X
x2 + |

17. f(x) =

Solucion:
Verticais: non ten.
Horizontais:y = 0

lim —
x——o X%+ |

A griéfica esta debaixo da asintota.

=Nt

lim —
x—>+oo X* + |

A grifica esta enriba da asintota.

Oblicuas: non ten.

x2— |
X2

18. f(x) =

Solucion:
Verticais: x = 0
x2— |

s — e X —
lim 5 = - lim = —oo
x— 0" X

Horizontais:y = |
e =0 e
lim —-=0

X——c0 X

A grifica esta debaixo da asintota.
o=l
lim —-

X—>too X

=0

A grifica esta debaixo da asintota.

Oblicuas: non ten.
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Exercicios e problemas

Preguntas tipo test

BN Dada a funcién real de variable real definida por:

—3)2
o= £

Determina as asintotas da funcién.

[ Asintota vertical:x = 3

[] Asintota oblicua:y = x

Asintota vertical: x = —3, asintota oblicua:y = x—9

[ Non ten asintotas.

sex<0
sex>0

A Dada a funcién: f(x) = {z:: :)2
Estuda a sta continuidade no punto x = 0.
[ E continuaen x = 0.

Ten unha descontinuidade de salto finito.
[ Ten unha descontinuidade evitable.

[ Ten unha descontinuidade de salto infinito.

[E] A profundidade da capa de area nunha praia verase
afectada pola construcion dun dique. Nunha zona da
praia, esa profundidade vira dada pola seguinte fun-
cion (P é a profundidade en metros, e t, 0 tempo en
anos dende o inicio da construcién). Se a profundi-
dade chegase a superar os 4 metros, deberiase ele-
var a altura do paseo maritimo.

2+ t2

8t2—t— |
2t

se0<t<L |
P(t) =
© se0> |

E a profundidade unha funcién continua do tempo?
(] E continua para todo valor de t.

[ Ten unha descontinuidade de salto finito en t = I.
[ Ten unha descontinuidade evitable en t = 1.

[ Ten unha descontinuidade de salto infinito en t = |I.

I3 No enunciado anterior, por moito tempo que pase,
serd necesario elevar a altura do paseo por causa da
profundidade da capa de area!?

] Non, porque non superara | m.
Non, porque non superara os 4 m.
] Si, porque superara os 4 m.

] Non se pode saber.

3 Estuda a continuidade no intervalo [0,4] da seguinte
funcion:

fo) = {2x +3

se0<x< |

XB—6x2+9+ 1 sel<x<4

PAU

Contesta no teu caderno:

[ Ten unha descontinuidade de salto finito en x = 1.
[ Ten unha descontinuidade evitable en x = 1.
[ Ten unha descontinuidade de salto infinito en x = I.

[¥] E continua para todo valor de x.

3 Dada a funcion f(x) = )Z(LI pidese calcular as stas
asintotas. )
[ Asintota vertical: x = -2
] Asintota oblicua:y = —x

[ Asintota vertical: x = 2,
asintota horizontal:y = 1/2

[X] Asintota vertical: x = 2,asintota horizontal:y = —|

Estuda a descontinuidade da funcién:
x3=5x+2
x2—5x + 6

[ Ten unha descontinuidade de salto finito en x = 2.

f(x) =

[X] Ten unha descontinuidade evitable en x = 2 e
unha descontinuidade de salto infinito en x = 3.

[ Ten unha descontinuidade evitable en x = 3.

[ E continua para todo valor de x.

B} Supofamos que o valor V, en euros, dun produto
diminte ou se desvaloriza co tempo t, en meses,

onde:
25¢2
Vit)=50—-———=;t=0
Atopa: lim V(t)
t—+oo
a7s O 50 (x] 25 L +e
EJ Calcula os valores de a, b € R para que a funcién:
para q
x+a sex<0
fog =4 Fx=NI=x 0
3x
bx sex> |

sexa continua en todo punto.
Qa=1,b=3 (Qa=-1/3b=-3
X a=1/3,b=V2/3 a=1,b=v2

] O nimero de individuos, en milléns, dunha poboa-
cion vén dado pola funcion:
2
() = I8+t2
(t+3)
onde t é o tempo medido en anos dende t = 0. Cal-
cula o tamafio da poboacién a longo prazo, cando o
tempo tende a oo.

(x] 1 18 e ] +eo
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Exercicios e problemas

1. Limite dunha funcion nun punto Solucién:
19. Observa a grifica en cada caso, atopa o limite e, se non a) -2 b) 2 ©) 22
existe, xustificao:
lim f do f(x) = X2_3_X+2 s . .2 . g =
a) lim f(x) sendo f(x) = — — 2. Limite dunha funcién no infinito
—1 sex<0 22. Completa a téboa en cada caso:

b) Iig\og(x)sendog(x)= 0 sex=0 -10 —-100 -1000 — -

| sex>0
_)
AY AY
f(x) g(x) 10 100 1000 — + 00
%
X I X
L I L ] ]
a) xI—I>nJ<>° x + | b) XI—I)n;\oo x + |
Solucion:
—-100 -1000 —» -
Solucion:
a) lim f(x) = | b) lim f(x) non existe. 1,01 1001  — |
x—2 x—0

100 1000 — +

20. Completa a taboa para estimar o limite en cada caso:

099 0999 — I
29 299 2999 — 3

b) lim

X—> +oo x + I

ﬁ

3,1 3,01 3001 — 3 . . .
23. Asocia cada grifica cunha funcién axudindote dos li-

N mites aos que tende a funcién cando x tende a infi-
nito.
2
] o f(x) = —— () = 3+ —
2 4
a) xII—>rr:]i‘ x—2 b)xILn;+ x—2 x“+2 x4
Solucion: a) AY b) AY
29 299 2999 — 3 Sy P
ILiIrr 1,01 1,000 — I X — X
31 300 3000 — 3 =
0,909 0990 0,999 — I
a) lim ! =1 b) lim =1 Solucioén:
x—3- X—2 x—3t X—2 u );
f(x) = 2472 é a gréfica b).
21. Calcula mentalmente os seguintes limites: x2
i(x)=3+— é a grifica a).
i . xt4 xt+ 1
a) lim (x*—5x +2) b) lim
x—>4 x—=2 X+ |

c) lim V2-x
Xx—>—6
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Exercicios e problemas

24. Ordena de menor a maior as ordes dos seguintes infi-

nitos:
a) lim x3, lim x, lim x23
X—>+oo X—>+oo X—> +oo
b) lim 2% lim 1,5%, lim eX
X—>+oo X—>+oo X—> too
c) lim log, x, lim 3%, lim x!'0
2
X—> +oo X—>+oo X—>Foo
d) lim x* lim Lx, lim 2,5%
X—>+oo X—>+oo X—> too
Solucion:
a) lim x¥3< lim x< lim »3
X—>+oo X—> +oo X—> too
b) lim [,5¢< I[im 2*< lim &*
X—> +o0 X—> too X—> too

) lim log,x< lim x'®< lim 3%
X—>+oo X—>too X—>+oo

d) lim Lx< lim xt < lim 2,5%

X— +oo X—>+oo X—>too

25. Indica se os seguintes limites son infinitos, un nimero
ou unha indeterminacion:

a) lim (x*+x?)
X—>—o0

b) lim (x—\/;)

X—> +oo
i 4x i log (x2 + 1)
C) xI—I>n-;-]o<> x+5 d) xI—I>n2~><> X2
Solucion:
a) + oo b) [oo—oo] C) + co d)o

3. Limites de funcions polindmicas
e racionais

26. Calcula os limites seguintes:

a) lim (x*+5x?—x+2)
X—>+oo

b) lim (=23 +5x%—4x + 1)

X—>—oo

Solucién:
a) + o b) + o
27. Calcula os limites seguintes:

x2+2x -3

2) xlin2 x3-3x2+4 b) xhan23 x2+4x +3
Solucion:
a) 2/3 b) 2

28. Calcula os limites seguintes:

x3 = 2x2 + x x2+4x -5

a) xlinl X2 +x-2 b) x|l>rr—]6 X3 + |0X2 + 25x
Solucion:
a) 0 b) -7/6
194

29. Calcula os limites seguintes:

X
a) lim ——— b) lim
)x—>2 x2 — 2x )x—>—l x2— |
Solucion:
. X _ - _
a) lim = lim =—oo
x—2" X2 — 2% x—2 X —2
, X ,
lim = lim = +oo
x—2* x2—2x x—2t x—2
, 2
b) lim — = +oo
x——1" x4 —|
, 2 _
lim = —oo
x——1* x2 — |
30. Calcula os limites seguintes:
2x2 + x 7x2—x+ |
x—teo X + 2 x——o  2X*+ 3
Solucion:
a) 0 b) 7/2
31. Calcula os limites seguintes:
3 3
i x>+ 5 i 2x° + x— |
a) lim ——— b) lim ——=———
x——c0 X° + 2X X—>+oo 4X + 3
Solucion:
a) —oo b) 1/2

32. Calcula os limites seguintes:
. x+ | i 2x3—4
D Jm, (x 2 X) b m, ( 2+ | 2X)

o im [ -3
xm) 2x X

Solucion:

a) —oo

4. Continuidade

33. Considérase a funcién:

f(x) - {xz + X

sex>0

eX—1 sex<0

Razoa se é continua en x = 0.
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Solucion:
f(0)=0

Xll_)ng_ f(x) = Xll_)ng_ (e*-1)=0
lim f(x) = lim (x2+x)=0
x—0* x—0*
Jm =0
f(0) = lim f(x) =0
x—0

f(x) é continua en x = 0.

34. Representa e estuda a continuidade da seguinte fun-

cion:
fx) = —x2 + 5x se0<x<5
x—5 se5<x<10
Solucion:
AY

X

Como a funcién estéa definida por duas funciéns polinomi-
cas que son continuas, o Unico punto conflitivo pode ser
para o valor x = 5.

f(5)=0

lim f(x) = lim (—x2+5x) =0
x— 57 x— 57

lim f(x) = lim (x-5)=0
x—5* x—5*

f(5) = I|’m5 f(x) = 0 = f(x) é continua en x = 5.
X—>

35. Dada a funcién f(x):

x% — 4x
f =
) =2
O segundo membro da igualdade carece de sentido
cando x = 4. Como elixir o valor de f(4) para que a fun-

cion f(x) sexa continua nese punto?

Solucion:

f(4) = lim X2~ 4x xo—) _

= lim =lim x=4
x—4 X—4 x—4 *=7 x—4

36. Estuda a continuidade da funcién:
Vx -2
x—4

f(x) =
Solucion:

A funcion esta definida para [0,4) U (4, +<o).

Estidanse os valores x =4 e x = 0.

TEMA 6. LIMITES, CONTINUIDADE E ASINTOTAS

* Enx=4
f(4) non existe.

" Vx =2
m

Jim, =z -4

Ten unha descontinuidade evitable que se evita facendo
f(4) = 1/4.
* Enx=0:
f(0) = 1/2
IL”B— f(x) non existe.

lim f(x) = 112
x—0*

E continua pola dereita.

Hai unha descontinuidade de 2° especie en x = 0.

37. Considérase a funcion:

2x+5 sex<|
f) =12
x“+k sex>|
Determina o valor de k para que a funcién sexa conti-
nua.
Solucién:

Como estd definida por funciéns polindmicas, o punto
que pode ser conflitivo dase para o valor x = |.

f(1)=7

lim f(x)= lim 2x+5)=7
x— 1~ x— 1~

lim f(x) = lim (x2+k)=1+k
x— 1 x— 1

Como para ser continua:
f(1) = lim f(x)

x— |

temos:

l+k=7=k=6

5. Asintotas de funcions racionais

38. Calcula a asintota da seguinte funcion e estuda a posi-
cién da curva respecto dela:
2x2

f(x) = -

Solucion:
Verticais: x = |

Horizontais: non ten.
Oblicuas:y = 2x + 2

. 2
lim

X—>—c0 X — |

=0
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A griéfica esta por debaixo da asintota.

lim =0*

X—>+oo X — I

A grifica estd por enriba da asintota.

39. Calcula a asintota da seguinte funcién e estuda a posi-
cién da curva respecto dela:

x+ |
x2 +8

f(x) =

Solucion:
Verticais: non ten.
Horizontais:y = 0
, x+ | _
lim =0
x——c0 X2 + 8

A grifica esta por debaixo da asintota.
. x+ |
lim = =0"

x>+ x* + 8

A grifica esta por enriba da asintota.

Oblicuas: non ten.

40. Calcula a asintota da seguinte funcion e estuda a posi-
cién da curva respecto dela:

x2+3

x2—4

f(x) =

Solucion:

Verticais: x = —2,x =2

2
; x-+3
lim ) = +oo
x—>-2" X*—4
x2 +3
lim ) = —c0
x—-2" x*—4
’ x2 +3
lim 5 =

x—2 X —4

2
. xX*+3
lim — = +oo
x—=2t x*—4
Horizontais:y = |
lim — =0*
X—>—o0 X& —

A grifica esta por enriba da asintota.

=0t

lim 5
X—>*oo X4 —

A grifica esta por enriba da asintota.
Oblicuas: non ten.

41. Calcula a asintota da seguinte funcion e estuda a posi-
cién da curva respecto dela:

%2
fq = x2+x-2

Solucion:
Verticais: x =—-2,x = |

lim X—2 = +oo
x—-2" X2 +x—-2

) x?
XLITT X2 +x—2 B

. x?
xll—>n}’ X2 +x—2 -

lim X—Z =+
x> 1" X2+ x—2
Horizontais:y = |

lim —— Z 0*

xomeo X2 HX—2
A gréfica esta por enriba da asintota.
-x+2
lim ——————=0"
x>t X2+ X =2
A grifica estd por debaixo da asintota.

Oblicuas: non ten.

Para ampliar

42. Estuda a continuidade da funcién:

| —x? sex< |
f(x) =43x? - 12x + 9 se l <x<3
—2x% + 16x—30 sex >3
Solucion:
* Enx=1:
f(1)=0

lim f(x) = lim (I -x% =0

x— 1~ x— 1~

lim f(x) = lim 3x?—12x+9)=0
x—I* x— 1"

IimI f(x) = f(l) = A funcién é continua en x = |.
x—>
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e Enx=3:
f3)=0
lim f(x) = lim 3x*—12x+9)=0
x— 3" x— 3"

lim f(x) = lim (-2x2+ 16 x—30)=0
x— 3" x— 3"
Iim3 f(x) = f(3) = A funcién é continua en x = 3.
x—
A funcién é continua en R.

43. Estuda a continuidade da funcién:

X2+ 2x + |

sex<—I
f(x) =92x +2 se—1<x<2
—x2 + 8x sex>2

SOLUCIONARIO
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Solucion:
e Enx=—1:
f1)=0

lim f(x)= lim (2+2x+1)=0
x——1" x—>—1"
lim f(x)= lim (2x+2)=0
x—>—1* x—>—1*
IimI f(x) = f(—1) = A funcién é continua en x = —1.
X—>—
* Enx=2:

f(2) =6
lim f(x) = lim (2x+2)=6
x—2" x—2"

lim f(x) = lim (-x?+8) =12
x—2* x—2*

Iim2 f(x) # f(2) = A funcién non é continua en x = 2.
X—>

Ten unha descontinuidade de |? especie de salto finito.

44. Estuda a continuidade de f(x):

x2+3 sex< |
f(x) =14 sel <x<4
(x—4)2+2 sex>4
Solucion:
e Enx=1:
f(l)=4

lim f(x) = lim (x*+3) =4
x— 1~ x— 1~

lim f(x) = lim 4=4

x— I* x— I*

IimI f(x) = f(1) = A funcién é continua en x = |.
x—>

e Enx =4
f(4) = 4
lim f(x) = lim 4=4
x—4" x—4"
lim f(x) = lim ((x-4)*+2)=2
x—4* x—4*

Iim4 f(x) # f(4) = A funcién non é continua en x = 4.
X—>

Ten unha descontinuidade de |I? especie de salto finito.

TEMA 6. LIMITES, CONTINUIDADE E ASINTOTAS

45. Estuda a continuidade da funcién:

_ Vx-2 sex>2
f(x) =
x(x—-2) sex<?2
Solucién:
Enx =2:
f(2) =0

lim f(x) = lim x(x—-2)=0

x—2" x—2"

lim f(x) = lim ¥x-2=0

x—2* x—2*

I|’m2 f(x) = f(2) = A funcién é continua en x = 2 e por
X—>

conseguinte é continua en R.

46. Estuda a continuidade de f(x):

x+2
x— |
feq = 3x2 - 2x

x+2

sex<2

sex>2

Solucion:

A funcién estd definida mediante duas funciéns racio-
nais. Ademais de estudar o valor x = 2, hai que estudar
o valor x = |, para o que non esta definida a funcion:
x+ 2
x— |

e Enx=I:

f(1) non existe.

. . +2
lim f(x) = lim = —oo
x— 1~ x—=1- x— |
, . x+2
lim_ f(x) = lim = 4oo
x— I x— 1t x— |
A funcién é descontinua en x = |, onde ten unha des-

continuidade de |* especie de salto infinito.

e Enx=2:

f(2) = 4
+

lim f) = lim <52 =4

x—2" x—2- X — |

. o, 32— 2x _

iy 09 = i, B3 =2

A funcién é descontinua en x = 2, onde ten unha des-
continuidade de |I* especie de salto finito.
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Problemas

47. Considérase a funcion:

x2—25
f(x) = — sex#5
0 sex=5

a) Demostra que f(x) non é continua en x = 5.

b) Existe unha funcién continua que coincida con f(x)
para todos os valores x ? 5! En caso afirmativo, da a
sUa expresion.

Solucion:

a) f(5) =0
, _ o o x2=25 L (xS)(x+5)
JTS fq = xlins x-5 XITS x=5 -

= lim (x+5)=10
x—5

En x = 5 hai unha descontinuidade evitable. Evitase de-
finindo f(5) = 10.

OB s

48. Calcula as asintotas da funcién e estuda a posicién da
grafica respecto delas.

3x2 - 3x
W==c2

Solucion:
Verticais: x = —2

lim 3x2—3x _

i ———— = —
x—>2 X+12

lim 3x2-3x _ +

1 —— =4+
x—2t X +2
Horizontais: non ten.
Oblicuas:

3x2—3x _ 18
Tx+2 X2

y=3x-9
.18
Jm_ x+2 =0

A grifica esta por debaixo da asintota.
I8
1 —_— =Nt
A2 =0

A grifica esta por enriba da asintota.

49. Considérase a funcion:

x3+3x + |
X

2x

x— |

sex=>—1
f(x) =
sex<-—|

198

a) Estuda a continuidade de f.

b) Atopa as asintotas da grafica de f.

Solucioén:

a) A funcion esta definida mediante duas funciéns racio-
nais. Ademais de estudar o valor x = — 1, hai que estu-
dar o valor x = 0, para o que non esta definida a fun-

X3+ 3+ |
cién: ———
e Enx=-1:
f-1)=3
im0 = lim — = |
im f(x) = lim =
x——1- x—o—I= X~ I
3
i , x>+ 3x + |
lim f(x)= lim ——=3
x——I* x——I* X
A funcién é descontinua en x = — |, onde ten unha

descontinuidade de |* especie de salto finito.
* Enx=0:
f(0) = non existe.

; , x3 4+ 3x + |
lim f(x) = lim ————— =—c
x— 0" x— 0~ X
3
B i x>+ 3x+ |
lim f(x) = lim ————— = +e
x—0* x—0* X

A funcién é descontinua en x = 0, onde ten unha des-
continuidade de |* especie de salto infinito.

b) A funcién ten unha asintota vertical en x = 0.

Ten unha asintota horizontal en y = 2.

50. Determina o valor de a e b para que a funcién f(x) sexa

continua.
—-2x—a sex<0
f(x) =q4x—1 se0<x<2
bx -5 sex>2
Solucion:

Hai que estudar os valores x =0 e x = 2.
f(0) = —a
lim f(x) = lim (-2x—-a)=-a
x— 0~ x—0~
lim f(x) = i —-1)==I
Jim, 109 = Jim, (<=1
Ten que cumprirse:
lim f(x) = lim_f(x) = f(0)
x—0" x— 0%

—l=-a=a=|

Enx =2:

f(2) = |

XIi_)rr;ﬁ f(x) = xli_)rr;f x-1=1

lim f(x) = lim (bx—-5)=2b-5
x—2* x—2*

SOLUCIONARIO
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Ten que cumprirse:
lim f(x) = lim_ f(x) = f(2)
x—2" x—2*

l=2b-5=2b=6=b=3

51. Considérase a funcion:
a*-6
f =
S
Determina o valor de a sabendo que f é continua e que
a>0.

sex<?2
se2<x< 10

Solucion:

f2) =3

XIi_)mZ_ f(x) = Xll’_)rr;_ (@*-6)=a2-6
253, 169 = B, bemsl=3
Ten que cumprirse:

XIi_)rr;ﬁ f(x) = XIi_)n} f(x) = f(2)
al-6=3=a’=9=>a=13

Comoa>0=a=3

52. Considérase a funcion:

3x + 5a sex<0
f(x) = 1bx? + 3 se0<x<2
x2— 4 se2<x

Estuda a continuidade de f(x) segundo os valores das
constantes a e b.

Solucién:

Enx=0:
f(0) =3

lim f(x) = lim (3x + 5a) = 5a
x— 0~ x—0"

lim_ f(x) = lim_(bx?+3) =3
x—0* x—0*
Ten que cumprirse:

XIi_)rr(l)ﬁ f(x) = x"—>n3+ f(x) = f(0)

5a=3 =a=3/5
En x =2:
f(2) =0

lim f(x) = lim (bx*+3)=4b+3
x—2" x—>2"

lim f(x) = lim (x*—4)=0

x—2* x—2*

Ten que cumprirse:
lim f(x) = lim_f(x) = f(2)
x—2" x—2*

4b+3=0=b=-3/4

TEMA 6. LIMITES, CONTINUIDADE E ASINTOTAS

Para profundar

53. Estudase a continuidade de f(x):

ex sex <—|
f(x) = 4 se—| <x<|
x+3
l+Lx sex>|
Solucioén:
A funcién esta definida por funciéns continuas nos seus
dominios. Os valores que se estudan son x = —I;x = |.
* Enx=—1I:
f—1)=2

lim f(x)= lim e*=l/e
x—=I- x——I1-

lim f(x) = lim =
x——I1* ( ) x——I* X+ 3

A funcién ten unha descontinuidade de | especie de
salto finito en x = —1.

e Enx=I:

f(l) =1

) - 4 _
Jm 10 = Jim S5 =

lim f(x) = lim (I +Lx)=1
x— I* x—I*

A funcién é continua en x = |.

54. Considérase a funcion:

_x?+ax+a-—1
f(x)_{L(x—l)

Estuda a continuidade segundo o valor do pardmetro a.

sex<?2
sex>2

Solucion:
f(2) =3a+3

lim f(x)= lim (x*+ax+a—1)=3a+3
x—2" x—2"

lim f(x)= lim L(x—-1)=0

x—2* x—2*

Ten que cumprirse:
lim f(x) = lim_f(x) = f(2)
x—>2" x—>2*

3a+3=0=a=—1I

55. Considérase a funcion:

ax?—-2 sex<-2
f(x) =qa se—2<x<2
X sex>2

a) Calcula o valor de a para que f(x) sexa continua en
X =-=2.

b) Para o valor de a atopado, di se é continua a funcion
enx =2
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Solucién:
a) Enx =-2:
f-2)=4a-2
xlinjz- f(x) = Xin_wz_ (x2-2)=4a-2

lim f(x)= lim a=a
x—=2*% x—=2*%

Ten que cumprirse:

lim f(x) = lim f(x) = f(-2)
x—-2" x—-2*
4a—2=a=a=2/3

b) Paraa = 2/3:
f(2) = 2/3
lim f(x) = lim 2/3=2/3
x—2" X—2"

lim f(x) = lim x=2
x—2* x—2*

A funciéon ten unha descontinuidade de |* especie de
salto finito.

56. Estudouse a evolucion da ganancia y en céntimos de
euro en cada instante dende un tempo inicial ata pasa-
dos 5 anos, pola fabricaciéon dun determinado produto,
e modelizouse funcionalmente esta evolucién deste
xeito:

Durante o primeiro ano:y = 2t2
Durante o segundo e terceiro ano:y = 4t — 2
Durante o resto:y = e3¢

Explica a continuidade da funcion.

Solucion:

Escribese a funcién:

2¢2 se0<t< |
ft) =14t-2 sel<t<3
et set>3
Estidanse os valorest= 1| et = 3.
Ent=1:
f(l)=2
lim f(x) = lim 2t2=2
x— |~ x— 1~

lim f(x) = lim (4c—2)=2
x— 1t x—1*

A funcién é continuaent = |.

Ent=3:

f(3) = |

lim f(x) = lim (4t—2) =10
x— 3" x— 3"

lim f(x) = lim e3-t=|
x—3* x—3*

A funcién non é continua en t = 3.Ten unha descontinui-
dade de |? especie de salto finito.
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57. Un comerciante vende un determinado produto. Por
cada unidade de produto cobra a cantidade de 5 €.
Non obstante, se se lle encargan mais de 10 unidades,
decide diminuir o prezo por unidade, e por cada x uni-
dades cobra a seguinte cantidade:

se0<x<10

sex> 10

5x
<) = {VaXZ +500

a) Atopa a para que o prezo varie de forma continua
ao variar o numero de unidades que se mercan.

b) A canto tende o prezo dunha unidade cando se mer-
can «moitisimas» unidades?

Solucion:

a) Estudase en x = 10.

f(10) = 50
lim f(x) = lim 5x =50
x— 10” x— 10”

lim f(x)= lim Vax?+ 500 = \100a + 500
x— 10* x— 10*

Ten que cumprirse:

Ay, 9=y =109

V1002 + 500 =50 = a =20

b) O prezo por unidade é:
o)

X

NEY W
Calcdlase: Iim M =20
X—> 00

58. Estuda a continuidade da funcion: f(x) = I+|x|
Solucion:
E o cociente de duas funciéns continuas, logo é continua;
salvo cando se anule o denominador; o que nunca sucede,
Xa que:

| +|x|>1

A funcién é continua en R.

59. Calcula, de forma razoada, ddas funciéns que non sexan
continuas nun certo valor x = a do seu dominio e tales
que a funcién suma sexa continua nese valor.

Solucion:

Calquera funcién constante é continua en R. Tratase de
buscar duas funciéns que se rompan nun punto e que ao
sumarllas dea unha constante. Por exemplo:

_]0 sex<0
f(x)_{l sex>0
)1 sex<0
809 = 0 sex>0

A funcién f(x) + g(x) = | é continua en R.

SOLUCIONARIO

© Edicions Xerais de Galicia, S. A.



© Edicions Xerais de Galicia, S. A.

Linux/Windows wWiR!is|

Windows Derive

Paso a paso

60. Atopa o seguinte limite e representa a funcién co-
rrespondente para comprobalo graficamente.

lim (x*-1)
x—2

Solucién:

Resolto no libro do alumnado.

61. Atopa os seguintes limites e representa a funcién
correspondente para comprobalo graficamente.

Solucién:

Resolto no libro do alumnado.

Practica

62. Representa a seguinte funcién e estuda as stas des-

continuidades.
x—1 se x<2
y=13 se x=2
x2—4x+5 se x>2
Solucidn:
Resolto no libro do alumnado.
x2-3x+3

63. Representa a funciény = , atopa as suas

z z
asintotas € representaas.

Solucidn:

Resolto no libro do alumnado.

64. Internet. Abre: www.xerais.es ¢ clixe Matemati-
cas, curso ¢ tema.

Atopa os seguintes limites e representa a funcién co-
rrespondente para comprobalo graficamente.

65. lim (x> —2x+1)

x—2
Solucién:

[ Exercicio 65

[f(x) =x3 - 2x+ 1 => x—=x3-2.x+1
limf(x) = 5

x—2

| debuxar(f(x), {cor = negro, anchura_lifia = 2}
Candox = 2, vese quey =5

TEMA 6. LIMITES, CONTINUIDADE E ASINTOTAS
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X

X—>+00 X

Solucidn:

[ Exercicio 66

> 1
‘ fix) = F — XH? -3¥
lim f{x) =+ +00

X— 00
| debuxar(f(x), {cor = negro, anchura_lifia= 2})
Cando x — +00, vese quey = 0

WiRIS
Ell=

peumlolsssBoo |

=

-10 -8 -6 -4 BN 4 2 4 g 8 0

67. lim (e*—x?)

X—> +00
Solucidn:

| Exercicio 67
| f(x) = eX - x2 = xr—reX-x2
lim f{x) =» +00

X—+00
| debuxar(f(x), {cor = negro, anchura_lifia = 2}
Cando x —» +00, vese quey — +00

202
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68. lim 5%—2

x—2

Solucidn:

[ Exercicio 68

| f(x) =5%"2 = xrs5%2
limf(x) => 1.

x—2

| debuxar({f(x), {cor = negro, anchura_lifia = 2} -
Cando x = 2, vese quey — 1

ppumoEs s eBRn |
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69. lim (—x?+x*+3x-1)

X—>—oo0
Solucidn:
| Exercicio 69
[fix) == x3+x2+3x -1 = x=-x3+x2+3.x~1
lim f(x) =» +00
x—-00

| debuxar(f(x), {cor = negro, anchura_lifia = 2})
Cando x = -00, vese quey — +00

70. lim (-x3+x%+3x-1)

X—> +00
Solucién:
[ Exercicio 70
[f(x) =-x3 +x2+3x -1 => x—-x3+x2+3-x-1
lim f(x) =» -00
A— oo

| debuxar(f(x), {cor = negro, anchura_lifia = 2})
Cando x = +00, vese quey — -00

TEMA 6. LIMITES, CONTINUIDADE E ASINTOTAS

Windows Derive [©

'{ ‘.
WiRS
8 DEe 2 uboEs s s B |

a1

B |

71. lim ’2“3
x—3 x° — 3x

Solucién:

[ Exercicio 71

x-3 1
fix) =— = x— —
‘() > CaE | X

1
limf{x) = —
x—3 3

| debuxar(f(x), {cor = negro, anchura_lifia = 2})

1
Candox—n3,y—-§

[ .. { .
WiR!S

SCRTN 1 Q\ BB |@:@ |

10]

g
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72. lim 3x-5
x—2 X—2

Solucidn:

| Exercicio 72
3x-5 3-x-5
X—

-
x-2 x-2
| limf(x) =» 200

x—2

‘f(x) =

Como da mais e menos infinito, temos que atopar os dous limites laterais.
| lim f(x) = +00

x—2
| lim_f(x) =» -c0

x—2
| debuxar{f(x), {cor = negro, anchura_lifia = 2})

Cando x = 2%, vese quey — +0Q

Candox — 27, vese quey —+ -0

3
73. lim (x+l— X )

X—> +00 X2—9

Solucidn:
[ Exercicio 73
x3 x2-9.x-9
fix) =x+1- —_ N
‘ = % =9 T x2-g
lim f(x) = 1
X— 00

| debuxar(f(x), {cor = negro, anchura_lifia = 2})
Cando x = +00, y = 1

204
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2
74. lim =

X—> + 00 3X
Solucién:

[ Exercicio 74

2 2
‘f(x) m X oy X
3 3

lim f{x) = 0

X—+ 00
| debuxar(f{x), {cor = negro, anchura_lifia = 2})
Cando x — +00, y = 0

WiRS
zDEe e um|o@s s aBos |

101 1
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l s 7X2
1m

X—> +0 3X2

75.

Solucidn:
[ Exercicio 75

7x? 7
‘f{x) = ﬁ b 4 KHE

7
lim f{x) =—» —
X—+00 3
| debuxar(f(x), {cor = negro, anchura_lifia= 2})

T
Cando x — +00, y = 3

e—————————————————=
WiRIS
RDEe e uwloEss s BOB
| | | | | | | 110! | | | 1 ! !
B |
4|
10 8 B 4 2 2 4 g g 10
B
X—> +00
Solucidn:
| Exercicio 76
2" 2x
‘ fix) = — =» x> _—
3x 3%
lim f(x) = 0
X—+00
| debuxar(fix), {cor = negro, anchura_lifia = 2})
32
Cando x = 1, vese que y = : =0.71653

TEMA 6. LIMITES, CONTINUIDADE E ASINTOTAS

Windows Derive

WiRIS
2 DEe e ubo@s s e B |

10

Representa as seguintes funciéns e estuda as sdas conti-
nuidades.

2
77. f(x) = X1

x—1

Solucidn:

Exercicio 77
X%
x-1
\ debuxar(f(x), {cor = negro, anchura_lifia = 2})
E descontinua en x = 1, onde ten unha descontinuidade evitable.

‘f(x) = = XX+

WiRIS
2 D@Ee e ubo@s s s Boo |

i [x]]

B |
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x—1
78. f(x) = ——
x—2
Solucién:
[ Exercicio 78
X1 x-1
fix) = <=2 - Wi o
| debuxar(f{x), {cor = negro, anchura_lifia = 2})
E descontinua en x = 2, onde ten unha descontinuidade de 1° especie
de salto infinito.
WiRIS
o DEe o umo@s s s Bon |
g8 |
4|
.10 .8 6 N _:_"“"'-\ v | 4 | i |
-4
-8
-1d
—-2x se x<2
79. fx)=1 ,
x“—2x+1 se x>2
Solucién:
Exercicio 79

\ debuxar(- 2x, -00..2, {cor = negro, anchura_lifia = 2})
\ debuxar(punto(2, -4), {cor = negro, tamafio_punto = 8})
‘ debuxar(x2 — 2x + 1, 2.. +c0, {cor = negro, anchura_lifia = 2})
E descontinua en x = 2, onde ten unha descontinuidade de 17 especie de salto 5.
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80. f(x) 2X-2 se x<1
Lx se x> 1
Solucién:
[ Exercicio 80

\ debuxar(2X - 2, -00..1, {cor = negro, anchura_lifia = 2})

\ debuxar(punto(1, 0), {cor = negro, tamafo_punto = 8})

\ debuxar(In(x), 1..+00, {cor = negro, anchura_lifia = 2})
E continua en toda a recta real IR.
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81. f(x) - x2 -1 se x<2
) —X+5 se x>2
Solucién:
[ Exercicio 81

| debuxar(x? - 1, -00..2, {cor = negro, anchura_lifia = 2})

| debuxar(punto(2, 3), {cor = negro, tamario_punto = 8})

| debuxar(-x + 5, 2..+00, {cor = negro, anchura_liia = 2})
E continua en toda a recta real IR.

WiRIS
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TEMA 6. LIMITES, CONTINUIDADE E ASINTOTAS

Windows Derive (@

Representa as seguintes funcidns, atopa as stas asinto-
tas e represéntaas:

2
82. f(x) = =

X+ 2

Solucién:
| Exercicio 82
x2
‘ debuxar(m, {cor = negro, anchura_lifia = 2})

A asintota vertical € a raiz do denominador : x = -2
| debuxar(x = - 2, {cor = negro, anchura_lifia = 2})
Asintota horizontal : non ten, porque os graos do
numerador e do denominador non son iguais.
Asintota oblicua:

x2 |x+2 = x2 |x+2

4 X—-2
A asintota oblicua é: y=x-2
| debuxar(x - 2, {cor = negro, anchura_lifia = 2})
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X

x—3

83. f(x) =

Solucidn:

[ Exercicio 83
- X

x
‘f(x)— x-3 x-3

| debuxar(f(x), {cor = negro, anchura_lifia = 2})

A asintota vertical € a raiz do denominador : x =3
| debuxar(x = 3, {cor = negro, anchura_lifia = 2})
lim f{x) = 1

X—+od

lim f(x) = 1

x—-o0

A asintota horizontal & : y = 1

| debuxar(y = 1, {cor = negro, anchura_lifia = 2})
Asintota oblicua non hai porque o grao do numerador
non & un maior ca o do denominador.

b
WiRIS
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2
X°+ 2X +
84. f(x) :32—3
x“ + 1
Solucién:
[ Exercicio 84
3x2 +2x + 3 3-x2+2.x+3
e B M i i
x2 +1 x2+1

| debuxar(f(x), {cor = negro, anchura_lifia = 2})
Asintota vertical non hai, porque o denominador nunca se anula
lim f(x) =» 3

x—+e0

lim f(x) = 3

X—-00

A asintota horizontal & : y =3

| debuxar(y = 3, {cor = negro, anchura_lifia = 2})
Asintota oblicua non hai porque o grao do numerador
non € un maior ca o do denominador.
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