1. Teorema de Rouché

M Pensa e calcula

12 =3)(%) (o
2 -1 of|”| |2
Z
Solucion:

x+2y—-3z=0
2x — vy =2

4 Sistemas lineares
con parametros

Dado o seguinte sistema en forma matricial, escribe as stas ecuacions:

® Aplica a teoria

l. Escribe os seguintes sistemas en forma matricial:

a) x-—-y =2 b) 2x+y—- z=2
2x+y+2z=0 x+y+2z=5
x—y+2z=1| —X +5z=3

Solucién:

a) (I =1 0)/[x
2 | 2|y
I -1 2/\z

2. Escribe en forma ordinaria o seguinte sistema:

I 0 -2|[x |
3 1 Ily|=]3
2 -1 2/\z 0
Solucion:
X —-2z= 1
3x+y+ z=3
2x—-y+2z=0

3. Discute os seguintes sistemas:

a) 3x— y+2z= | b) 3x+2y+2z=15
x+4y+ z= 0 3x -2y —2z=—|
2x — Sy =-2 -x+3y+3z= 3
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Solucion:

a) Calcllase o determinante da matriz dos coeficien-

tes:

3 -1 2

IC|=|1 4 1|=-1I3

2 -5 0
Como o determinante de C é distinto de cero, o
R(C) = 3 e temos:
R(C) = R(A) = 3 = nmero de incégnitas = Sistema
compatible determinado.

b) Calctlase o determinante da matriz dos coeficien-
tes:

3 2 2
Ic|=| 3 -2 -2[=0
-1 3 3

Como o determinante de C ¢ igual a cero, atopase o
rango de A e C por Gauss:

3 2 2 15
Rl 3 -2 -2 —-1]|=
-1 3 3 3
-1 3 3 3
=R| 3 -2 -2 —I[|22+3.17 =
3 2 2 I5)/3#-2
-1 3 3 3
=R| 0 7 7 8 =
0 4 4 16)3:4
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-1 3 3 3

=R 0 7 7 8 =
0 | | 4)7-32-2°
-1 3 3 3

=R 0 7 7 8
0O 0 0 20

R(C) =2 <R(A) = 3 = Sistema incompatible.

4. Discute os seguintes sistemas:

a) 2x+y—-z=0 b) x+2y+ z=1

x+ty =1 2x+3y+2z=0

—X +z=1| x+ y+2z=3
Solucién:

a) Calcllase o determinante da matriz dos coeficien-
tes:

Ic|=| 1 1 o|=0
-1 0 |

Como o determinante de C ¢ igual a cero, atopase o
rango de A e C por Gauss:

I I
=R|{0 I I 2(=R o I)

o I 1 2
R(C) = R(A) = 2 < niimero de incégnitas = Sistema
compatible indeterminado.

b) Calctlase o determinante da matriz dos coeficien-
tes:

I 2 |
ICl=12 3

I I 2
Como o determinante de C é distinto de cero, o
R(C) = 3 e temos:
R(C) = R(A) = 3 = niimero de incégnitas = Sistema
compatible determinado.

2. Regra de Cramer e forma matricial

N Pensa e calcula

Dado o seguinte sistema, resélveo matricialmente:

bl

Solucion:

=0 6L

@ Aplica a teoria

5. Resolve por Cramer:

a) 2x+ vy =5 b) x+ y—-2z= 6

X +3z=16 2x+3y-7z=16

S5y—- z=10 S5x+2y+ z=16
Solucién:

a) Determinante dos coeficientes:

2 | 0
ICl=|1 0 3[=-29
0 5 -1
A solucién é:
5 1 0
16 0 3
_ 110 5 -l _—29_I
T T T -9

TEMA 4. SISTEMAS LINEARES CON PARAMETROS

2 5 0
| 16 3
o 10 -1 87 _
R
2 | 5
| 0 16
_ 10 5 10 _-145 _
e

b) Determinante dos coeficientes:

|
Icl=[2 3 -7|=2
5
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A solucién é: A solucién é:
6 | -2 0 4 5 5
16 3 -7 10 0 3 -I
116 2 1| _ 6 _ -10 I -5 O
K= L3 2 ol 290
*- 290 T =290 ©
I 6 -2
2 lée -7 4 0 5 5
15 16 1l _2 _ 2 103 -l
e 2! | -10 -5 0
0 I 2 0 290 -
L1 6 Y= —290 -290 ~
2 3 16
5 2 16| _ -2 _ 4 4 0 5
z= > =5 =-I 2 0 10 -l
| I -10 O
0o 3 I 0 —580
z= =2
6. Resolve por Cramer en funcién do pardmetro a: -290 -290
x+ y =a 4 4 5 0
X + 2), +z= 2 I I —5 - |0
o 3 2 | 580
e = 250 - 2
Solucién: -290
Determinante dos coeficientes:
| | 0 8. Resolve matricialmente o sistema:
ICl=|1 0 I|=-2 3x+2y+z= 5
[ D) I 2x — ytz= 6
A solucién é: x * 5y =3
a | 0 Solucioén:
0o 0 | X | 5 -5 -3 5 2
2 2 1| _2-2a _ yl=5] -1 | | 6|=1]-1
x=— 5, T Tacl 2l ooz o7)l-3 |
I a 0 x=2,y=—-l,z=1|
I 0 | o )
I 2 | 2 9. Resolve matricialmente o sistema:
y=—— =5 5 8 1\(x 2
3 -2 6||y|=[-7
1 a 2 1 —1)lz) s
I 0 O
B L =22-2 _, _. Solucién:
-2 -2 x L (-4 9 50\ 2] (-3
y|=-75|15 =7 =27|(-7|=| 2
z 107 7 Il -34/\-5 |
7. Resolve por Cramer: =By =R
4x+4y+5z+5t= 0
2x +3z— t= 10 10. Resolve matricialmente o sistema:
x+ y->5z =-10 2x -3y + z=-7
3y +2z = | X+ 4y +2z=—|
. x — 4y =-5
Solucion:
Determinante dos coeficientes: Solucion:
TR (I
2 0 3 -1 Y| =5 - - =
|C| = | | =5 0 =-290 z 2 -8 5 I1)\=5 -2
0 3 2 0 A solucion éx=—Il,y=1,z=-2
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3. Discusion de sistemas con parametros

N Pensa e calcula

Discute, segundo os valores de k, o seguinte sistema: )
X

Solucion:

x+ y=3 x+y=3
2x+2y=k}:> 0=k-6

Para todo valor k # 6 o sistema é incompatible.

x+ y=3
+2y:k

Para k = 6 o sistema redlicese a x + y = 3 = compatible indeterminado.

® Aplica a teoria

guintes sistemas:
a) ax+ y+ z=1
xtay+ z=a

x + y+az=a2
b) @+ I)x + y + z=0
x+@+ ly+ z=0
x + y+t(@+)z=0
Solucién:
a | 1
a) Calctlase: |C|=|1 a I|=a%-3a+2
I -1

a3-3a+2=0=a=-2,a=|

Para todo valor de a # -2 e a # | verificase que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incdgnitas e, polo tan-
to, o sistema é compatible determinado.

Estidanse os valores que son raices de |C|.

e Para a = —2 temos:

-2 1 | |
Rl I -2 I =2|=
| | -2 4
| | -2 4
=R | -2 I =2 1P-2 =
-2 | | I /21> +3°
| I -2 4
=R|0 3 -3 6]|22:3 =
0 3 -3 9/3:3
| | -2 4 | I -2 4
=R{0 I -1 2 =R([0 I -1 2
0 I =1 3/3-2° 0O 0 O |

Temos que R(C) =2 < R(A) = 3 g, polo tanto, o sis-
tema é incompatible.

TEMA 4. SISTEMAS LINEARES CON PARAMETROS

1. Discute, segundo os valores do pardmetro a, os se-

*Paraa = | temos:

Temos que R(C) = R(A) = | < nimero de incogni-
tas e, polo tanto, o sistema é compatible indetermi-
nado.

at+ |l | [
b) Calculase: |C| = | |
[ [

=a3+3a

a+3a=0=>a2(a+3)=0=>a=-3,a=0

Para todo valor de a # —3 e a # 0 verificase que:
R(C) = R(A) = 3 = numero de incégnitas e, polo tan-
to, o sistema é compatible determinado.

Estidanse os valores que son raices de |C|.

e Para a = —3 temos:

-2 1 I =2
Rf I =2 I|=R| I =2 I]1rP-22 =
| I -2 -2 | I2-17+3
I =2
=R[0 3 -3 23:3=R((|) : j
0 3 -3/=n»

Temos que R(C) = R(A) = 2 < numero de incégni-
tas e, polo tanto, o sistema é compatible indetermi-
nado.

e Para a = 0 temos:
|
RI T 1
|

Temos que R(C) = R(A) = | < nimero de incogni-
tas e, polo tanto, o sistema é compatible indetermi-
nado.

133




134

. Discute, segu v 3 , -
12. Discute, segundo os valores do parametro k, os se
guintes sistemas:

a) kx+y+ z=4 b) x+y+ z=0
x+y+ z=k kex +2z=0
x—y+kz=2 2x—-y+kz=0

Solucion:
|

=k2- |

k
a) Calculase: |C| = | |
I

I

I
-1k
k-1=0=k=-1,k=1I

Para todo valor de k # —1 e k # | verificase que:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas e, polo tan-
to, o sistema é compatible determinado.

Estudanse os valores que son raices de |C|.
e Para k = — | temos:
-1 1 4

Rl | | I —I|r+22 =R

-1 1 1 4
0o 2 2 3
I -1 -1 2/ 12+ 3 6

0O 0 O

Temos que R(C) =2 <R(A) = 3 g, polo tanto, o sis-
tema é incompatible.

*Para k = | temos:

| | | 4
Rf I | | I)1r-22 =
I =1 | 2/ 12-3
| | I 4 | | I 4
=R|0O O 0 3 =R[0 | 0o |
0 2 0 2/3:2 0O 0 0 3

Temos que R(C) =2 <R(A) = 3 g, polo tanto, o sis-
tema é incompatible.

b) Calculase: |C| = =—k2-k+6

N X =

I
0
—1

~DN —

kKZ+k-6=0=k=-3,k=2
Para todo valor de k # —3 e k # 2 verificase que:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incdgnitas e, polo tan-
to, o sistema é compatible determinado.

Estidanse os valores que son raices de |C|.

e Para k = —3 temos:

RI-3 0 2|2+3-1°=
2 -1 =-3[/2-1P-3
| | | | | |
=R|0 3 5 =R( 3 5)
0 3 5/=2»

Temos que R(C) = R(A) = 2 < numero de incégni-
tas e, polo tanto, o sistema é compatible indetermi-
nado.

e Para k = 2 temos:

| | |
RI2 0 2|2-1P-22 =
2 -1 2)2-3

[
I [
o| =R )
o I o0
o I 0
Temos que R(C) = R(A) = 2 < nimero de incogni-
tas e, polo tanto, o sistema é compatible indetermi-
nado.

13. Discute, segundo os valores do pardmetro a, o seguin-
te sistema:

3x + 10y =—4
ax+ y= |
x+ 3y=-I

Solucion:

Como hai mais ecuacidns ca incognitas, calcilase o de-
terminante da matriz ampliada:

3 10 -4
Calcdlase: [A|={a | |
I 3 -1

=2-2a

2-2a=0=a=1
Para todo valor de a # | verificase que:

R(C) < R(A) = 3 e, xa que logo, o sistema é incompa-
tible.

*Paraa =1 temos:
3 10 -4 | | |
RI I | I|=R|I 3 —l|2-17 =
| 3 -1 3 10 —4)32-3-12
| | | | | |
=R(0 2 -2|220:2 =R|0 I -1 =
0 7 -7]/3:7 0 I =1/ =2

I
= R(o | |)
Temos que R(C) = R(A) = 2 = nimero de incognitas e,
polo tanto, o sistema é compatible determinado.

14. Discute, segundo os valores do parametro m, os se-
guintes sistemas:

a) x+ y =
mXx + z=0
x+ (Il +m)y+mz=m+ |

b) 2m + 2)x + my + 2z=2m-2

2x + (2 —m)y = 0
(m + 1)x t(m+Dz= m-1|
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Solucion:
I I 0
a) Calcdlase: |C|=|m 0 I |=-m2-m
Il I+m m
m+m=mm+1)=0=m=-I,m=0

Para todo valor de m #—1 e m # 0 verificase que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas e, polo tan-
to, o sistema é compatible determinado.

Estidanse os valores que son raices de |C|.

*Para m = —1| temos:
| I 0 | | I 0 |
Ri—-I 0 | Olirr+22=|0 | | l=
I 0 -1 0/ 22+3 0O 0 O O
_ (1 I 0 |
_RO | | |

Temos que R(C) = R(A) = 2 < numero de incgni-
tas e, xa que logo, o sistema é compatible indeter-
minado.

¢ Para m = 0 temos:
| I 0 |
RIO 0 |
| I 0 1)/=r

Temos que R(C) = R(A) = 2 < numero de incégni-
tas e, xa que logo, o sistema é compatible indeter-

minado.
2m+2 m 2
b) Calculase: [C|=| 2 2-m 0 |=
m+ | 0 m+ |
=-2m(m + I)(m—1)
mm+ DHm-1)=0=>m=0m=-1,m=1

Para todo valor de m # 0,m # —| e m # | verificase
que:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incdgnitas e, polo tan-
to, o sistema é compatible determinado.

Estidanse os valores que son raices de |C]|.

e Para m = 0 temos:
2 0 2 -2\=2-3
R[2 2 0 O0|2:.2 =
I 0 I -1

I 1 0 o) R (| I 0 0)
I 0 I —I)pr—2""10 I -1 1
Temos que R(C) = R(A) = 2 < nimero de incogni-

tas e, polo tanto, o sistema é compatible indetermi-
nado.

=R

*Param =—1| temos:
0 -1 2 -4 2 3 0 O
RI2 3 0 O0|=R(0 -1 2 -4

0 0 0 -2 0 0 0 -2

Temos que R(C) =2 <R(A) = 3 e, polo tanto, o sis-
tema é incompatible.

*Para m = | temos:

4 | 2 4 | 2
Ri2 | 0 =R|2 | 0]=

2 0 2/3:2 | 0 |

I 0 | I 0 |
=R(4 | 2|22-4-1> =R|0 I -2 =

2 | 0/ 32-2-12 0 I =2/ =2
I O |
=Rlo | -2)

Temos que R(C) = R(A) = 2 < nimero de incégni-
tas e, xa que logo, o sistema é compatible indeter-
minado.

TEMA 4. SISTEMAS LINEARES CON PARAMETROS
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Exercicios e problemas

Preguntas tipo test

PAU

Contesta no teu caderno:

BN Un sistema linear heteroxéneo é compatible deter-
minado se (C, matriz dos coeficientes, e A, matriz
ampliada cos termos independentes):

U R(C) <R(A)
X] R(C) = R(A) = N° de incégnitas
U R(©) > R(A)

L R(C) = R(A)

3 Se temos o sistema linear matricial CX = B tal que
existe C!, a solucién é:
[ X=BC ] X =BC"!

[l X=CB X] X=C"'B

[EJ Un sistema linear homoxéneo:
(X] Sempre é compatible.
] Sempre é incompatible.
[] Unhas veces é compatible e outras incompatible.

d Ningunha das anteriores é certa.

I8 Un sistema linear de tres ecuaciéns con ddas incog-
nitas:

(X] Se R(C) = R(A) = 2, & compatible.
] Se R(A) = 3, é compatible.
[] Se R(C) = 3, & compatible.

[] Se R(C) = R(A) = 3, é compatible.

Il Un sistema linear de tres ecuaciéns con tres incog-
nitas:

[] Se R(C) = R(A) = 2, é compatible determinado.
[] Se R(C) # R(A), é compatible determinado.

(¥] Se R(C) = R(A) = 3, é compatible determinado.

[] Se R(C) < R(A), é compatible determinado.

I3l Considérase o sistema linear de ecuacions, depen-
dentes do parametro real a:

x—2y+ z=0
3x+2y—-2z=3
2x+2y +az=8

Discute o sistema para os distintos valores de a:
(¥] a#-7/4,S.C.D.,,sea=-7/4,S.1.
[]a=-7/4,S.C.D,sea#-7/4,S.1.
da#2S.C.D,sea=2,5.l.
Ja=2S.C.D,sea#2,5.l

Resolve o sistema do exercicio 6 para a = 4.
x=2y=3z=4
U x=-2y=3,z=-4
Xl x=y=z=1
Ox=-l,y=-2,z=-3
] Discute, en funcion do parametro a, a solucion do
seguinte sistema de ecuacions lineares.
x+4y+ z= 2
3x— y+2z= |
2x — Sy +az=-a
da#-I,S.C.D,sea=—1,S.1.
a#1,5.C.D,sea=1,S.C.I.
da=1,S.C.D,seaz|S.C.lI
da=2S.C.D,seaz2S.1.
2 Resolve o sistema do exercicio 8 cando sexa com-
patible determinado.
dx=y=z=5
O x=15y=6z=1I
U x==1/2,y=2/3,z=—4/5
X] x=15/13,y =6/13,z=~1
Il Resolve o sistema do exercicio 8 cando sexa com-
patible indeterminado.
Ux=y-2,z=-y+2
X] x=9y-3,z=—13y+5
O x=3y—1l,z==3y+ |
[ x=-9y+3,z=13y-5
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Exercicios e problemas

1. Teorema de Rouché

15. Discute o seguinte sistema:
3x— y+2z= |
x+4y+ z= 3
2x -5y + z=-2

Solucion:

Como |C| = 0,at6pase o rango de C e de A por Gauss e
obtense:

R(C) = 2 = R(A) < numero de incdgnitas e, polo tanto, o
sistema é compatible indeterminado.

16. Discute o seguinte sistema:

5x +4y + 5z
X — 2y
S5x+3y+5z=

9
I
5

Solucioén:
Como |C| =-10,0 R(C) = R(A) = 3 e, polo tanto, o sis-
tema é compatible determinado.

17. Discute o seguinte sistema:
2x+y+4z= 0
4x—y+2z=-4
3x—-y+ z=-2

Solucion:

Como |C| = 0, at6pase o rango de C e de A por Gauss e
obtense:

R(C) =2 <R(A) = 3 e, polo tanto, o sistema é incompa-
tible.

18. Discute o seguinte sistema:

8x+ y+4z=9
5x-2y+4z=6
x+ y =

Solucion:

Como |C| = 0,atdpase o rango de C e de A por Gauss e
obtense: R(C) = 2 = R(A) < nimero de incégnitas e polo
tanto, o sistema é compatible indeterminado.

19. Discute o seguinte sistema:
2x— y+ z=-2
x+2y+3z=-|
x—3y—-2z= 3

Solucion:

Como |C| = 0,at6pase o rango de C e de A por Gauss e
obtense: R(C) = 2 < R(A) = 3 g, polo tanto, o sistema é
incompatible.

TEMA 4. SISTEMAS LINEARES CON PARAMETROS

20. Discute o seguinte sistema:
x+2y—4z= |
2x+ y-5z=—1
X— y— z=-2

Solucion:

Como |C| = 0,at6pase o rango de C e de A por Gauss e
obtense:

R(C) =2 = R(A) < numero de incégnitas e, polo tanto, o
sistema é compatible indeterminado.

21. Discute e resolve, se é posible, o seguinte sistema:
2x+4y— z+2t= O
x+ y+ z = 3
5x-2y—-4z—- t=-12

Solucion:

Como hai mais incognitas ca ecuacions, pasase t ao 2°
membro e resélvese por Gauss, polo que se obtén a solu-
cion:

_3t—-2 _9-7t _ 4t+32
T T YT Tt
A solucién en ecuaciéns parametricas é:
X=37»—2 ]
13
_9-7\
Y73 e
_ 4N+ 32
E
t=A

2. Regra de Cramer e forma matricial

22. Resolve por Cramer:
I7x+ 2y+3z=15
5x— 3y+2z=15
10x — Ily + 5z =36

Solucion:
Como |C|= -36, o sistema é de Cramer.

A solucion éix =2,y =—1,z= |

23. Resolve por Cramer:

3x+2y+4z=|
2x+ y+ z=0
x+2y+3z=1|

Solucion:

Como |C| = 5, o sistema é de Cramer.
2

oo b2
A solucién é:x = 5,y—O,z— 5
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Exercicios e problemas

24. Resolve por Cramer:

x+ y+ z=1|
3x — 4y =5
7x— y—3z=8

Solucion:
Como |C| = 46, o sistema é de Cramer.

27 17 9

A solucién é:x = 2—3,)' = —K,z = %

25. Resolve por Cramer:

x+2y+3z=0
x+2y+ z=0
2x+ 3y +4z=2
Solucion:
Como |C| = -2, o sistema é de Cramer.

A solucion é:x =4,y =-2,2=0

26. Resolve matricialmente:
| 2
2 -1
| |

Solucion:

|C|= —5. Calculando a matriz inversa dos coeficientes te-
mos:

X | 2 1\ 1

yl=12 -1 2 2| =

z | | 2 3

X | -4 -3 | | —1

y|=- % -2 1 0 21=| 0

z 3 I =1 3 2

A solucion éx=—1,y=0,z=2
27. Resolve matricialmente:

I 0 I\ [x 2
| | Olly|=1-2
0 1 1/\z 0

Solucion:

|C|= 2. Calculando a matriz inversa dos coeficientes te-
mos:

x\ (1 0 1\ 2

yl=[1 1 o |[-2|=

z[ o 1 1 0
- 2 0

yl|=5|-1 1 1] [-2]={-2

z [ 0 2

A solucion é:x =0,y =-2,z=2
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3. Discusion de sistemas
con parametros

28. Discute, segundo o valor do pardmetro m, o seguinte

sistema:
mx + my = 6
x+(m-1)y=3

Solucioén:
Calcdlase: |C| = ‘T mT | ‘ =m?-2m

m2-2m=0mm-2)=0=>m=2,m=0

Para todo valor de m #2 e m # 0 verificase que:

R(C) = R(A) = 2 = nimero de incégnitas e, polo tanto, o
sistema é compatible determinado.

EstGdanse os valores que son raices de |C|.

* Para m = 2 temos:

R(C) = R(A) = | < nimero de incégnitas e, polo tanto,
o sistema é compatible indeterminado.

e Param = 0 temos:

R(C) = | <R(A) = 2 e, polo tanto, o sistema é incompa-
tible.

29. Discute, segundo o valor do parametro m, o seguinte

sistema:

(m+x+ y+ z=3
x+ 2y +mz=4
x+my+ 2z=2

Solucion:
m+1 | |

ICl=| | 2 m{=-m’-m?+6m
I m 2

m+m2-6m=0=m=0m=-3,m=2

Para todo valor de m # 0, m # —3 e m # 2 verificase que:
R(C) = R(A) = 3 = numero de incégnitas e, polo tanto, o
sistema é compatible determinado.

Estidanse os valores que son raices de |C|.

e Para m = 0 temos:

R(C) = 2 = R(A) < nimero de incégnitas e, polo tanto,
o sistema é compatible indeterminado.

e Param = —3 temos:

R(C) =2 <R(A) = 3 e, polo tanto, o sistema é incompa-
tible.

e Para m = 2 temos:

R(C) =2 <R(A) = 3 e, polo tanto, o sistema é incompa-
tible.
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30. Discute, segundo o valor do parametro a, o seguinte sis-
tema:

x+y+2z=3

2x—y+taz=9
x—y—-6z=5
Solucion:
[
Calculase: |C| =2 -1 a|=2a+ 16
I -1 -6

2at+16=0=a=-8

Para todo valor de a # —8 verificase que:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incognitas e, polo tanto, o
sistema é compatible determinado.

Estidanse os valores que son raices de |C|.

* Para a = —8 temos:

R(C) = R(A) = 2 < niimero de incognitas e, polo tanto,
o sistema é compatible indeterminado.

31. Discute, segundo o valor do parametro a, o seguinte sis-

tema:
x+ty+2z=12
2x—y+3z=12
S5x—-y+az=6
Solucién:
I 1 2
IC|=12 =1 3|=-3a+24
- a

3a-24=0=a-8=0=>a=8

Para todo valor de a # 8 verificase que:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incognitas e, polo tanto, o
sistema é compatible determinado.

Estidanse os valores que son raices de |C| = 0.

* Paraa = 8 temos:

R(C) = R(A) = 2 < numero de incognitas e polo tanto, o
sistema é compatible indeterminado.

32. Discute, segundo o valor do parametro k, o seguinte sis-

tema:
3x-5y=6
x+ y=k
x+2y=12
Solucioén:

Como hai unha ecuacion mdis que incognitas, estudase o
determinante da matriz ampliada.

3-5 6
AI=|1 1 k|=-1lk+22
I 2 2

Ilk-22=0=>k-2=0=k=2

TEMA 4. SISTEMAS LINEARES CON PARAMETROS

Para todo valor de k # 2 verificase que:
R(C) < R(A) = 3 ¢, polo tanto, o sistema é incompatible.
Estidanse os valores que son raices de |A|.
* Para k = 2 temos:
R(C) = R(A) = 2 = nimero de incégnitas e, polo tanto,
o sistema é compatible determinado.

33. Discute, segundo o valor do parametro k, o seguinte sis-

tema:

X+ y =1
3x+2y—- z=3
kx +3y—-2z=0
—X -4z=3

Solucion:

Como hai unha ecuacion mdis que incognitas, estidase o
determinante da matriz ampliada.

I I 0 |
3 2 -1 3

|A| = K 3 -2 0 =k +20
-1 0 -4 3

k+20=0=k=-20
Para todo valor de k # —20 verificase que:

R(C) < R(A) = 3 e, por conseguinte, o sistema é incompa-
tible.

Estédanse os valores que son raices de |A|.

* Para k = —20 temos:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas e, polo tanto,
o sistema é compatible determinado.

34. Considérase o seguinte sistema linear de ecuacions, de-
pendente do parametro m:

2x +y— z=2
x+y+ 2z=5
—X +(m+2)z=3

a) Discute o sistema para os distintos valores de m.

b) Resolve o sistema para m = 3.

Solucién:
a) [Cl=m-|
m-I1=0=m=1|
Para todo valor de m # | verificase que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas e, polo tan-
to, o sistema é compatible determinado.
Estddanse os valores que son raices de |C]|.
e Para m = | temos:
R(C) = R(A) = 2 < nimero de incognitas e, polo tan-
to, o sistema é compatible indeterminado.
b) Para m = 3 a solucién do sistema é:
x=-3,y=8z=0
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Para ampliar

35. Considérase o seguinte sistema linear de ecuacions, de-
pendente do parametro real a:

X -y =2
ax+y+2z=0
x—y+az=|

a) Discute o sistema segundo os diferentes valores do
parametro a.

b) Resolve o sistema paraa =—1.

c) Resolve o sistema paraa = 2.

Solucién:
a) [C|=a2+a=a@@+1)
al+a=0=a@@a+1)=0=>a=0,a=-I
Para todo valor de a # — | e a # 0 verificase que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incognitas e, xa que lo-
go, o sistema é compatible determinado.
Estudanse os valores que son raices de |C|.
*Paraa =—| temos:
R(C) = R(A) = 2 < nimero de incdgnitas e, polo tan-
to, o sistema é compatible indeterminado.
* Para a = 0 temos:
R(C) =2 <R(A) = 3 e, polo tanto, o sistema é incom-
patible.
b) Para a = —1 a solucién do sistema é:
x=2+yz=|

A solucién en ecuaciéns paramétricas é:

X=2+A
y=»X con A eR
z=1

c) Para a =2 a solucion é:

x=ly=-1l,z=-1/2

36. Sexa o seguinte sistema de ecuacions lineares:
ax+ y—-z=0
2x + ay =2
—X +z=1|
a) Discute o sistema segundo os valores do parametro a.

b) Resolve o sistema cando este tefia mais dunha solu-

cioén.
Solucion:
a) [C|=a2-a-2
a2—a-2=0= a=—-1l,a=2

Para todo valor de a # —| e a # 2 verificase que:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas e, polo tanto,
o sistema é compatible determinado.

Estidanse os valores que son raices de |C|.
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e Paraa =—1 temos:

R(C) =2 <R(A) = 3 e, polo tanto, o sistema é incom-
patible.

e Para a = 2 temos:
R(C) = R(A) = 2 < nimero de incégnitas e, polo tan-
to, o sistema é compatible indeterminado.
b) Para a = 2 a solucién do sistema é:
x=z—1,y=2-z2
A solucidn, en ecuaciéns paramétricas, é:
A=
2-ArconrelR
A

N X< X
1

37. Sendo a un numero real calquera, definese o seguinte

sistema:
x+2y —az=|
_y+ z=0
ax + z=a

a) Discute o sistema en funcién do valor de a.

b) Atopa todas as suas soluciéns paraa = |.

Solucion:
a) |C|=-a%+2a-1
a2-2a+1=0=a=1
Para todo valor de a # | verificase que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incdgnitas e, polo tanto,
o sistema é compatible determinado.
Estidanse os valores que son raices de |C]|.
*Paraa = | temos:
R(C) = R(A) = 2 < nimero de incégnitas e, polo tan-
to, o sistema é compatible indeterminado.
b) Para a = | a solucién do sistema é:
x=l-zy=z
A solucion, en ecuaciéns paramétricas, é:

| -2
A conreR
A

N < X
1l

38. Considérase o seguinte sistema linear de ecuaciéns, de-
pendente do pardmetro real A:

x+ y+5z=0
2x — Ay =0
x— y+ z=0

Discute o sistema segundo os diferentes valores do pa-
rametro A e resélveo.
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Solucion:
a) [C|=4r-12
4Ah-12=0=>A1=3
Para todo valor de A # 3 verificase que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas e, polo tanto,
o sistema é compatible determinado.
Estidanse os valores que son raices de |C|.
* Para A = 3 temos:
R(C) = R(A) = 2 < nimero de incdgnitas e, xa que lo-
g0, o sistema é compatible indeterminado.
b) Para A = 3 a solucién do sistema é:
X=-3z,y=-2z
A solucion, en ecuaciéns paramétricas, é:
x = -3t
y=-2t rconteR
=T
Para A # 3 a solucién do sistema é a solucién trivial:
x=0,y=0,z=0

39. Considérase o seguinte sistema de ecuacions:
mx+ y+z=|
X— y =m
x+my+z=1|
a) Discute a compatibilidade do sistema en funcion do
pardmetro m.

b) Atopa, cando existan, as suas soluciéns.

Solucion:
a) |C| = 0 para calquera valor de m.

Estudase o sistema por Gauss e obtense que é incom-
patible.

b) Non hai soluciéns.

40. Considérase o seguinte sistema de ecuacions:
ax +2y+6z=0
2x+tay+4z=2
2x+ay+t6z=a-2
a) Discute o sistema en funcién do parametro a.

b) Resolveo paraa = 2.

Solucioén:
a) |C|=2a2-8
a2-4 =0=a=-2,a=2
Para todo valor de a # —2 e a # 2 verificase que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incdgnitas e, polo tanto,
o sistema é compatible determinado.
Estidanse os valores que son raices de |C|.
* Para a = -2 temos: R(C) =2 < R(A) = 3 e, xa que lo-
g0, o sistema ¢é incompatible.
*Para a = 2 temos: R(C) = R(A) = 2 < nimero de in-
cognitas e, polo tanto, o sistema é compatible inde-
terminado.

b) Para a = 2 a solucién do sistema é:
x=3-yz=-I
A solucidn, en ecuaciéns paramétricas, é:
x=3-A
y=»X con A e R

z=—|

Problemas

41. Considérase o seguinte sistema de ecuaciéns:

x-—-y+ z= 6
—-x—-y+@-4z= 7
x+y+ 2z= 11

a) Discute o sistema en funcién do parametro real a.

b) Resdlveo para a = 4.

TEMA 4. SISTEMAS LINEARES CON PARAMETROS

Solucion:
a) [C|=-2a+4
22-4=0=a-2=0=a=2
Para todo valor de a # 2 verificase que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas e, polo tanto,
o sistema é compatible determinado.
EstGdanse os valores que son raices de |C]|.
*Para a = 2 temos: R(C) = 2 < R(A) = 3 e, polo tanto,
o sistema é incompatible.
b) Para a = 4 a solucién do sistema é:

x=—-5y=-2,z=9
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42, Sexa o sistema de ecuacions:
@+ I)x+2y+z=a+3
ax + vy =a
ax+3y+z=a+2
a) Discute o sistema en funcidon do parametro real a.

b) Resolve o sistema nos casos en que resulte compati-
ble determinado.

Solucioén:
a) |IC|=a+
atl=0=a=-1
Para todo valor de a # —| verificase que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incdgnitas e, polo tanto,
o sistema é compatible determinado.

Estidanse os valores que son raices de |C|.

*Paraa = —| temos: R(C) = R(A) = 2 < numero de in-
cognitas e, polo tanto, o sistema é compatible inde-
terminado.

b) Para a # —1| a solucién do sistema é:
x=1l,y=0,z=2

43. Considérase o sistema:
2x + my =0
X +mz=m
x+ y+ 3z=|
a) Discute o sistema segundo os valores de m.

b) Resolve o sistema para m = 6.

Solucién:
a) |C| =m2-5m
m-5m=0=mm-5=0=>m=0m=5
Para todo valor de m # 0 e m # 5 verificase que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incdgnitas e, polo tanto,
o sistema é compatible determinado.
Estidanse os valores que son raices de |C|.
* Para m = 0 temos: R(C) = R(A) = 2 < nimero de in-
cognitas e, polo tanto, o sistema é compatible inde-
terminado.

*Param = 5 temos: R(C) =2 < R(A) = 3 e, polo ¢ in-
compatible.
b) Para m = 6 a solucién do sistema é:
x=-12,y=4,z=3

44. Sexa o sistema homoxéneo:

X + z=0
2mz =0

2x+my+(2m +3)z=0

X+ my +

a) Calcula o valor de m para o que o sistema tefia so-
luciéns distintas da trivial.

b) Atopa as soluciéns.
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Solucion:
a) |C| =2m

2m=0=>m=0

Para todo valor de m # 0, a solucién é a trivial.
b) Para m = 0 temos:

R(C) = R(A) = 2 < numero de incégnitas e, polo tanto,
o sistema é compatible indeterminado.

A solucién é:x=0,z=0

A solucion, en ecuaciéns paramétricas, é:

x=0
y=ApconleR
z=0

45. Dado o sistema de ecuaciéns:
2x+y+z=| }

X—y+z=2
a) Estuda a sta compatibilidade.

b) Engadelle ao sistema unha ecuacién de tal forma que
o sistema resultante tefia solucidon unica. Xustifica a
resposta e atopa esta solucion.

c) Engadelle ao sistema unha ecuacion de tal forma que
o sistema resultante sexa incompatible. Xustifica a
resposta.

Solucion:

a) R(C) = R(A) = 2 < nimero de incdgnitas e, polo tanto,
o sistema é compatible indeterminado.

by 2x+y+z=1
X—y+tz=2
z=0

O sistema ten como solucion:
x=ly=-1,z=0
c) Engadese unha ecuacién contraditoria coas outras duas;

por exemplo, sumando e cambiando o termo indepen-
dente:

3x+2z=0

46. Considérase o seguinte sistema:
X -y = a
x + a’z=2a+ |
x—y+ala—1)z=2a

a) Discute o sistema segundo os valores do parametro
real a.

b) Resolve o sistema para a = 3.

SOLUCIONARIO
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Solucion:
a) [C|=a%-a
al-a=0=a(a-1)=0=a=0,a=1|
Para todo valor de a # 0 e a # | verificase que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incdgnitas e, xa que lo-
go, o sistema é compatible determinado.
Estidanse os valores que son raices de |C|.
* Para a = 0 temos:
R(C) = R(A) = 2 < nimero de incégnitas e, polo tan-
to, o sistema é compatible indeterminado.
*Paraa = | temos:
R(C) =2 <R(A) = 3 e, polo tanto, o sistema é incom-
patible.
b) Para a = 3 a solucién do sistema é:
x=5/2,y==-1/2,z=1/2

Para profundar

47. Considérase o seguinte sistema de ecuacions nas incog-
nitas x,y,z e t:
x+ 2y+ z =0
y+2z+t=0
2x + 2ky -t=0
a) Atopa os valores de k para os que o rango da matriz
dos coeficientes do sistema é 2.

b) Resolve o sistema anterior para k = 0.

Solucién:
a) Estudando a matriz dos coeficientes por Gauss obtense
que se k =3/2 o R(C) = 2.
b) Para k = 0, a solucién é:
x=t2,y=0,z=-t/2

A solucién en ecuaciéns paramétricas é:

A
)
=0
y A conAeR
Xz—i
t=A

48. Considérase o seguinte sistema de ecuacions:
Ax + 2y = 3
—X +2hz= |
3x— y— 7z=A+1
a) Atopa todos os valores do parametro A para os que
o sistema correspondente ten infinitas soluciéns.

b) Resolve o sistema para os valores de A obtidos no
apartado anterior.

c) Discute o sistema para os restantes valores de A.

TEMA 4. SISTEMAS LINEARES CON PARAMETROS

Solucion:
a) [C| =22+ 120 — 14

W2+ 12— 14=0= M2 +6A-7=0=>A=-7, A=

EstGdanse os valores que son raices de |C]|.

e Para A =—7 temos: R(C) =2 < R(A) = 3 e, polo tanto,
o sistema é incompatible.

*Para A = | temos: R(C) = R(A) = 2 < nimero de in-
cognitas e, xa que logo, o sistema é compatible inde-
terminado.

b) Para A = | a solucién do sistema é:
x=1+2z,y=1-z

A solucidn, en ecuaciéns paramétricas, é:

x=1+2A
y=1-A pconieR
z=1

c) Para todo valor de A # -7 e A # | verificase que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incdgnitas e, xa que lo-
go, o sistema é compatible determinado.

49. Discute o sistema, segundo o valor do paraimetro m, e
resolve nos casos de compatibilidade:

2x+ 3y+ z= 4
3x+ y+mz= 6
—2x— 10y — 2z=m-4

Solucion:
a) |C|=14m - 14
14m-14 =0=>m-1=0=>m=1

Para todo valor de m # | verificase que:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas e, polo tanto,
o sistema é compatible determinado.

EstGdanse os valores que son raices de |C]|.

* Para m = | temos:

R(C) =2 <R(A) = 3 e, polo tanto, o sistema é incom-

patible.
b) Para m # | a solucién do sistema é:
_ 3m2 + 27m — 28 _ —m(@2m-3) ,=_—m
[4(m— 1) Y [4m—-1) °’ 2(m—1)

50. Dado o seguinte sistema:
X + z=|
y+(@a-1)z=0

x+@-ly+ az=a

a) Discute o sistema segundo o valor do pardmetro a.

b) Resolve o sistema en todos os casos de compatibili-
dade.
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Solucion: b) Paraa = | a solucién é:

a) [C|=-a?+3a-2 x=1l-2y=0
al-3a+2=0a=1l,a=2 A solucidn, en ecuaciéns paramétricas, é:
Para todo valor de a # | e a # 2 verificase que: x=1=2
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incognitas e, xa que logo, y=0 con L eR
o sistema é compatible determinado. z=A

EstGdanse os valores que son raices de |C|. L
q I<| Paraa # | e a # 2,a solucién é:
e Paraa = | temos:
_a-—| _a—| _ |

R(C) = R(A) =2 < nUrT1erc? de incégnitas e, polo tan- X= YT T T
to, o sistema é compatible indeterminado.

* Para a = 2 temos:
R(C) = 2 < R(A) = 3 e, xa que logo, o sistema ¢ in-
compatible.
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Windows Derive (@

Paso a paso

51. Discute o seguinte sistema: Solucién:

X+2y+ z=1 Resolto no libro do alumnado.
3x+ y+4z=5
2= y+32=4 53. Discute, segundo os valores de k, o seguinte sistema:
Solucién: (1 -kx+ y + z2=0
Resolto no libro do alumnado. x+(1-ky+ z=k

X + y+ (1 -kz=k?

52. Resolver matricialmente o seguinte sistema: Solucién:

X+2y— 2=0 Resolto no libro do alumnado.
2x + 5y =4
Xx+3y+2z=5

54. Internet. Abre: www.xerais.es ¢ elixe Matemati-
cas, curso ¢ tema.

Practica
. | istema: .
55. Resolve o sistema Solucién:
2x - y+ z=-8 [ Exercicio 56
X + 3}7 -2z = 5 a) Resolveo para o valor de a que o faga compatible determinado.
_ a 1 1 a1 1
2x+ y+3z= 4 cla=|1-at1|=>a=|1-a1
1711 11 1
Solucién: a 11 4 a1 1 4
A(a)=|1 -a1 1 = a—|1 -a1 1
11 1a+2 1 1 1 a+2

Exercicio 55
2x-y+z=-8

resolverix + 3y — 2z =5 =» {{x=-3,y=4,z=2}}
2xty+3z=4

Solucion: x=-3,y=4,z=2

| IC(a)] = -a2+1
|resolver(—a2+1=0) = {{a=-1},{a=1}}
-111
C(-1) = |1 11
1 11
| rango(C(=1)) =» 2
-1114
A-1) = |1 111
1111
| rango(A{-1)) => 2
ax+ y+z= 4 Paraa = -1, R[C) = R(A) = 2< 3 = numero de incognitas.
Sistema compatible indeterminado.
111
C{1) = |1 -11
11 1
| rango(C(1)) = 2

56. Considera o seguinte sistema de ecuacidns:

x—ay+z=1

X+ y+z=a+2

a) Resélveo para o valor de a que o faga compati-

ble indeterminado. A1) = (:]I _11 ‘1| :)
11 13
| rango(A(1)) => 3
Paraa =1, R(C) =2 #+ R(A) =3
Sistema incompatible.
E compatible indeterminado paraa = - 1
Resolvémolo paraa = -1

-x+y+z= 4 3 5

resolverix +y+z =1 e d {{x=—§,y=—z+ E,z=z}}
X+y+z=1

b) Resolve o sistema que se obtén paraa=2
2x+y+z=4

resolver{x—2y+z=1} =» {{x=0,y=1,z=3}}
X+y+z=4

Solucion, x=0,y=1,z=3

b) Resolve o sistema que se obtén paraa = 2.
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57. Discute, segundo os valores do pardmetro k, o se-
guinte sistema:

kx + y=1
x+(k+1y=1
X + ky =1
Solucién:
[ Exercicio 57
k 1 k 1
Ck=[1k+1| = k|1 k#1
1 k 1 k
k 1 1 k 1 1
Alk)=11 k+1 1] = k|1 k+1 1
1 k 1 1 k 1
| |A(K)] = k-1

| resolver(k — 1=0) =» {{k=1}}
Parak == 1, R(C) < R(A) = 3, sistema incompatible.
Parak =1
11
C(1) = (12
11
| rango(C(1)) =» 2
111
A(1) = (121
111
| rango(A(1)) => 2
Se k=1, R(C) = R(A) =2 = n" de incognitas.
Sistema compatible determinado.

58. Clasifica o sistema seguinte segundo os valores do
pardmetro k.

kx +y-2z=0
—x—-y+kz=1
x+y+ z=k
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Solucidn:
_ProblemaSB
k 1 =2 k 1 -2
Ck=|-1 -1 kK | = k—|-1 -1 kK
1 1 1 1 1 1

59.

k 1 -20 k 1 -20
AK=]-1-1 kK 1| = kes|-1-1 kK 1

T o ¥ K
IC(K)] = -k2+1
resolver(-k2+1=0) =» {{k=-1},{k=1}}

1 1 1

k

Parak #+ -1,k # 1, R(C) = R(A) = 3 = numero de incognitas.
Sistema heteroxéneo compatible determinado.

=1 1 -2
C(-1) =» | -1 -1 -1
1.
rango(C(-1)) =» 2
-1 1 -2 0
A(-1) = | -1 -1 -1 1
1. M1 41 -1
rango(A(-1)) = 2
R(C) = R(A) = 2 < 3 = numero de incognitas.
Sistema compatible indeterminado.
1 1 -2
C(1) = | -1 -1 1
1 1 1
rango(C(1)) = 2
1 1 -20
A1) = [-1 -1 1 1
1 1 11
rango(A(1)) =» 3
R(C) # R(A), sistema incompatible.

Dado o sistema homoxéneo:
x+ky—-z=0
kx— y+z=0
k+Dx+ y =0

Indaga para que valores de k tefien soluciéns dis-
tintas de x = y =z = 0. Resdlveo en tales casos.

Solucidn:

Problema 59

1 k -1

k -1 1
k+1 1 0
resolver(k?-k-2=0) =» {{k=-1},{k=2}}
Ten solucions distintas dex =y = z parak #*
Parak = -1

x-y-z=0

- k2-k-2

-1, k#2

resolver[—x—y+ z=0] = {{x=z,y=0,z=z}}

y=0
Solucionx=2z,y=0
Parak =2
x+2y-z=0 1
resolver{2x -—y+tz= 0} = {{":_E -Z,y=
3x+y=0
Soluciénx = -zI5, y = 3zI5

3 amd]]

SOLUCIONARIO
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60. Dado o sistema de ecuaciéns lineares:

x—ay=2
ax— y=a+1
Determina para que valor ou valores de a o sistema
ten unha solucién na que y = 2.

Solucidn:
Problema 60
Resolvemos o sistema cando y = 2
x-2a=2 o __3 ___
resolver{a_x_2=a+1} bd {{a—1,x—4},{a— E,x— 1}}

Tena solucibhy=2candoa=1oua=-3/2

61. Formula e resolve o sistema de ecuaciéns dado por:
1+3x  2)(3) (5
X —~1/\y] |4

Solucién:

Problema 61

(15 5)-6) » (5587)
9x+2y+3 5} {{ 3,y=—2}}

resolver{sx

A solucion & x=213,y=-

62. Dada a matriz:

2 1
A =
b
Calcula dous niimeros reais x e y tales que se verfi-
que:
A+xA+yl=0

sendo I a matriz unidade de orde 2 e O a matriz
nula de orde 2.

Solucién:

[ Problema 62

a=(33) > (23)

1=(01) = (0%)

A+x.A+y.|—>(2'x+y+2 et )

2-x+2 3-x+y+3

2x+y+2=0

resolver Ax 150 = {{x=-1,y=0}}
2x+2=0 }
3x+y+3=0

A solucion é: x=-1,y=0

TEMA 4. SISTEMAS LINEARES CON PARAMETROS

Windows Derive (@

63. Considérase o sistema:
X—2y + z=1
3x — Sy + z=4
x—y+(@-2)z=2
a) Discutir o sistema para os distintos valores de a.

b) Atopa todas as soluciéns para a = 3.

Solucién:

[ Problema 63

1 -2 1 1-2 1
cla)=[{3 -5 1 | = a=|3 -5 1
1-1a-2 1 -1 a-2

| IC(a)| => a-1
| resolver(|C(a)| =0) => {{a=1}}
Para a + 1, sistema compatible determinado.
Paraa =1
1 -2 1
C{(1) = |3 -5 1
1 -1 -1
| rango(C(1)) = 2

1 -2 11
rango|3 -5 1 4| =» 2
1 = 2 2
Sistema compatible indeterminado.
b) Paraa=3
X—-2y+z=1
resolveri{3x -5y + z=4; = {{x=3,y=1,2z=0}}
X—-y+z=2
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